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DÉTERMINANTS DE HANKEL ET QUOTIENTS DE SÉRIES FORMELLES

par François DRESS

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des Nombres)
7e année, 1965/66, no 20 16 mai 1966

1. Définitions .

A désignera un anneau commutatif, possédant un élément unité, intègre (sauf dans
la proposition 1), et K son corps des fractions. Les éléments de A seront appe-

lés entiers.

Outre les anneaux classiques de polynômes et de séries formelles, nous aurons à

considérer l’anneau 2 des quotients de séries formelles à coefficients entiers :

qui est un sous-anneau de 

00

Déterminants de Hankel et Hadamard. - Etant donnée F(X) = ~ a A une série

formelle de A[[XJ] ou de nous considérerons ses déterminants de Hankel

ainsi que d’autres déterminants plus généraux, mentionnés pour la première fois par
J. HADAMARD dans sa thèse [5] :



En étendait ces définitions aux séries du corps K((X)) des séries formelles géné-

ra~,~. s ée s ~ il apparaît que

ces déterminants peuvent donc être considérés comme des déterminants de Hankel, et

nous réserverons l’appellation de déterminants de Hadamard aux (F) *" 

2. Déterminants des produits et quotients de 

Nous abandonnons provisoirement l’hypothèse de l’intégrité de l’anneau A 

Considérons deux séries de A[[X]] et leur produit :

Nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que 0 . Nous suppose-

rons, en outre, que les indices mi sont ordonnés en croissant, de sorte que
m 
p 

+ p est le plus grand indice figurant dans le déterminant de Hadamard que nous

allons étudier.

Nous nous proposons de calculer le produit :

que nous écrirons sous la forme :

Maintenant, si nous effectuons (lignes par colonnes) ce produit de déterminants, et
si nous tenons compte des relations qui expriment que V(X) F(X) = soient :



il vient:

déterminant dont m 
P 

colonnes sont formées de coefficients de V(X) ~ avec une
structure "régulièrement décalée", et les p + 1 autres colonnes de coefficients de
U(X) , avec une structure analogue à celle du déterminant de Hadamard

Si nous désignons par

le "grand" déterminant obtenu ci-dessus, nous pouvons énoncer :

PROPOSITION 1. - Soient A un anneau commutatif (non nécessairement intègre),
V(X) ~ F(X) , trois séries de A[[x]] telles que VF = U, v~ =V(0) ~0 .On a alors

Comme par la suite, nous nous placerons exclusivement dans le cas où A est in-
tègre, nous donnons une seconde version sous laquelle nous ferons usage de cette
proposition :

PROPOSITION Soient U(X) et V(X) deux séries de K[[X]], 
Alors : *""~

3 . Applications.
Nous rappellerons brièvement, dans ce paragraphe, un certain nombre de résultats



connus que l’on peut retrouver très rapidement.

Caraotérisation des fractions rationnelles. - Si U(X) et V(X) sont des poly-
nômes de degrés respectif;-;- alors les déterminants de Hankel de
la fraction rationnelle FeX) sont nuls dès que m + p ~ ~ + 1 et p ~ 

m 

(en ef-
fet, la dernière ligne du déterminant est alors formée de zéros). Cependant,
notre identité ne permet pas d’obtenir de démonstration de la réciproque.

Déterminants relatifs à l’inverse d’une série.... Si G(X) = les détermi..
nants de Hankel de F et de G sont liés par la relation (J. HADAMARD [5],
E.BOREL[1]) :

(en effet, les déterminants N sont les mêmes à un certain nombre près de permuta-
tions entre les colonnes des u. et des v. ).~ J

uotients de séries à coefficients entiers. - Si U(X) et V(X) appartiennent à
~-[[X]] ~ les coefficients du quotient F(X) sont de la forme &#x26; = ~~ et on~ ’~ 0

(dans le cas A = ~ voir F. DRESS [3] et, pour les applications, C. PISOT [6]).
Ce genre de propriété sera d’ailleurs développé au paragraphe suivant avec l’intro-
duction des familles § .

q

Fonctions à caractéristique bornée. - Si F(z) , série entière de la variable
complexe, est à caractéristique bornée à l’intérieur du cercle-unité (i. e. F(z)
est quotient de deux fonctions bornées dans jz)  1 ) ou, plus généralement, si

F(z) est quotient de deux séries entières U(z) et V(z) telles que  |up|2 co
0 et 03A3 )vJ (  ~ , alors on a (D. CANTOR [2]) s

où les K = H~ ~p ~ sont les déterminants de Kronecker de F .

Pour démontrer ce résultat, il suffit d’écrire que



puis d’appliquer la majoration de Hadamard à suivant ses lignes. Cette majo-
ration s~effectue aisément en remarquant que, d’une part, les premières sommes

03A3 |un|2 + 03A3 |vn|2 sont bornées, et que, d’autre part, les dernières sommes

|un|2 
+ 

k+p |vn|2 
sont majorées par g (k) , qui tend vers zéro lorsque k

tend vers 1~infinie

Remarqu.e 1. - On a bien, évidemment~ le même résultat pour n’importe quel déter-
minant de Hankel :

Remarque 2. ~. Il est possible d’aboutir à la même conclusion :

lorsque 1 |un|2 et 2 |vn|2 ne convergent pas, à la condition que ces séries dé-

croissent assez rapidement mais surtout assez régulièrement, par exemple quand un
et v = 0( 

1 n log n
) . La démonstration, que nous ne donnerons pas ici, repose sur

une oompensation de la croissance des premiers ternes

par une décroissance suffisante des derniers.

4. Etude des familles 03A6q .

Nous classerons les éléments de l’anneau 2 des quotients de séries formelles de

de la manière suivante :



Définition. - F(X) appartient à la famille $ c: a si, et seulement si, il

existe une expression F(X) = U(X) V(X) (où U , V e A[[X]] ) telle que

Il e st clair que :

q. et q2 sont associés, 03A6q = 03A6q ;
qL q2

.~ ~ = ACC~~~ 9

.» si q’ e st un diviseur de q j 03A6q’ ~ 03A6
q 

(en particulier 03A61 ~ 03A6q quel que

soit q ~ .

Propriété fondamentale. - Si ~ 03A6q , ses déterminants de Hankel sont de la

forme :

(c’est une conséquence triviale et déjà remarquée de la proposition 1 bis).

Il se pose alors le problème de savoir à quelles conditions sur ses coefficients
et ses déterminants de Hankel une série F E appartient à une 

Il parait malaisé dl établir un critère générale mais nous donnerons néanmoins des
conditions nécessaires et suffisantes pour que F appartienne à 03A6q , conditions
valables seulement dans une certaine "proportion" des éventualités possibles.

Supposons que nous ayons déterminé 2n éléments de .~ ,

tels que

u0 + u1 X + ... + un-1 Xn-1 v0 + v1 X + ... + vn-1 Xn-1 =  03B1k Xk , avec 03B1k = ak pour 0  k  n - 1

(nous supposons, a priori, que les coefficients ak de F(X) sont de la forme

ak = Nk k+1 , où q = v0 , Nk ~ A ). Nous allons établir une condition suffisante
q

pour affirmer qu’il existe deux éléments de A , u et v , tels quen n



Et si cette condition est vérifiée pour toutes les valeurs de n ~ nous aurons

alors montré que F appartient à $ 
q 

.

La relation

donne 1 ~ expression :

où M n (e A) ne dépend que des ui et v j jusque l’ordre n - 1 .11 apparaît

alors une condition suffisante pour que u et existent s

panneau A est principal et (u.. y v~) = 1 (donc u~ et va vérifient une

identité de Bezont) ;
divise M - N pour tout n.

Nous supposons à partir de maintenant que la première de ces conditions ( A prin-

cipal et va premiers entre eux) est réalisée. Il nous reste alors àtradui-

re la seconde i M - N ) en condition sur les déterminants de Hankel de F.

Pour cela, considérons les deux déterminants 1



Or nous avons :

Il vient alors :

De sorbe si maintenant, après avoir posé l’hypothèse que H(p)n-2p(F) = entier vn+10 ,
nous ajoutons (F) = entier vn-10 , il vient : 

"’ 

entier vn+10 ,

Ce qui nous permet d’ énoncer $ pour que divise N n ..1~I n’ il suffit 



existe au moins un déterminant

Or, en raison de l’hypothèse faite (u~ ~ Z ~ nous connaissons un tel de-
terminant pour chaque n , celui correspondant à p = n - 1 :

Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante :
co

PROPOSITION 2. - L’anneau A étant supposé principe soit F(X) = 03A3 a Xn ap-

partenant à K[[X]] . Une condition nécessaire et suffisante pour que F 

utienne à la famille 03A6q , dans le cas particulier où a0 = u0 q , avec q) =1.-i t~ - u ~ r "" ~J (~ ’*"-~’~ U
~L-3~ ~

Ce déterminant H(n-1)-n+2 (F) peut paraître lourd à manier et pratiquement inutili-

sable. En fait, il a une signification très simple. Posons = 1 o Xn . D’a-~~~ 0 
n

près la remarque faite au paragraphe 3, sur les déterminants de Hankel de l’inverse
de F ~ nous avons

Nous constatons alors que la condition

équivaut à



et nous pouvons donc donner une seconde forme de la proposition 2 :
0153

PROPOSITION 2 bis . - L’anneau A étant principal, soit F(X) = 1 a Xn apparte-

nant à K[[X]] ; posons 1 F(X) =  cn Xn . Une condition nécessaire et suffisante
pour que F appartienne à la famille 03A6v0 , dans le cas particulier où a0 = u0 v0,
avec (u0 , v0) =1 , est que: 

Ù 
’ ’ " 

O

1° an = entier n+1 pour tout n ,
vC

2° n = entier n+1 pour 

"’0

Une question ouverte est de savoir si ce critère ne serait pas général, sans la

restriction (u0 , v0) = 1 , et peut-être pour des anneaux noihs particuliers que
les anneaux principaux.

Nous donnerons enfin une autre condition d’appartenance à la famille ~ , plus
particularisée mais plus maniable . 

’q

PROPOSITION 3. - A étant principal, soit F(X) e K[[X]j . Une condition néces-
saire et suffisante pour que F appartienne à la famille $ , dans le cas parti-
.~~~ °~. ~o=~T ’ ~1 ""Y ’ -S~ ~0’ ~ = ~1 ’ ~ =~ . est 

1° a - entier
n ~n+1 ’

Démonstration. - La condition H(1)n-2 = peut encore s’écrire

d’où l’on déduit immédiatement, par récurrence, que, si (N0 , q) = (N , q) = 1
on a (N~ , q) = 1 pour tout n ~ 0 . Mais alors, nous sommes assurés de l’ exis-
tence du déterminant H(p-1)n-2p (F) tel que q) = 1 , qui est ce cas le
déterminant correspondant à p = 1 , soit a~’, qui vérité bien (N , q) = 1 .



Remarque 1. - q) = ~rT 1 , q) = 1 équivaut à ~u Q v ’ 1 q) =1 dams l’ex-

pression

Remarque 2* - Si un seul des n’est pas premier avec q , lorsque N0 et N.
le sont, on est alors sûr que F n’ appartient pas à la famille $ 

q 
*

5. Séries lacunaires dans $ 
Q 

.

PROPOSITION 4. - L’anneau A étant supposé factoriel, soit F(X) une série ap-

partenant à la famille 03A6q , avec q == D pvii . On pose v = max vi . S’il existe

après un coefficient a, de F une lacune assez grande, plus précisément si

ah+1 = ah+2 = -" = ah+hv = 0 , alors ah = entier q . (hv.)
Démo nstration. - Nous considérerons les détenninants de Hankel H(hvi)h-hvi (F) qui

vérifient :

entier
Nous savons que ~-~ ; po sons alors

q

hvJ.+l
La puissance de pi qui intervient dans (ah) 1 est donc exactement

- (hv. + l)w. ; celle qui intervient dans = (entier h+hv.+1 est, elle, supérieure
~ 

q 
’

ou égale à - (h + hv. + l )v.. Nous pouvons alors écrire :

soit



Donc l’entier naturel w. est $, v. , et ceci quel que soit le facteur p. consi-

déré, ce qui démontre notre proposition.

COROLLAIRE. - Avec les mêmes notations, si nous avons

La démonstration s’effectue de proche en proche : la lacune supposée est assez
grande pour appliquer la proposition 4 à

appartient à $ ~ y Fuis à
q

qui appartient à $ ~ etc.
q

Un polynôme peut être considéré comme une série la-
cunaire, mais il est possible d’obtenir un résultat bien meilleur.

Nous noterons, tout d’aborda que lorsque A est principal, l’anneau de séries
formelles A[[Xj] est factoriel (voir par exemple P. SAMUEL [7]). Il s’ensuit que,
pour toute série F appartenant à S ~ il existe une expression irréductible F=~
(U y V e et que toute autre expression F =~r peut s’obtenir en posant :

PROPOSITION 5. - Si un polynôme F(X) appartient à la famille 03A6q , alors

est un polynôme à coefficients entiers.



Il suffit de démontrer ce résultat pour F = -~- ~ expression irréductible où
V(0) = q ; en effet, pour toute famille $ contenant F ~ on a q. = et

alors qF e A[X] entraîne, a fortiori, q1 F = h(qF) e A[X] .

Tous les coefficients de F(X) sont de la forme a. = F(X) , étant un
q

polynôme, ne possède qu’un nombre fini de coefficients non nuls, et il existe donc

une puissance q~ de q telle que q~ F(X) soit à coefficients entiers :

Comme l’expression F == w dans $ a été supposée irréductible, il existe D(X)

app artenant à telle que

Nous aurons démontré notre propo sition si nous établissons que q divise tous

les coefficients de V(X) , c’est-à-dire que q divise V(X) , car on aura alors

V(X) = qE(X) avec e~ = E(~~ ~ ~ ; E(X) étant inversible on pourra écrire :

P* étant néce s sairement un polynôme. Pour établir q ue q divise V(X) , il suffit
v. v.

de montrer que si 03A0 p.l = q (les p. étant irréductibles), chaque facteur p. 
1

l 1 1

divise V~X) . Mais toute puissance de p. 1 qui divise une série doit 

ser u = U 0 ° or = q , do nc D 0 = d’ où il s’ensuit que a ne

peut diviser que si pa divise D(0) , soit si (m - 1)vi . D’où nous
v. 1

concluons que p.1 d.ivise V(X) , l’anneau A[[X]] étant factoriel.
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