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Séminaire DELANGE~PISOT-POITOU 12-01
(Théorie des Nombres)
8e annde, 1966/67, n° 12 13 février 1967

PARTITIONS EN TROIS POLYNOMES IRREDUCTIBLES SUR UN CORPS FINI

par Roger DESCOMBES

1. Introduction.

Avant d'8tre établi par VINOGRADOV, le théoréme sur les partitions des entiers
impairs en trois nombres premiers a été 1l'objet de la part de HARDY et LITTLEWOOD
de travaux d'approche plus simples, mais fondés sur une forme affaiblie de 1'hypo=-
thése de Riemann qui demeure conjecturale. L'établissement par A. WEIL de 1'hypo-
thése de Riemann, pour les corps de fractions rationnelles sur les corps finis, au-
torise 1'espoir d'un succés par la méthode de HARDY et LITTLEWOOD dans 1l'attaque
des problémes de partitions en éléments irréductibles dans 1'anneau Fq[X] des po-
lyndémes 3 une variable sur le corps fini F_ & g éléments. C'est ce succés que
D. R. HAYES annonce pour un mémoire & paraitre [4], ou il promet de démontrer, pour
des sommes de valeurs des caracteéres multiplicatifs sur Fq[X] , une majoration
convensble, fondée sur la place des zéros des séries L associées & ces caracteéres.
En admettant cette majoration, le présent exposé a pour but de présenter une adap-
tation, due & HAYES [3], de la méthode de HARDY et LITTLEWOOD au cas ol Fq[X]

remplace Z .

2. Position du probléme.

Alors que, dans le cas de Z , 1'unité =~ 1 est emp&chée d'intervenir par la
considération de sommes de nombres premiers, & 1l'exclusion des différences, le rem-—
placement d'un élément irréductible de Fq[X] par un de ses associés peut 8tre in-
terdit de diverses facons dans le dénombrement des partitions d'un élément N de
Fq[X] en trois éléments irréductibles. Suivant HAYES, nous imposerons & N d'8tre
unitaire, et nous exigerons que les polynémes irréductibles oP , @'P' , a"P" de
somme N aient tous le m8me degré r que N , avec des coefficients du degré r
égaux &4 o , o' , " , fixés indépendamment de N dans Fq , non nuls, et tels que
o+ o' +a" =1,

Le probléme consiste alors a prouver que

() = 2 1 (P, P, P" irréductibles et unitaires)
P,P!,P"
aP+o 1P 4" P!'=l

n'est pas nul lorsque N est "assez grand". On y parvient par une évaluation asymp-
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totique de v(N) s, lorsque la "grandeur" de N augmente indéfiniment. Cette gran-—

deur est mesurée par

ol = 4% = 47

H

c'est-a~dire par la valeur absolue sur Fq(X) associée & la valuation & 1'infini

v , discrete et définie par
v(t) = degré de B - degré de A , pour tout t = A/B e Fq(X) ,

ou A et B appartiennent 3 Fq[X] .

3. Bnoncé des résultats.

4
THéOREME. - Avec les notations précédentes, on a

(1) v(N)zilﬁl‘E.[ﬂ (14— ) T (1- L ) +o(1)] ,

2
gl 2 (ol - 07 elw T R|® - sl + 5
ol le produit Il est étendu & tous les polyndmes irréductibl es unitaires de Fq[X],
P
et le produit T a ceux d'entre eux qui divisent N .
PN

. P . 2r; 3
Dans le second membre, le premier facteur, égal &4 q /r” , tend vers + « avec

HNH s clest-a~dire aussi bien avec g qu'avec r . C'est aussi dans ces circons—
tances que la notation o(1) prend son sens ; de fagon plus précise, le terme

i_ o(1) est majoré en valeur absolue par 24q(7r +1)/4 » pourvu que gq soit

5

r
différent de 2 . Le produit infini Q est convergent, parce gque le nombre des po-

lyn8mes irréductibles unitaires de degré r dans Fq[X] est évidemment majoré par

qr , et que la série Zlqr(qr - l)"3 est convergente.
r
Le produit fini T est non nul, si aucun de ses termes n'est nul, c'est-3~dire
PN
si aucun des polynbmes P qui y interviennent n'est tel que HPH = 2 . Or, cette

derniere égalité n'est réalisée que pour les polyndmes X et X + 1 y avec q = 23
la suppression de tels facteurs pour N est analogue 3 1'élimination des entiers
pairs dans le théoréme classique de Vinogradov. D'ailleurs, dans F2[X] , le seul
choix possible pour o , o' et o" est celui o o =a! =a" = 1 § pour tout
r>2, les polyndmes x5 et (Z + 1)r s qui admettent respectivement les racines

0 et 1, ne peuvent &tre la somme de trois polyndmes irréductibles P , P' et P
de degré r , puisque cette somme prend la valeur 1 + 1 + 1 = 1 quand on y subs-—

titue 0 ou 1 & la variable.
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Pour simplifier quelques calculs, nous supposerons désormais q > 3 . On vérifie

alors aisément que, dans (1), le produit T , qui minore Il x T , est lui-méme
PN P PN
minoré par un nombre strictement positif indépendant de q et de r . Donc v(N)

dépasse 1 , et méme tout entier, lorsque ¢q ou r sont assez grands.

4, La série singulidre.

Comme dans 1'étude classique de HARDY et LITTLEWOOD (ef. [5], 5 ter Teil), on dé-
montre le théordme en introduisant les produits du second membre de (1) par une fa-
mille sommable dite "série singuliere", construite & l'aide des fonctions w , ©
et éH .

)k si H a

w désigne la fonction de Mobius, égale, pour H € Fq[X] , a (-1
k facteurs irréductibles tous distincts, &4 O si H a un facteur carré non cons-

tant, et & 1 si H est constant nun nul.
© est 1'indicateur d'Fuler,

= - 1 avec = .
o(H) = || PT}IH (1 TW) , o(1) =1

) est la somme de Ramanujan

6y (1) = DI(%,N) ol w(a/p)

H

ou la sommation est étendue aux diviseurs unitaires D du p. g. c. d. (H, N)

des polyndmes H et N de Fq[X] .

PROPOSITION 1. - Lorsque H parcourt 1l'ensemble des polyndmes unitaires de
Fq[X] , la famille de terme général u(H) m—3(

H) BH(N) est absolument sommable.

Sa somme, notée o(N) , vaut

o =T (1 + —2—2) T (1 - L ) .
P (F -0 v (B - 3R + 3

Preuve. - Si Hl et H, sont sans facteur carré et sans facteur commun, on vé-

rifie que &, (N) &, (N) = § (¥) . Comme, pour H = P irréductible, 6_(N)
H1 H2 H1H2 P
vaut l|Pll = 1 ou -1, selon que P divise N ou non, d'ol ’GP(N)[ < o(P) , on

a, pour tout H unitaire,
|6 () w(@) | < o(8) .

L'absolue sommabilité de la famille (p(H) @_B(H) GH(N))H découle donc de celle de
la famille («TZ(H))H .« Or, pour g =23 , le calcul de o(H) pour H irréductible,
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puis H quelconque, montre que o(H) >, /|l . Dtautre part, si h est le degré de
H ?

-1 -h T 1 =1 _ ~-h
g (1) = a [ (1 - ) < q T 2
Plo 2l P|H ’

ou le dernier produit, égal au nombre des diviseurs unitaires de H qui sont sans
facteur carré, est majoré par le nombre total des diviseurs unitaires de H ; on
sait (cf. [l]) que le nombre de tous ces diviseurs, pour tous les H de degré h ,

est égal 2 (h + 1)qh , d'ol

5 oolm) gn+e1 et Iodm < (b )2
H q
deg H=h deg H=h

ce qui établit la sommabilité de la famille (m_Z(H))H .

D'autre part, la fonction H t=> pu(H) @-B(H) SH(N) est multiplicative pour les
10 H2 sans facteur carré et sans facteur commun, et nulle
pour les H ayant un facteur carré. Par suite,

couples de polyndmes H

] w(P) &, ()
o) =Tl S i
() i, (1 + )

ol le produit est étendu & tous les polynSmes P irréductibles et unitaires. Le
remplacement de M(P) ’ GP(N) et m(P) par leurs valeurs permet d'achever la

preuve par un calcul facile.

5. Le caractére )\ et la mesure de Haar.

Tout revient donc & évaluer () & 1l'aide de la famille sommable de la proposi-
tion 1. Dans ce but, on cherche d'abord & exprimer v(l) par une intégrale pour la
mesure de Haar p sur le groupe additif compact M , constitué par 1'idéal de la
valuation v , dans le complété Fq(X de Fq(X) pour v . On introduit sur FZ?EY
(en tant que groupe additif) un caractdre A & valeurs complexes de module 1 ,

#*
défini comme suit & partir d'un caractére A\ non principal du groupe additif Fq:

TN , . % N *
Pour tout +t € Fq(X) , A(t) est égal a la valeur A (al) du caractere A

pour le coefficient o, € Fq du terme en X_l , dans le développement "de Laurent"
de t suivant les puissances crcissantes de an .
Ce développement commence au degré v(t) ; bien entendu, si v(t) > 1 , on choi-
*
sit A(t) = A"(0) = 1 . En normalisant p par p(M) = 1, et en utilisant son in-

variance, on établit alors aisément le lemme suivant.
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LEMME 1. — Pour tout a € F (X)

]

si a el (clestmdmdire, si v(a) >0 ),

e

-fm AMat) dp(t) =
0 sinon .
Par suite, avec les notations du § 2 :

1 si N =aoP + «'P? +a"P",

ﬁm X[(aP + o!P' 4+ o"P" - N)t] dp(t) =
0 sinon ,

d'ol la proposition ci-dessous.

PROPOSITION 2. - Soit f 1'application de F;fi) dans le plan complexe définie

par
£(%) = 2 A(2t) ,
P

ol la sommation est étendue aux polyndmes irréductibles unitaires de degré r égal

by

3celui de N . On a

o) = L 2(at) 2(are) 2lam) M- 1) aplt)

6. Partition de T et relations RH .

Pour dviter la difficulté d'un recensement précis des polyndmes irréductibles P
qui interviennent dans la définition de f , HAYES remplace f par diverses ap-
proximations, chacune valable sur un ensemble d'une partition de M définie de la
facon suivante, et ol les fractions " p-primordiales™ remplacent celles d'une suite

de Farey dans la méthode de HARDY et LITTLEWOOD.

Pour r entier >0 fixé (égal au degré de W ), une fraction G/H e Fq(X) est
dite r-primordiale si, et seulement si, H est unitaire avec
deg G <deg H et (G ,H) =1 si degH>0,

0gdegH=nh $‘§ et
G=0 si H=1.

A toute fraction G/H r-primordiale, et & tout polynfme H unitaire de degré au

plus égal & E%] (partie entidre de %—), on associe respectivement les ensembles

Vo = (b e | v(t - ¢/m) >n (3]

et
B =Y Ve/m o

ob U est étendue aux G tels que G/H soit r-primordiale.
G
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On établit facilement que deux boules ouvertes YG/H d'indices différents ne vé-
rifient pas de relation d'inclusion ; elles sont donc disjointes dans 1'espace ul-
tramétrique M . D'autre part, les boules %b/H sont aussi fermées et de mesure
q—h-[r/Zj : on en déduit que le complémentaire de leur réunion est ouvert et de me-

sure nulle, donc vide. Ainsi :

LEMME 2. — Pour tout r fixé, les familles (YG /H) et (}sz) forment chacune

une partition ouverte de Tt .

Posons s =r - Eg] -~ h , et notons RH la relation Arn B entre polyndmes uni-

taires de Fq[X] définie par les deux conditions :

(i) H divise A - B

(ii) Les s + 1 premiers coefficients de A coincident avec les s + 1 pre—

miers Eggf?icients de B [dans les développements en série "de Laurent" en X_l
dans Fq(X) ].

Avec ces notations, HAYES ([2], [3]) établit les lemmes suivants :

LEMME 3, - RH est une relation d'équivalence compatible avec la multiplication

des polyndmes ; les polynlmes unitaires irréductibles de degré r sont tous inver-

sibles modulo GH .

LEMME 4. - 81 A et B sont unitaires de degré r , et congrus modulo RH y et
si te WH , On a X(At) = K(Bt) .

7. Estimation de £ sur RH .

~~

Dans tout ce paragraphe, r et H sont fixés, avec les conditions qui précédent,

ainsi, par suite, que RH et aussi WH s auquel t est supposé appartenir. Les

sommations notées 2 (ou 2 ) sont calculées lorsque A (ou B ) déerit un systé-
A B '
me fixé de représentants unitaires de toutes les classes inversibles modulo GH ;

les sommations 2 (resp. 2 ) sont calculdes lorsque P décrit l'ensemble des
P PruA
polyndmes irréductibles unitaires de degré r (reps. ceux d'entre eux qui sont con-

grus & A modulo RH ) 3 les sommations 2 (resp. 2 ) sont calculées lorsque
X XX

%X décrit 1l'ensemble de tous les caractdres modulo RH ?resp. ceux d'entre eux qui

sont non-principaux) définis sur le groupe multiplicatif des polyn8mes unitaires de

X i si .
Fq[ ] inversibles modulo RH

Avec ces conventions, la définition de f et les lemmes 3 et 4 donnent
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£(t) =2 (2 AMpt)) = 2 [n(at) 2 1] .
A PriA A PruA
Or il existe qS 0o(H) classes modulo QH « Un résultat classique de dualité dans
les groupes abéliens finis permet donc d'édcrire
®o(H) si Pwn oA,

2 %(4) x(P) =

X 0 sinon ,

d'ou

i

£(t) = 2 (Mat) 2 [——ZX() x(®)])

A P q” o(H) x

=1 Taat) 1+ —1— 3 [(Ex(a) A4).Zx(®)] .

¢ o(H) A P " olH) xh, 4 P

Dans le premier terme du dernier membre d!égalité, le facteur 21 est de 1l'ordre

de qr/r ; plus précisdment, on sait que P

(2) lil—glsqr/z :

P

Dans le second terme, HAYES annonce [4 ] une majoration pour le facteur E:X(P) du

type P
(3) '% x(P)| < a2 .

C'est cette différence d'ordre de grandeur qui justifie la séparation du caractére

principal %0 des autres caractéres ¥ .

D'autre part,

(4) 2 |Zx(a) aat)| < 2 |2%(4) r(at)]
XXy A x A

< (5 0Y2 (31230 aas) |22
X X A

- o2 R 2 (R0 A9 (Z (3) A= 30)) 2
X

il

/2 folm 2204 - B2 5() «(3) /2 .
X

Comme 2 E(A) x(B) est nul pour A non congru 3 B modulo RH s, clest~a-dire,

by

X
d'apres le choix de A et B , pour A # B, le dernier membre de (4) est dgal 2
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2 Jol) 12 1.6° o(m) 172 = [& o@ /2 .
A

En tenant compte de (2) et (3), on peut donc énoncer la proposition suivante.

PROPOSITION 3. - Pour tout t € WH , On a

l2(5) = S L 5 (at)| < 2g(OTHD/A
r qs rp(H) A

o A décrit un systéme de représentants unitaires de toutes les classes inversi-

bles modulo RH .

8. Indications sur l!achévement des calculs.

La somme 2 A(At) de la proposition 3 est exploitée 3 1'aide des lemmes suivants.
A

LEMME 5. - Si C décrit un systéme de représentants de toutes les classes modulo

H dans Fq[X] , on a

_ | si H|W,
2 AMon/g) = -
C O sinon .

LEMME 6. - Si G décrit un systime de représentants de toutes les classes modulo

H inversibles dans Fq[X] , on a

2 r(ew/H) = aH(N) .
el

LEMME 7. - Avec les notations du paragraphe 7, si o est non nul dans Fq s et

si t appartient a YG/H , ONn 8

B w(H)o® A[oX"(t - ¢/H)] si v(t - G/H) >,
A 0 sinon .

Le lemme 5 s'établit en utilisant comme systime de reprdsentants C mod H , l'en~

semble de tous les polyn®mes unitaires de mdme degré que H , ce qui donne &

Yy (V) = 2 A(cw/m)
C

la m&me valeur que tout autre systime de représentants, et permet de calculer cette
valeur. Le lemme 6 se déduit du lemme 5 en remarquant que la définition de 6H(N)

n'est autre que 1l'application de la formule d'inversion de M&bius & 1tégalité
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() = 2 & (1) .
Yo DtH D

Enfin, la preuve du lemme 7 utilise le lemme 6 et un systéme de représentants A

des classes inversibles moduloc RH de l1a forme A = X[r/2J HB + G , ou G décrit
1l'ensemble des polynfmes de degré inférieur & celui h de H et premiers avec H
(fractions G/H r-primordiales), et B 1'ensemble des polynSmes unitaires de de-

gré s =71 - [g] -h .

En posant, pour l'ensemble des polyndmes A de la proposition 3

o(t) = & _..1.-— 2 A(at)
T o(u) A ’

le lemme 7 prouve que, si + € YG/H ’

¢F L(_l MxT(t - ¢/E)] si v(t - @/H) >,
r3 o (1)

glat) glo't) gla"t) = . .

En utilisant le lemme 2 et l'invariance de la mesure p , on trouve

2r
T30, alat) slart) alens) M=) ap(s) = S 3 (BEL 3 (- am)]
He '6/H r’ H o (H) @

ol les sommations sont étendues aux fractions G/H r-primordiales. D'aprds le

lemme 6, le second membre est égal a

STy uE) (s Zrzi*..—(” ) .
r o (H)H T o ()H
q2r

Au facteur Sz prés, il s'agit donc d'une somme partielle de la série singuliére,
r
contenant exactement les polyndmes unitaires H de degré au plus égal 3 [g] . En

majorant le reste correspondant de la série singulidre, et en utilisant la proposi-
tion 3, on obtient finalement pour la valeur de v(N) fournie par la proposition 2
une estimation & l'aide de o(N) ~qui, compte tenu de la proposition 1, constitue

exactement 1'objet du théordme énoncé au paragraphe 3.

9. Remarque.

Une méthode analogue mériterait d'8tre essayée dans le cas ou on abandonne 1'exi-~
gence d'égalité des degrés de N , P, P' et P" et celle de la fixité de o , o

et o" , et peut-8tre aussi dans le cas analogue & celui "de Goldbach" d'une parti~

tion en deux et non trois polyndmes irréductibles.
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