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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 15=01

(Théorie des nombres)
8e année, 1966/67, n° 15 13 mars 1967

\
EQUIRéPARTITION DANS UN ANNEAU D'ADELES

par Jacques LESCA

Introduction. Sommaire.

P e e e e e S aarad

Dans le § 1, nous rappelons la définition de 1l'équirépartition d'une suite dans

le tore T .

Dans le § 2, aprés avoir défini un anneau d'addles A , nous définissons 1'équi-

répartition d'une suite d'ad®les modulo O , le sous—anneau des adéles entiers.

Dans le § 3, nous examinons la répartition modulo O des suites : n -»na de

points de A .

Dans le § 4, nous étudions la répartition modulo © des suites : n —> re”  de

points de A .

Dans ce dernier paragraphe, sera esquissée la démonstration d'un résultat qui gé-
néralise le résultat suivant dfi & J. F. KOKSMA [5] : Pour tout A réel et pour
presque tout x réel, de valeur absolue supérieure & 1 , la suite n -> AX"  est

équirépartie modulo 1 .

1. Rappel de définitions classiques de 1'équirépartition.

(a) EBquirépartition dans le tore T = R/Z . = On dit qu'une suite u: n =-» u
est équirépartie dans T si, pour tout intervalle I de T ’
(1) lim {I(I , n)/n} = u(I)
-0
(o 1(I, n) désigne le nombre de points de la suite appartenant & I parmi les

n premiers points de la suite, et u(I) la mesure de 1 ).

On a le critere d'équirépartition de la suite u df & H. WEYL : " u est équi~-

répartie si, et seulement si, pour tout h €Z2, h #0:

N
(2) lin { 2 (exp 2m hu )/N} =0 .
N—'OO n:l

(b) Equirépartition d'une suite dans un groupe topologique abélien compact G

(voir [4]). - Désignons par T = T(G) 1e groupe des homomorphismes continus de G

dans T = R/Z (1ié de fagon évidente au groupe des caractéres continus de G )
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(abréviation H. C.).

On dit qu'une suite u de points de G est équirépartie dans G si, pour tout

vyvel , yv#0:
N

(3) lin { 2 (exp 2mi y(u ))/W} =0 .
New n=1

2. Définition de 1l'équirépartition dans un anneau d'adéles.

(a) Anneau d'addles. - Soient k un corps de nombres algébriques, Q 1'en-

semble de ses valuations, pour tout pe Q, kp désigne le complété de k pour

la valuation p (la norme étant notde | lp ).

Pour S wune partie de  contenant 1'ensemble des valuations archimédiennes
Q» ; on définit 1'anneau d'adéles A = AS ¢ A est le sous—anneau de 1'anneau pro-—

duit :+ Il {kx } défini par :
pes P

A={a= (ap) ; pour presque tout p €8S, !aplp‘s 1} .

Pour un 13¢le i de A, c'est-i-dire un addle inversible, on définit

V(i) ={aeh; vpes, Iaplpsliplp} .

Les V(i) définissent un systéme fondamental de voisinages de O s pour une topolo-

glie qui munit A d'une structure d'anneau topologique localement compact.

Le groupe des H., C. de A . - A est auto-dual, c'est-3-dire qu'il existe un H.C.

Yo tel que 1l'application :
a -» (x ->yo(ax))

définit un homéomorphisme de A dans le groupe de ses H. C. : T = r(a) .

Le sous—anneau O des entiers de A . — Définissons O par :

0=0g=f{ach: ack; vpe-s, la <11 (V).

O est un sous-anneau discret de A y et le groupe quotient A/O est compact. Son

annulateur :

3%
O ={yer; vxeo, y(x) =4}

\ A Tyl ’ -3(.
possede les mémes propriétés. En outre, pour un choix convenable de Yo s 9 peut

1 . . oz a . .
(*) x étant identifié 3 son image dans l'injection canonique dans 4 .
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étre identifié (2) & un sous—anneau de k ; il est dénombrable.

(b) Définition de 1'équirépartition modulo O . - La définition de 1'équiré-

partition d'une suite u dans le groupe compact &4/0 se définit comme dans le § 1
(v).

Nous dirons qu'une suite u de points de A est équirdpartie modulo O , si la

suite n -9-@(un) ( © désignant 1'application canonique de A dans A/O ) est
équirépartie dans A/O .
Le groupe O étant un sous-groupe fermé de A , 1'ensemble des H. C. de 4/0O
#*
peut 8tre identifié & 1'ensemble des H. C. de © , et on obtient naturellement le

critere d'équirépartition.

PROPOSITION 1. =~ Une suite u: n ~>'un de points de A est équirépartie
3* .
modulo O si, et seulement si, pour tout H. C. y de O , y #§:
N

(3) lim { 2 (exp omi v(u ))/m} =0 .
N n=1

Remarque 1. — On peut donner de 1'équirépartition dans A/O une définition analo-
gue & celle du § 1 (a). En effet, en utilisant, par exemple, un domaine fondamental,
on peut définir des "pavages" qui permettent des partitions de A9 avec les "pavés
arbitrairement petits". On déduit de 13 une mesure de Riemann et les caractérisa~

tions suivantes d'une suite équirépartie u :

(1) Pour tout pavé P ,
lim {1(P , n)/N} = w(P) ;

N0
(2) Pour tout sous—ensemble X mesurable au sens de Riemann,

lim {n(X , n)/n} = u(a)

N—oo

by

(ov m(x , n) est le nombre de points de la suite wu appartenant & X parmi les

n premiers points de la suite).

Remarque 2. - Mme Frangoise BERTRANDIAS [1] et D. CANTOR [2] ont défini différem—
ment 1'équirépartition dans un ensemble d'addles. Ce dernier, par exemple, en utili-
sant le "filtre des sections & droite" correspondant 3 une famille de parties finies

de O, définit 1'équirépartition modulo © pour les fonctions de © dans A .

(2) A et T(A) étant identifids par 1'homéomorphisme déorit ci-dessus.
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3. Quelques résultats généraux.

(a) Equirépartition modulo © des suites n == na .

PROPOSITION 2. - Pour a € A, les cing propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) La suite n -» na est équirédpartie modulo O

(2) Pour tout vy € o y v #0 , la suite n -»ny(a) est équirdpartie dans T ;

(3) Pour tout v € O% Y £0 y(a) est irrationnel (image canonique d'un ir-
rationnel de R dans R/Z ) ;

(4) Pour tout v € O* , Y#0 , v(a) £0;

(5) L'ensemble des classes {w(ua) : u € 2z} des éléments (ua) est partout

dense dans 4/0 .

L'identification des cing propriétés précédentes peut 8tre faite dans le cadre
plus général de 1'équirépartition dans un groupe compact G , lorsque le groupe
F(G) est sans torsion. Elle est facile. L'identification des propriétés (4) et (5),
par exemple, est la traduction du résultat d'analyse harmonique suivant : "L'annu—
lateur d'un sous-groupe H d'un groupe abélien localement compact G est réduit a

~

1'élément 0 , si, et seulement si, la fermeture de H dans G est G ",

Les propriétés (3) ou (4) permettent de déterminer les a € A tels que la suite
n -»na soit équirépartie modulo O . C'est ainsi que si k = Q , quel que soit
S , on obtient la condition nécessaire et suffisante d'équirdpartition suivante
"La composante infinie de A est un irrationnel".

Plus généralement, soient A = AQ y 1'anneau d'adéles construit 3 partir des
seules valuations archimédiennes, etOo E = Qw le sous—-anneau des entiers de A
(entiers de k au sens habituel). Le groupe additif A; est isomorphe a R™ , et
la trace définie dans k permet de définir naturellement une forme bilinéaire non
dégénérée dans A (notée Tr ), en outre E est un réseau, au sens habituel de

=R" . 81 ae€A,, désignons par a_ 1'élément de A dont la composante pour

© S
chaque p € Q” est la composante correspondante de a .

PROPOSITION 3. - Pour a € AS s les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) n ->na est équirépartie modulo @S s
(2) Pour tout e € B : tr(ea&) # 0 (est irrationnel) :

(3) La suite n ->na_ est équirépartie dans A& modulo le réseau E .
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(b) Equirépartition des polyndmes.

PROPOSITION 4. - Si une suite (un) est telle que, pour tout h € N, h # 0,

la suite n -> u -, est équirépartie modulo O , alors la suite n ->u,

n+h
est équirépartie modulo O .

COROLLAIRE., - Si le polynéme f(n) = a, nt 4 ...+ &y est tel que l'une des sui=-
tes n -> na, (i=1,2, ee. , ) est équirdpartie modulo O , alors la suite

n => f(n) est équirépartie modulo O .

4, Répartition de la suite n ->Ax" .

Soit
M={aeA; Vpes, Iaplp < 1} .

Si x €M, une suite n -> A\X" ne peut 8tre dquirépartie modulo © . On peut dé-

montrer le théoréme suivant :

\
THéOREME. ~ Pour tout A € A, tel que pour tout p €8 , Xp # 0 , et pour pres-

que tout x € A -M , la suite n -> A est équirépartie modulo O .
’

Esquissons une démonstration. Dans une premiére partie, on se raméne & une dé-
monstration concernant une seule composante (voir (d) ci—dessous), et dans la se~

conde partie, on fait la démonstration pour chaque composante possible.

Premiére partie de la démonstration.

*
1° En utilisant le fait que © est dénombrable, on est ramené a démontrer

#*
(a) Soit y€ © , v # 0, alors, pour presque tout x € A =M

N
(3) lim { 2 (exp 2m v(Ax™))/N} =0 .
N n=1

2° On détermine une famille ® = {D} de parties de A convenablement définies,
inclues dans A - M , et dont une union dénombrable remplit A - M . On se raméne &

la démonstration suivante :

3
(b) Soient D e ® et yeo , v # 0 , alors pour presque tout x €D, (3) est

vérifide.

30 Si nous utilisons un calcul et une méthode (trés ingénieuse) dus & KOKSMA [57,

1a démonstration de (b) se ramdne 3 :
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&
(c) Pour De® et yeO , y #0

(%) 2 |opexpemi g (x) dx| = 0(log ¥/N)
1sn<mgN ’
. (B D
ou @m,n(x) = X(X X ) .
4° Enfin, en utilisant le fait que D = I (Dp) est un ensemble produit, que
PES

pour une composante q , Dq nerencontre pesle disqueunité, quetout H.C., # 0 de

by

* rd
O est la somme de H. C. non nuls définis dans chaque compos:ute, on est ramené &

démontrer :

(4) Soient q € S ’ Dq un sous-—ensemble convenable de kq ’ Yq € F(kq) ’ yq#‘o.

Alors

(/8% 5 |, expom Yo(8y o(x) ax )| = o(10g W) .

1gn<m<N q

Deuxiéme partie de la démonstration. — On est ramenéd 3 la majoration de

I(n , n) = 'fD exp 2mi & n(x) dx|

dans les trois cas g kq =R, kq =C, kq est non archimédien.

Dans le cas réel, la majoration de Koksma convient.

Dans le cas non archimédien, il suffit d'adapter certaines démonstrations dues &

Frangoise BERTRANDIAS [1].

Dans le cas complexe, 1'adaptation (difficile) des méthodes utilisdes dans le cas
réel a été faite par J.-P. BERTRANDIAS.

Remarque 1. - Le résultat précédent est compldtement différent de la généralisa~
tion du théoréme de Koksma donnée par Frangoise BERTRANDIAS dans [1].

Remarque 2. - Par des procédés analogues aux précédents, on peut démontrer :
"Pour tout a € A - M et pour presque tout A € A, la suite n - A8 est dqui-
répartie modulo O ". (I1 est d'ailleurs possible d'avoir un énoncé général qui en-

globerait les deux résultats.)

Remarque 3. — On ne connalt pas d'élément a pour lequel la suite n —> na soit
équirépartie modulo O . Par contre, en transformant 1égérement les S-nombres de
Frangoise BERTRANDIAS [17], on obtient des &léments de A - M pour lesquels la sui-

te an tend vers O modulo O .
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