
Séminaire Delange-Pisot-Poitou.
Théorie des nombres

ODILE ZINK
Extensions cycliques de degré 2n sur Q

Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres, tome 8, no 2 (1966-1967),
exp. no 16, p. 1-12
<http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1966-1967__8_2_A7_0>

© Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1966-1967, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théo-
rie des nombres » implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1966-1967__8_2_A7_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


16-01

EXTENSIONS CYCLIQUES DE DEGRÉ 2n SUR Q

par Odile ZINK

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
8e année, 1966/67, n° 16 20 mars 1967

I. Etude des extensions quadratiques
d’une extension c clique de degré 2n

1. Notations.

Soit k 
n 

une extension cyclique de degré 2n sur Q . Son groupe 
de Galois (03C3)

admet un sous-groupe unique d’ordre 2p (p = 0 , 1 , ... , 2 ~ , et k admet une
n

sous-extension unique k de degré 2P .
P

L’extension k , supposée abélienne, est cyclique, si, et seulement si, elle
n

contient un sous-corps quadratique unique.

L’extension k étant supposée cyclique, on cherche à quelle condition on peut
en construire une extension quadratique k = k avec a élément non carré

n+ n

de k , qui soit encore cyclique sur Q.

2. Condition our que k = k soit galoisienne sur Q.
"r".r.,., n+ 1 n 

Pour que k 
1 

soit galoisienne, il faut et il suffit que les 2n conjugués de
n+ 1 ..

a engendrent le même corps sur k , c’est-à-dire que soit un carré
n

dans k , 
’ 

= 1 , 2 , ... , 2n > ou encore que soit carré dans

kn , ~ k = 1 , 2 , ... , 2n , condition qui se réduit à

3. Condition pour que l’extension k - k soit abélienne sur Q .
n+ 1 n

Supposons galoisienne, et soient G et H les groupes de Galois, d’ordre

2n+1 ’ de k n+1 par rapport à Q et k . n °

kn étant une extension cyclique de a , H est un sous-groupe invariant de G ,

et G~H est cyclique.



où B est de la forme 

Si B est un générateur de G/H ~ (B )~ = B. ou ~(b )~- ~ a(b )~ = (b. ~ ab.) .
? i , b. est égal à (b1)i ou à a(b1)i , et dans les deux cas &#x26; est abélien

Donc, pour que l’extension k soit abélienne, il faut et il suffit qu’elle
soit galoisienne.

4. Condition pour que l’extension k 1 = k (03B1) , supposée galoisienne, soit cy-
clique sur Q .

Supposons que c~ soit de la forme avec B~k n et b ek 
p 

(0~pn) ~
Les deux de degré 2~ " de k ~ et k (~/:?) ~

sont distincts~ et pas cyclique.

Supposons k non cyclique. Il admet deux sous-corps quadratiques distincts y
k 

1 
et avec b e Q et ~/b~~k . Les deux extensions k 

n+1 
et k (~/b~)

de même degré, dont l’une contient l’autre, sont égales, et 03B1= a1 + a2b, avec

a1 , a2 ~ kn et a2 ~ 0 . Alors 2a (a) - (a) y b~ k ; et comme
V~~k~ , a~=0 , d’où

Donc, pour que l’ extension galoisienne soit cyclique, il faut et il suf-

fit que 03B1 ne soit pas de la f orme bÀ2.

Dans ce cas, y Q(03B1), extension de Q contenue dans kn (03B1), de même degré

2 y lui est égale : 
n

5. Condition pour qu’il existe une extension k 
1 
= k (f9 cyclique sur Q .n+1 n 

D’après ce qui précède, il faut et il suffit qu’il existe un élément 03B1 de kn ,
non carré dans k et non rationnel, tel que OE.a(OE) soit un carré 03B22 dans k .

n n

~° ~~~ ~n+1 ~ ~n~~~’~ ~~~ 

OE. a(OE) = 03B22 entraîne [Nkn /Q(03B1)]2 = [N(03B2)]2 où N(§) = + 1 .

~

Si N(03B1 03B2) = + l , d’après le théorème 90 de Hilbert, il existe un élément X de



tel ue u = 03BB 03C3(03BB) .

Alors et k 1 sont deux sous-corps quadratiques distincts de ce

qui n’ est pas possible.

Nécessairement N(a~ - - 1 , c’est--à-dire qu’il existe un nombre de de nor-

me - 1 , et le générateur OE est solution de ~ - 2 avec N(p) = - 1 .

2° Inversement, supposons qu’il existe un élément p de k , de norme - 1 .

N(03C12) = + 1 , et il existe un élément a de k , vérifiant £ = p .
03B1.03C3(03B1) = 2 , est un carré dans k .

n

cy # 03C3(03B1) , sinon p , égal à ± 1 , aurait pour norme + 1 , donc 03B1 ~ Q .

. é dans k car si 03B1 -. a 
f 2 = ± 

a t 
aurait pour norpcy n’ est pas un carré dans k , car si OE = OE ’ , p = + Q aurait pour nor-

me + 1, . Par conséquent, l’ extension k 
n+ 1 

= k 
n 

est cyclique sur Q. D’où le

résultat ;

THÉORÈME. - k étant une extension cyclique de degré 2n sur Q, la condition
ri 

- ...-.-- °°°°°o~

nécessaire et suffisante pour qu’ il existe une extension kn (03B1) = k n+ 1 , qui soit

encore cyclique sur Q, est que - 1 soit norme d’un nombre dans kn .

OE est alors solution de 03B1 03C3(03B1) = 2 avec p E k et = - 1 .
a p 9 

- 
p n -

Remarques.

(a~ Les résultats restent vrais en prenant pour corps de base un sur-corps de Q,

et en particulier une des extensions intermédiaires k .
P

(b) Si Q( peut ~tre prolongé par k2 cyclique,

donc a est positif, et k~ réel.

On vérifie de la même façon, par récurrence, que pour pouvoir prolonger l’exten-

sion cyclique k 
n 

par une extension k n (,, a~ cyclique, il est nécessaire que kn
soit réelle.

(c) La solution générale de N(p) = - 1 est



où X G et oh 03C10 est une solution particulière.
La solution générale de % = P§ x 03BB2 03C3(03BB2) ?St

où b E Q , et où a~ en est solution particulière. On peut prendre

par exemple

d’où, en supprimant les facteurs carrés dans on obtient des générateurs de

toutes les extensions cycliques, de la forme 03B1 = b E Z , à partir
d’un nombre particulier de norme - 1 , sons avoir à les utiliser tous.

6. Exemple i Extensions biquadratiques cycliques. e

a a s ans f act eur c arré .

On peut construire une extension k2 de 1L~ cyclique sur a, si, et seulement

si, - 1 est norme dans k~ . Alors, a peut être mis sous la forme + d2 ,
c , d E Z , ~c , d~ _ 1 , et les facteurs premiers de a sont, soit 2, soit de

la forme 4k + 1 .

On obtient donc toutes les extensions k2 cycliques, avec a = ---- ~ , ou
c

en supprimant les facteurs carrés,

Remarques.

(a) Si on choisit p’ = 2014. ~ ~ on obtient

on vérifie que



car 2b(a+ c Jl) c + d a 2 est un carré dans k .
(b) La formule donnant a permet de construire toutes les extensions cycliques,

mais pour avoir tous les générateurs, il faut prendre + d ~/a) ~ b e Q

et X E Z[~/aj ~ qui est encore de la forme B(A + D avec B rationnel, A

entier rationnel positif non carrée A - D2 carré entier rationnel. 03B1 est alors

racine de l’équation bicarrée :

Par comparaison, on vérifie que, pour que l’équation bicarrée

soit abélienne cyclique, il faut et il suffit que (a2)2 a0.a4.[(a2)2 - 4a0 
soit un carré non nul dans Z.

Il. Construction d’une extension cyclique de degré 8 sur Q

k2 étant biquadratique cyclique sur Q, pour construire k 3 cyclique, nous

allons introduire le corps Q(E) des racines 8e de l’unité. Les conditions néces-

saires et suffisantes qui seront obtenues pour la possibilité de la c~onstruction

fourniront des conditions pour que - 1 soit norme dans k2 .
Nous supposerons a ~ 2 .

~ . L e co rps Q( e) .

e = est racine primitive 8e de 1. Le corps Q(e) principal contient

trois sous-corps quadratiques, Q(i~ , Q~i ~~ . Son groupe de Galois est
produit direct de deux groupes d’ordre 2, ~s~ et 

s 1 s’ s o s’

1 ,~ 1 1 s cons erve Q~ i ,~2~ ,
3 3 s’ conserve Q.~ i ~ ,

E ~ ~-E --~

s ~ s’ conserve Q~,~2~ .
. i ..i i - 1

.. _ _ _ _ _. __ ___ __

E 3 E - ~ 
3 

_



Nous utiliserons les propriétés suivantes s

(a) Tout nombre rationnel a, norme à la fois dans deux des sous-corps qua-

iratiques de Q(~) , est le produit d’un carré rationnel par une norme de Q(~).

Supposons a norme dans Q(i) et Q( i 

Le système

équivalent à

admet des solutions, par exemple

Un tel nombre a, entier, y est, à un facteur carré près, produit de nombres de la

forme 8k + 1 , et de 2 éventuellement.

(b) Un nombre p de tel que p s(p) soit rationnel, est le produit
d’un nombre de Q(i) et d’un nombre de Q(s/2) 

Si b = p s(p) est rationnel,

et t p 9 invariant par ss’ , appartient à Q(~2~ . Alors, puisque
" . " .

il existe un élément de tel que

et àL , invariant par s’ , appartient à Q(1) .
Ài



On a évidemment des résultats analogues avec les deux autres transformations s’

et ss’ .

2. Conditions de possibilité de construction de k~ cyclique.

Q -~ k, =Q(~/a) 2014~ k~=k.(~) 
2014> k =k(~/p) ;

k~ ~ cyclique sur Q ~ est engendré par avec

~ = b(a + d 

b ~ Z sans facteur carrée et a ~ Z (a=c +d) sans facteur carré.

Comment faut-il choisir a et b pour qu’il existe une extension k.. = 
qui soit cyclique sur Q ?

(a) Conditions nécessaires. - Supposons k~ cyclique, engendré par 6 ==~/P ~
avec p e k~ ~ et soit o un générateur de son groupe de Galois d’ordre 8 .

Considérons les résolvantes de Lagrange :

m ~ ± p y dont le comportement par les différents opérateurs est résigne dans le ta-

bleau suivant :

0 J 
2 

(J 
3 

0 
4 

0’ 
5 

0 
6 

0’ 
7 

S S’ , 

m - e m -im - em -m e m im em n p q

n - en in - s n -n en -in e n m q p

p e p - ip ep - p - e p ip - ep q m n

q eq iq -q m .



2 ~ n 2 t P ~ 2 ~. 2 s invariants par o- ~ appartiennent à k~(e) ; et

invariant par appartient à mais non à Q(i) .

mn a, invariant par 03C3 et s , appartient à Or,

et, en comptant le facteur 2 = (1 + i)(l - i) dans p s(p~ , il reste

mq , invariant par o~ et ss’ , appartient à ~~ 2 ~ Or m2 = 2abp ss’(p)
et, comme précédemment,

Donc, pour qu’il soit possible de construire k 3 cyclique, il est nécessaire que

le système :

admette des solutions p E Q(e) et p ~ Q(i) , u’ , u" , v" E ~ ~ le nombre

a étant lui-même norme dans ~~ i ~ ~ a == X s ( ~~ ~ ~ E ~~i ~ ’ k 3 est alors en-

gendrépar e==~-(m+n+p+q) .
Montrons que les conditions ~1~ sont équivalentes à : â



(l) ==> (2~ . - D’après 1-(b~,

en groupant dans p’ et ~" les facteurs rationnels de p’ t et 

est norme dans Q(i) .

Donc et )J," déjà normes respectivement dans et

Q(i ~~ , sont normes dans Q(i) , et par conséquent normes dans Q(e) (1 - (a~~ ;

c’est-à-dire que l’élément p = ~" de est produit d’un élément de Q(i ,~~
et d’un élément de )Jj est nécessairement de la forme r ou ir ~ avec

r e Q . Dans les deux cas,

a == -L. x N(2014) et, puisque a a été choisi sans facteurs carrés, a est nonne

r ~
dans Q(e) .

(2) (l) . - Supposons



p ~ Q(i) , Sinon a serait un carré.

(b) Conditions suffisantes. - Supposons k~ cyclique, de groupe de Galois

4 , et les conditions équivalentes ~ 1~ et (2) vérifiées.

p étant un élément de Q(e) , mais non de Q(i) , défini par ( 2 ~ , les quatre
nombres :

sont quatre éléments, non carrés, deux à deux différents, de k~(e) , conjugués par
rapport à Q(e) . Chacun engendre k (e) sur Q, car ses seize conjugués sont

différents (* m~ , ± n~ , ± p~ , ± q~ , ± im~ , etc.) .

D’après (l), m n = a(u’ + i~/2’v’)~ et m~ q~ = (u" +y2v")~ sont des car-

rés dans k2(~) , donc aussi n2 q2 et m2 p2 = q2) , et les racines de m2 ,
n , p , q engendrent une même extension quadratique K de k (e) , de degré
32 sur Q.

Puisque = - s(m2) = n2 , s’(m2) = = q2 , les élé-
ments ± ~3 m,d:n,±p,±q,de K, sont des conjugués de m par rapport aux
sous-corps k~ , Q(i et Q(i) . Choisissons des racines m, n , p ,

de m , n , p ; appelons encore ce , s , s’ les Q-automorphismes de K tels

que o-(m) = - e m, s(m) = n, s’(m) = p ; et choisissons pour q la racine de

q telle que s’(m) = q . Alors,

Les transformés de n , p , q par Q , s , s’ sont parfaitement déterminés, et on
retrouve le tableau du § 1 du II.

On a ainsi obtenu, pour m , trente-deux conjugués tous différents, et K est
une extension normale sur Q , admettant m pour élément primitif. Elle est abé-
lienne puisque s et s’ commutent, et son groupe de Galois sur Q est

(s)2 x (s’)2 . Le sous-corps k 3 de K des invariants par les transforma-
tions s et s’, est alors abélien cyclique d’ordre 8 sur Q . On peut l’engen-
drer par les quatre nombres non nuls, tous différents, de k 3 (car invariants par



s et SI ), dont les carrés sont des éléments conjugués de k2 :

En résumer pour qu’ on puiss e construire k3 = k2(03B2) cyclique sur Q , c’ est-à-

dire pour que - 1 soit norme dans k2 ! il f aut et il suffit que a soit norme

d’un nombre de ~(~~ , et b norme d’un nombre de Q~i~ .

3. Détermination d’un générateur de k3 dans le cas a = Y 4 + 84 .

Le calcul de e2 = (m+n+p+q) conduit à

avec e E Q sans facteur carré 9

ce qui permet de construire toutes les extensions k 3 cycliques en faisant varier
e.

Exemple.
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