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Séminaire DELANGE~PISOT-POITOU 16=01

(Théorie des nombres)
8e armée, 1966/67, n° 16 20 mars 1967

EXTENSIONS CYCLIQUES DE DEGRé 2% SUR Q

par Odile ZINK

I. Etude des extensions quadratiques

d'une extension cyclique de degré ot

1. Notations.
Pa oV W W W U L ol

Soit kn une extension cyclique de degré M sur Q . Son groupe de Galois (o)
admet un sous-groupe unique d‘'ordre 2P (p=0, 1, eeo, 2n) , et kn admet une
oP

sous—extension unique kp de degré

L'extension k_ , supposée abélienne, est cyclique, si, et seulement si, elle
n

contient un sous—corps quadratique unique.

L'extension kn étant supposée cyclique, on cherche & quelle condition on peut

en construire une extension guadratique kn+ = kn(vﬁﬁ , avec « élément non carré

1
de kn , qui soit encore cyclique sur Q .

2. Condition pour que kn+1 = kn(JE) soit galoisienne sur Q .

Pour que k soit galoisienne, il faut et il suffit que les P conjugués de

n+1 : .
N i . c
a engendrent le méme corps sur kn , clest—&=dire que o (a).ca(a) soit un carre

n

dans kn , ¥i,3=1,2, «so 4 2° 4 ou encore que a.ck(a) soit carré dans

ko, Tk=1,2,.., 2" , condition qui se réduit &

a.c(a) = 52 ’ avec B € kn .

3. Condition pour que l'extension kn+1 = knCJE) soit abélienne sur Q .

Supposons kn+l galoisienne, et soient G et H les groupes de Galois, d'ordre

n+1 N
2 et 2, de kn+1 par rapport & Q et kn .

kn étant une extension cyclique de a , H est un sous-groupe invariant de G ,

et G/H est cyclique.

Si H={e,a},
ab

1]

ba , ¥beG .
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G/H:{Bl,Bz, ,Bgn=e} ,

ou B, est de la forme {bi , abi} .

. t 2 i i i
§i B, est un générateur de G/H , <Bl) =B, ou {(bl)l , a(bl) }={b, ,8b}.

vi, bi est égal 3 (bl)l ou a a(bl)l , et dans les deux cas G est abélien.

Donc, pour que l'extension kn+ soit abélienne, il faut et il suffit qu'’elle

1

80it galoisienne.

4, Condition pour que l'extension kn+1 = kn(vﬁﬂ , supposée galoisienne, soit cy-

clique sur Q .

Supposons que ¢« soit de la forme bk2 , avec \ € kn et bek (0« p <n) ’

. - . p+1
mais ‘fB ¢ kn . Les deux sous~corps, de degré 2 de kn+1 ’ kp+l et kp(v@ﬁ ’

sont distincts, et kn+ n'est pas cyclique.

1

Supposons kn+ non cyclique. Il admet deux sous~corps quadratiques distincts,

1
k, et QWb) , avec b e Q et o £ k, - Les deux extensions k , et knCJB)

de m&me degré, dont l'une contient 1l'autre, sont égales, et ¢57= a, + azdﬁ;, avec

2 2
a, , a,€k et a, # 0 . Alors 231'3245'_ o - (al) - (az) ; bek ; et come
J%—f kn s 8y = 0, dtou
o = bkz , avec beQ et A€k .

n

Donc, pour que 1l'extension galoisienne kn(VGU soit cyclique, il faut et il suf=-

fit que o ne soit pas de la forme bhz .

Dans ce cas, Q(/&) , extension de Q contenue dans knCﬁi) , de méme degré

o+l , lui est égale :

kn+1 = ae) .

5. Condition pour qu'il existe une extension kn+1 = knCﬁ§) cyclique sur Q .
D'aprées ce qui précede, il faut et il suffit qu'il existe un élément o de kn ’

non carré dans kn et non rationnel, tel que «o.o(e) soit un carré 82 dans kn.

o 03 3 ” - . 7 —_ -
19 Supposons ces conditions vérifiédes. kn+1 = anﬁi) est cyclique.

wd@:ﬁz entratne [%J&wf=[MMf oﬁN%):il.

Si N(%) =+ 1, d'apres le théorétme 90 de Hilbert, il existe un élément A de



15-03

Q A
k , tel que -é’—m.
2
0(2%) = ola) x g 5 = 2%—, donc o = aA®> avec a €Q, B4 ko
A B™ A A

Alors Q(J2) et kl sont deux sous-corps quadratiques distincts de kn+l s CE€

qui n'est pas possible.

Nécessairement N(%) = -1, clest-d-dire qu'il existe un nombre de kn , de nor—

me - 1, et le générateur o est solution de 5%57-= p2 , avec N(p) =-1.

2° Inversement, supposons qu'il existe un élément p de kﬂ , de norme =~ 1.
2 . . 1o 2 et o o 2
N(p®) =+ 1, et il existe un élément o de kn , vérifiant @y = p .
a.ola) = p2 . c(ag) est un carré dans kn .
o # ola) , sinon p , égal & + 1 , aurait pour norme + 1, donc o £ Q.

o n'est pas un carré dans k car si « = a'2 p == o aurait pour nor-
n ? ’ e
me + 1 . Par conséquent, l'extension kn+l = knﬁﬁi) est cyclique sur Q . D'ou le

résultat :

'S
THEOREME. - kn étant une extension cyclique de degré M sur Q , la condition

nécessaire et suffisante pour qu'il existe une extension anﬁ§) = kn+1 , qui soit

encore cyclique sur Q , est que - 1 soit norme d'un nombre dans kn .

o est alors solution de 5%57'= p2 y avec p ek et N(p) =~ 1.

Remarques.

(a) Les résultats restent vrais en prenant pour corps de base un sur—corps de Q,

et en particulier une des extensions intermédiaires kp .

(b) si k, = Q(s/a) peut &tre prolongé par k, cyclique,
--1=m--an, m, nea ,

donc a est positif, et kl réel.
On vérifie de la méme fagon, par récurrence, que pour pouvoir prolonger 1'exten~
sion cyclique kn par une extension knCJ@) cyclique, il est nécessaire que kn

soit réelle.

(¢) La solution générale de N(p) = - 1 est
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o A € k , et o py est une solution particuliere.
2
A

ast
G(X2)

La solution générale de 6%57-= pg x

a’=bC(1 ’

o beQ, et ou o, en est solution particulidre. On peut prendre

o, =« hz avec e = p2
1 0 ’ o'zcxos o ?

par exemple

n
2 2 2 2 =1, 2
@y =1+ p + oo + 05 a(pg) ven 0” T(pg)

d'olh, en supprimant les facteurs carrés dans « , on obtient des générateurs de

toutes les extensions kn+ cycliques, de la forme o = bao y, b € Z, apartir

1
d'un nombre particulier de norme -~ 1 , sans avoir & les utiliser tous.

6. Exemple : Extensions biquadratiques cycliques.

Q = k, =QWa) - k, =k (&) ,

a€Z, JafgZ, a sans facteur carré.

On peut construire une extension k2 de kl cyclique sur a , si, et seulement

si, =1 est norme dans k2 . Alors, a peut 8tre mis sous la forme a = c2 + d2,

c,de€Z, (c,d) =1, et les facteurs premiers de a sont, soit 2 , soit de
la forme 4k + 1 .

n(dtaE) o g

c - ’ Po™ 2 ’

_d +./a L+ 9(2) _2/a(d + ./3)

2

c
On obtient donc toutes les extensions k. cycliques, avec « = Zb‘/E(% t VE) s OU

2
c

en supprimant les facteurs carrés,

o =bla+4d.a), beZ .

Remarques.
(a) Si on choisit Py = et , on obtient

d
a':b’(a+c,\/§) ’

Ah(a + a vE) = QWo(a + c @)

on vérifie que
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car 2b(a + c,2) x bla + d &) = b2[a + (c + d)A/5]2 est un carré dans k, .

(b) La formule donnant « permet de construire toutes les extensions cycliques,
mais pour avoir tous les générateurs, il faut prendre o = bkz(a +d 453 , beQqQ
et Ne ZLJE] s qui est encore de la forme B(A + D.J@) avec B rationnel, A
entier rationnel positif non carré, A - D2 carré entier ratiomnel. .o est alors

racine de 1l'équation bicarrée :

2 L2

94 - 2A362 + AB" C™ =0, A,CeZ, BeQ .

Par comparaison, on vérifie que, pour que 1l'équation bicarrée

4 2 _
8 6 ~a, 8" +ay;=0, 8y s 8,9 8 €2, g # 0

soit abélienne cyclique, il faut et il suffit que (a2)2 ao.a4.[(a2)2 - 4a, a4]

goit un carré non nul dans Z .

IT. Construction d'une extension cyclique de degré 8 sur Q

k2 étant biquadratique cyclique sur Q , pour construire k3 cyclique, nous
allons introduire le corps Q(e) des racines 8e de 1'unité. Les conditions néces-
saires et suffisantes qui seront obtenues pour la possibilité de la ocenstruction

fourniront des conditions pour que - 1 soit norme dans k2 .

Nous supposerons a # 2 .

1. Le corps Q(e) .

€ = elﬂ/4 est racine primitive 8e de 1 . Le corps Q(e) principal contient
trois sous-corps quadratiques, Q(i) , QGW/2) , Q(i /Z) . Son groupe de Galois est

produit direct de deux groupes d'ordre 2, (s) et (s') .

s g! s o s!
1 1 1 1 s conserve Q(i.?2) ,
3 3 s!' conserve Q(i) ’
€ 3 - € -
s o 8! conserve QCJE) .
i -3 i -1
3 3
3 - -
—.JL; - _E T € - u-‘—v.:‘—re**'—‘iL
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Nous utiliserons les propriétés suivantes :

(a) Tout nombre rationnel a , norme & la fois dans deux des sous=-corps qua-

dratiques de Q(e) , est le produit d'un carré rationnel par une norme de Q(e) .

Supposons a norme dans Q(i) et Q(i./2) :

o'
]

st(b) ,

s(e) .

a="5s(b), b e Q(i)

a=cs'(c), c e Q(i.f? , c

il

Le systéme
b = rg S'(%) sy TEQ ,
c=r1Es(E), Ecqle) ,

équivalent &

b_ S'(g)
c ~ s(g !
b =rg S'(g) ’
admet des solutions, par exemple
b a
E=1+ st(c ot =37 s(b) + ¢ + s'(c) ?

alors,
a=r1°NE) .

Un tel nombre a , entier, est, & un facteur carré prés, produit de nombres de la

forme 8k + 1 , et de 2 éventuellement.
(b) Un nombre p de Q(e) , tel que p s(p) soit rationnel, est le produit
d'un nombre de Q(i) et d'un nombre de Q(/2) .
Si b= p s(p) est rationnel,

s'(p).ss'(p) = p s(p) ,

et §7€37-, invariant par ss' , appartient & Q(/2) . Alors, puisque

P 1 p _
s ey = L

il existe un élément w, de QlW/2) tel que
!
sT(p) ~ s7(w,) ?

et iL-, invariant par s' , appartient & Q(i) .
1
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On a évidemment des résultats analogues avec les deux autres transformations s!

et sst .

2. Conditions de possibilité de construction de k3 cyclique.
fww\wtwwmww

k, , cycligque sur Q , est engendré par N&; avec

2
o =bla+d,a) ,

2

b € Z sans facteur carré, et a € Z (a=c + d2) sans facteur carré.

Comment faut-il choisir a et b pour qu'il existe une extension k3 = kZCJﬁ)

qui soit cyclique sur Q ?

(a) Conditions nécessaires. — Supposons ks cyclique, engendré par 0 =,B ,

, et soit o un générateur de son groupe de Galois d'ordre 8 .

oWE) = - E, ol =yBla=-dE) , o (p)
2 J3) = 7, o2(f@) = = S s o*(e)

avec B € k2

i It
I w
@

-
.

Considérons les résolvantes de Lagrange

0+ ¢ 0(9) + 1 02(6) + 83 03(9) ’

s(m) =n =06 + e’ o(e) = i 02(6) + € 03(9) ’
s'(n) =p=6=~c¢o0(B) +1i 62(9) - 63 03(9) )
ss'(n) =q=06 -~ 83 o(8) -1 02(9) - € 03(9) ’

m#+ p, dont le comportement par les différents opérateurs est résumé dans le ta-

bleau suivant :

o 62 03 04 05 Gb 07 s gt ss!

3 3
m|=¢" m{-idim - em - €° m im em n P q
n 3 3

- £n in -eg“n|-n en - in £” n m q P

3 3

P € P - 1p Ep -pP |- D ip - Ep q {n n
3 3

q €q 19 £ q | -q - €eq | = 1qg - Q| P n m .
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n? , %, 0%, q° , invariants par o" , appartiennent 2 kz(e) ; ot

2
m

T a4+ i ol

invariant par o , appartient & Q(e) , mais non & Q(i) .

p

?

n? = o[W&@+ i ol@]

22~ ()L - i ol/@]
2= s (p)E+ioW@] ,
2= ss'(p)ler - 1 oW@)] .

1

e’
|

Q
|

% , inveriant par o et s , appartient & Q(i J2) . Or,
a
2 2
m® n° = p s(p)[a + o(e) ] = 2abp s(p) ,
et, en comptant le facteur 2 = (l + i)(l - i) dans p s(p) s 11 reste

1 3 t
b = pt s(p') , avec p! = = +lp 2 v et peQle) .

mq , invariant par o et ss' , appartient a QQ/E) . Or m2 q2 = 2abp ss'(p)

et, comme précédemment,

ab = p" ss'(p") ’ avec p" = M

P

Donc, pour qu'il soit possible de construire k3 cyclique, il est nécessaire que
le systéme :

b=op!s(p'), ppt=u'+i2v' ,

(1)

ab = p" SS'(p") , ppn = " +'/'2"vn

admette des solutions p € Qle) et pgQli), u' ,v',u", v" € Q, le nombre

a étant lui-mBme norme dans Q(i) : a=As(A) , A eq(i) , k, est alors en-

3
gendré par 9=Zrl—(m+n+p+q) .

[

Montrons que les conditions (l) sont équivalentes

n(g) , geqle) ,
ns(m) , Mmeali) .

w
il

(2)

o’
Il
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(1) => (2) . - D'aprds 1-(Db),

p' =l avec p' € Q(i) et w!eQlW?) ,

p" = el avec u" e Qi) et e i J2)

en groupant dans p' et w" les facteurs rationnels de p' et p"

b% a=p' s(ut) p" ss' (") wi os(ul) Y sst(ny

est norme dans Q(i) .

Donc ] s(pi) et uf ss'(pz) , déja normes respectivement dans QW2Z2) et
Q(iAﬂE) , sont normes dans Q(i) , et par conséquent normes dans Qle) (1 - (a))

oe

ui =y ss'(v!) et o' =p'yvt sst(v) , avec p' € Q(i) et V'€ ale)
Wi = V" s(v") et p" = p"" s(v") , avec p" e Q(i) et V' e Q(e) .
Enfin,
ol w4 i B
[

LTI

2 w! . p .
clest-3~dire que 1'élément p == de Q(i) est produit d'un £1ément de Q(l,J?)

k=

ot d'un élément de Q(/2) . p est nécessairement de la forme r ou ir , avec

r € Q . Dans les deux cas,
ptosut) = 2% ur s(um)
ab2 = r2 u"2 s(p"z) N(vty")
b = r° p" s(p") N(v') norme dans Q(i) ,
a = §§ x (%;) et, puisque a a été choisi sans facteurs carrés, a est norme

N
dans Qe) .

(2) == (1) . - Supposons

a="0(E), £eale) ,
b="7s(n, neqld) .
Alors,
a=1xs(), avec \ =€ s'(g) € Q(i) ,
b= p! s(p!) , avec p'=1 ,
ab = p" ss'(p") , avec p" =€ s(§) 1 ,

v - ° 1 "o e L - e
p! = E—grgy 5 et p e 5 avec p ﬁE‘ETET € Q(s) et e €Q ,



16-10
o £ Q(i) , sinon a serait un carré.

(b) Conditions suffisantes. - Supposons k2 cyclique, de groupe de Galois

(o) , dtordre 4 , et les conditions équivalentes (1) et (2) vérifides.

p étant un é1ément de Q(e) , mais non de Q(i) , défini par (1), les quatre

nombres :
n® = [&+iol@]p ,
> = e+ i ol@ ] sp) = s@®)
p° = V& +1io(/@]s(p) =s'(n?) ,
® = /& - i o(/@) ] ss(p) = ss'(m?)

sont quatre éléments, non carrds, deux 3 deux différents, de kz(e) s conjugués par

B
1l

]

]

rapport & Q(e) . Chacun engendre k2(e) sur Q , car ses seige conjugués sont

différents (% m> , + n° , £ p° y * q2 , + im® , etc.) .

D'aprds (l), m2 n2 = alu' + 1.2 v‘)2 et m2 q2 = (u" + JQ'V")z sont des car—

2 2 2
m

rés dans kz(e) , donc aussi n° q2 et p2 = s(n q°) , et les racines de n” ,

n2 ’ p2 ’ q2 engendrent une m&me extension quadratique K de kz(e) y de degré

32 sur Q .

Puisque o(mz) = = in° , s(m2) = n? , s'(mz) = p2 , et ss‘(mz) = q2 , les é1é-

3

ments £+ e m,+n,+tp,+q, de K » sont des conjugués de m par rapport aux

sous-corps k, , Qi 2) , QW2) et Q(i) . Choisissons des racines m sy 0, D,

de m2 ’ n2 ’ p2 ; appelons encore o, s , 8' les Q-automorphismes de K tels
€

3

que ofn) = - s(m) = n , 8'(m) = p 3 et choisissons pour q 1la racine de

m,
q2 telle que s'(m) = q . Alors,

il

oz(m) =~ im , 03(m) - €M, eee og(m) =m ,

sz(m) =m et (ss')2 (n) =m (car s(mn) =mn et ss'(mq) =mg ) .

Les transformés de n , p, q par o, s , s' sont parfaitement déterminés, et on
retrouve le tableau du § 1 du II.

On a ainsi obtemu, pour m , trente-deux conjugués tous différents, et K est
une extension normale sur Q , admettant m pour élément primitif. Elle est abé-
lienne puisque ¢ , 8 et s! commutent, et son groupe de Galois sur Q est

(0)8 x (s)2 x (s')2 - Le sous-corps k., de K des invariants par les transforma~-

3

tions s et 8! , est alors abélien cyclique d'ordre 8 sur Q . On peut 1'engen—

drer par les quatre nombres non nuls, tous différents, de k3 (car invariants par
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s et s' ), dont les carrés sont des éléments conjugués de k, :

2
491 =m+n+p+qg ,
462 = - 83 m - gn + 53 P+ eq
463 = = im + in - ip + iq ,

464 = = gm - 53 n+ gp + 53 g

i

G(el) = 82 9 6(62) 93 ’ 0(63) = 64 ’ 0(64) = - 92 ’ K .

En résumé, pour qu'on puisse construire k3 = k2(4@7 cyclique sur Q , c'est—a~

dire pour que = 1 soit norme dans k2 y i1 faut et il suffit que a soit norme

d'un nombre de Q(s) y et b norme d'un nombre de Q(i) .

3. Détermination d'un générateur de k, dans le cas a = y4 + 64 .

3 2808 L8 088

a= N(y + €8)
b =1 s(n), ne i) ,

_ e
M(v® - 6% + 1 JZ y8)

P

Le calcul de €° = (m+n+p+ q)2 conduit &

2 2
02 = ST = 8 2 ufB) py 5y ATa(n) ¢ ) + 1 ol/@(s(T) - M,
avec e € Q sans facteur carré,

¢ = J5la+ 8% ./a)

ce qui permet de construire toutes les extensions k3 cycliques en faisant varier

e

Exemgle.
a=17 =N(2+¢) ,

b=1, =1,

92=e—(—3-—';-,7ﬁ@[ﬁ7+ 2. /17 + JT7] .
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