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Séminaire DELANGE-PISOT-rCITOU 5-01
(Théorie des Nombres)
Qe année, 1967/68, n° 5 4 décembre 1967

/ /
SYSTEMES DETERMINANTS DANS LES ESPACES DE BANACH ULTRAMETRIQUES

par Gérard GARANDEL

J.~P. SERRE [ 3] a suggéré d'appliquer les méthodes de SIKORSKI [4] a 1'équation
x + u(x) = X, o u est un endomorphisme compldtement continu d'un espace de
Banach ultramétrique muni d'une base normale. Les définitions de GROTHENDIECK [1]
quelque peu modifides et généralisées sur les modules (voir aussi GRUSON [2]),
apportent des simplifications & la théorie de Sikorski, et conduisent & la discus-

sion et a la résolution d'une telle équation.

1. Préliminaires.
Soit A un anneau commutatif et unitaire. Soit E et F deux A-modules uni-

taires. Si u est un homomorphisme de E dans F , on peut lui associer 1'homo-

n n
morphisme de R E dans A F noté Au, défini par

n
/\u(x1 A eee A xn) = u(xl) A oo A u(xn) .

Si v1 2 oeee Vo sont des homomorphismes de & dans F , on peut définir 1'ho-

n
momorphisme de A E dans A F noté vy A v, bar la formule

v, A .../\vn(xll\ .../\xn) = 2

1
oesn

EO' vl(XO'(l)) A oo A VD(XG(H))
= 2 vo(l)(xl) A e A Vg(n)(xn) ,

ceS‘n

Sn étant le n-idme groupe symétrique, ot e la signature de la permutation o .

g7 e r Vo sont des homomorphismes de E dans F , définissons 1'ho-
n n. n-p
momorphisme de /AE dans AF , VoA el A v, N u , par la formule

Si v

n-p
(v1 Aees AV N u)(x1 A eee A Xn)

=§ ozsp u(Xl) A oo A vc(l)(xhl) AN oo A VG(P)(th) A sae A u(xn) ,

1'ordre des Xl yoeee s X étant respecté, la somme 2 étant étendue & toutes les
H
parties H={h < ... <hp} & p é&léments de l'ensemble {1, ... , n} .
1
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On voit que

v1 AN oo A vn = v1 AN cee A vn—l‘k vn
et
n=p
xHA”.A%AuA.“Auz(n—@!nA.”Aﬁ)Au
(n - p) fois
n
en particulier u A ... Au=n!Au.
Si u1 y cee 9 uk sont des homomorphismes de B dans F , pour tout k-uple

de nombres (i1 y eee s ik) tel que i, + ...+ i =n, on peut définir 1'homomor—

11 Ty n n
phisme A u A e AN u, de AE dans AF pour la formule

1 Ty

AN u, A A} uk(xl A eee A xn) =%up(1)(x1) A eee A up(n)(xn) ,

la somme étant étendue & toutes les partitions @ = {Hl y cee s Hk} de {1 ,..., n}

telles card H1 = i1 sy eee 5 card Hk = ik , p(q) étant 1'indice tel que

qup(q) (t <qgm) [2]

Par exemple, si ul et u2 sont deux homomorphismes de E dans F , on ?ourra

écrire

q n—-q
(/\u1 N u2)(x1 A eee A xn)

=z so 0 .

uz(xl) A A ul(xh YA oo A ul(xh YA vee A u2(xn) ,
H 1 q

la somme étant étendue a toutes les parties H = {hl < v < hq} & q éléments de

{1,...,n}.0na

n=q
- - 1
u1\'\'“’\u1/\u2/\'“/\u2, (n q).ull\.../\ul AN
: e a n-q
q fois (n q) fois = (n - q): q! /\u,1 A\ u, .
n-p.
Remarque. - (v1 y eee s vp) = VA A v, A u est symétrique.

2. Traces.
[ a e avaav]

Si E est un A-module libre, un endomorphisme u de E est dit de rang fini,

s'il existe un sous-module N de E de type fini tel que u(E) c N . I1 existe
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alors un sous-module M 1libre, de type fini, facteur direct dans E tel que

u(E) € M . Un tel sous-module M de E sera appelé sous-module attaché & u . Le
rang de u est le minimum des dimensions des sous-modules attachés &3 u . On sait
que le A-module Lg(E) des endomorphismes de rang fini de E est isomorphe a
E'® E, E' étant le dual algébrique de E . Si Uy désigne la restriction de u
3 un sous-module M attaché & u , si on désigne par tr(uM) la trace de Uy

tr(uM) est indépendante du sous-module attaché M choisi. On pose alors

tr(u) = tr(uM) .

n n
Si M est attaché & u, AM est attaché & A u , on pourra poser

(A w) = s2((Aw), )
Al

n
ce qui est d'ailleurs égal & tr(N uM) .

De méme, si ul yoeee s Uy sont des endomorphismes de rang fini de E , il exis-

te un sous-module ¥ attaché & u
i i

1 k
tr( N\ ug A e N\ uk) .

1 » Wy s OB définira de la méme fagon

Remarque. — S'il existe g (1 <a< k) tel que uq soit de rang inférieur a
i alorg :
q i

Tk
tr(/\ul/\.../\uk)=0.
Si vi=a]!_®bi,oh aiEE’,bieE(lgisn),alors
= !
tr(vl/\ /\vn) det((ai bj)) ,

((a]!_ bj)) étant la matrice des produits scalaires (a]!_ bj> .

m n
Si us= 2 ai@bi,si m<n, tr(Au)=0,si m>n, ona
i=1

Y )

n
tr(Au) =2 tr(a! ® b
H ahl h n

/\‘.o/\a};‘ ®b
1 n

la somme étant étendue & toutes les parties H = {h
{1 } LN ] ) m} L]

< e S hn} & n éléments de

On a, de méme, si vq

I

m
40®B , (1gagp),etsi u=i§1 al @ b; (m>n-p)
n-p
t /\.ll/\ 9
r(v1 v A u)

=2 tr(Ai ® B

1 !
" /\.../\Apr Aal ®Db. A ... Aayp ® by ),

L P k:1 1 n-p n-p
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la somme étant étendue & toutes les parties K = {kl < ees < kn—p} 3 (n-p)

éléments de {1 , o.. , m} .

Si (Bij) est la matrice de u dans une base de E , on peut se restreindre,

pour calculer la trace, a la matrice (Bij)lgisr de u dans un sous-module atta-
ché. On obtient, 1<jisr
(A ) (8, ,)=3 2
tr(Au) = 2 det(p = e B ceo B , pour n<r ,
h ~
H by B g oses 9 By Bo(4) by Bo(n)

n

la somme étant étendue & toutes les parties H = {hl < ove < hn} & n éléments de
{1, «ov , 7} .

De méme, si (ygj) est la matrice de vq (1 <a< n) , dans un sous-module de

dimension r attachée a vq y pour tout q , on a

tr(v1 AN ces A vn) =2 2 1

n
8 e 'Y ‘o.'Y
H oeS  7eS, o T hT(l) ho(l) hT(n) hc(n)

s, pour n<vr,

la somme g, étant étendue & toutes les parties H = {hl < .0 < hn} a n éléments

de {1, «so , v} + Avec les mémes notations, on a pour p <ngr,

~

n-p )
te(v, A vee AV, N u)=2 2 2 2 ¢ ¢ B ...yl
L P HoeS K TESP T ooh hc(l) kT(l) hg(kl)

P
ceo B ,
Y () Bote) " P o)

la somme 2 étant étendue & toutes les parties H = {hl < vee < hn} & n éléments
H
de {1, ... 1}, la somme 2 étant &tendue & toutes les parties K = {k1 <enn < kp}
K
4 p éléments de {h1 g eee s hn} .

3. Les formes fondamentales.

On appellera n-iéme forme fondamentale, sur (Lg(E))n , la forme n-linéaire

symétrique o, définie par

an(v y eee s vn) = tr(v1 A eee A vn) .

1

Si u est un endomorphisme de E (u € L(E)) y U°v et v o u sont de rang
fini (1 < g < n) , alors an(v o un, vee s Vo0 u) = an(u o V cee 5 U O vn) .
Toute forme n-linéaire sur (LS(E)> s'identifie avec une forme 2n-linéaire sur

E'n X En .
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Définition. = Une forme n-lindéaire sur (LS(E))n est bi-alternéde si la forme

2n-lindaire associéde

. - ' '
(at , vov aﬁ , bl s oee bn) > ,?,(a.1 ® b1 poees sy BY ? bn)

est alternée par rapport aux ai et alternée par rapport aux bi .

PROPOSITION 1. = Si E est un A-module possédant une base finie, toute forme

4 , n-lindaire bi-alternée sur (L(E))n stécrit

B, 4wy v) = tx(uo (v Ao av))  ob weLAB) (1),

PROPOSITION 2. - S8i E est un A-module libre, toute forme n-linéaire, bi-glter-

née £ sur (Lg(E))n telle que

s(uov, , oo yuo0 vn) = ,@(v1 U, vee , v ou)v

. r e T u € Lg(E))

1

stéerit 4 = pot, (pea).

4., La théorie de Sikorski.

K étant un corps commutatif, soient E et B' deux K-espaces vectoriels en
dualité séparante. Soit (x' , x) -» (x'x) 1la forme bi-lindaire sur E' x E . Un
opérateur U sera une forme bi-lindaire sur B' x E : (x' , x) —=> ( x'Ux) ,

vérifiant les deux axiomes :
(01) (1xeB, 3yel | &x'Ux)=(x'y), Vx'eBR"

(0,) (vx*eB , 3y' el | (x'Ux)=(y'x), Vx€E),

alors x - ¥y =Ux est un endomorphisme u de E associé & U et

x! = y' = xU est un endomorphisme U de B! associé & U .
L'ensemble O des opérateurs est une algdbre sur K en posant

(:c'(U1 UZ)X) = ((x'Ul)Uz x) = <x'Ur1(U2 x)) = ((x'Ul)(UZ x)) .

L*élément unité I est défini par (x'Ix) = (x'x) . Un opérateur P est un pro-

2

jecteur si P®" =P , Un opérateur F est de rang fini si f et f sont de rang

fini,

Opérateurs de Fredholm. - Un sous-espace E1 de E est de co-dimension r s'il

est 1'orthogonal d'un sous-espace de dimension r . Alors E1 admet un supplémen-

taire de dimension r .
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Un opérateur U est de Fredholm d'ordre r si les deux conditions sont vérifiées

simultanément :

.(fl)' Im(u) est de co-dimension T ;

(r Im(fi) est de co-dimension r .

5)
8i U est de Fredholm d'ordre r , alors ker(u) et ker(ﬁ) sont de dimension

r .

PROPOSITION 3. — Tout opérateur U de Fredholm d'ordre r se met sous la forme

U= UO(I - P) ou UO est inversible et ou P est un projecteur de rang r .

Si U est de Fredholm, U admet un quasi-inverse, c'est-a-dire un opérateur V

tel que UWU=U et VOV =1V .

PROPOSITION 4. - Tout opérateur de la forme U (I - F) ot U, est inversible
et F de rang fini est de Fredholm.

Exemple fondamental . - Si xi ’

1 ?

cee Xé appartiennent a E' , si X 9 eee 0 X

P
appartiennent & E , si u , Vv eee g vP appartiennent a LS(E) , 1'application
partielle

n=-p

1] 1 ]
(xl , xl) - tr(xlag vl(xl) A ees A X 2 vp(xp) A u)

est un opérateur.

Systémes déterminants. — Si U est un opérateur, on appelle systéme déterminant

associé & U , une suite DO s see Dn vérifiant :

(51) DO est un éiément de K , pour n>1 , Dn est une forme 2n-linéaire

sur E'™ x EY dont la valeur au point (xi y see o xﬁ » Xy g eee s xn) sera notée
X]'. ’ LRI ] ’ XI;_ .

Dn H
xl ’ LR N 3 , Xn
(52) pour n > 2 , Dn est bi-alternée ;

el
X, 5 eos 3 X

X!, .., X!
(53) pour n > 1 , l'application partielle (xi ’ Xl) > Dn( 1 n) est
1

un opérateur ;
(64) il existe un entier r > 0 tel que Dr ne soit pas identiquement nul ;
(65) on g pour tout n

x! U x! cee x! [ x! cos x!
’ H ] n 9 9 n

n .
2 (- 1)l(x6 xi)Dn
xo ’ Xl g eee 9 X i=0 ,Xo g eoe ,HSL yoeee 9 X



et
xé ’ Xi g eee 9 xﬂ n
n+l UXO ’ Xl ) ees o Xn i=0

le rang du syst®me déterminant est le plus petit r tel que D

tiquement nul.

X'
Exemple . 1. - DO =1 et Dn
1
systéme déterminant pour I .
x
Exemple 2. - DO =1 et Dn x
1

X
>’ “n

est un systdme déterminant pour un opérateur

Exemple 3. = Si E est de dimension n ,

= 3 (-1 (=l x D

Il

U

El

tout opérateur U est de Fredholm. Soit (B, .)
1J

Xl 9 s e 0

A1
tr(/\u ) (xi ® Xl

inversible.

est isomorphe au dual de

/\ e o0

5=07

ne soit pas iden-

t t
= tr(xl ? Xl AN eee N Xn/g xn) est un

1]
Ax!® xn)

E et

la matrice de u dans une base de

E ; on construit un systéme déterminant associé & U en posant

D, sera construit & 1l'aide des sous-déterminants d'ordre 1 , B

(n-p) [4

1

1'aide des sous-déterminants d'ordre

PROPOSITION 5. - Si un opérateur admet un systéme déterminant d'ordre

Dy = det(Bij) ,

1j

’

de Fredholm d'ordre r . De fagon précise, si yi ,

vty vy y;

sont tels que D L #0

y . y

1! Yy

19 I1 existe dans B! , r' éléments

dans E , r éléments X

]
*

engepdrant ker(u)

, x; engendrant ker(d)

r, il est

IR AL T 2

et

tels que 1'équation

XtU-= x6 admette une solution, si, et seulement si, (xé xi) =0 (1<igr) et

1'équation UX = X, admette une solution, si, et seulement si,

(1gigr) .

~

20 L'opérateur V défini par

X'9y:{9
t —
x'Vx = Dr+1

X’yli

est un quasi-inverse de U .

(xi xo) =0
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3° 8i xé est orthogonal a Xigoeee s X, Xé V est 1l'unique solution de

X'U = xé orthogonale & Yy o0 eee Y,

Si X9

orthogonale a yi y see g y; .

est orthogonal & x! , ..., x; s, VX est 1'unique solution de UX = x

0 0

PROPOSITION 5. - Si U est un opérateur de Fredholm d'érdre r,alors U possede

un systéme déterminant d'ordre r , défini & une constante multiplicative pres.

Pour le voir, on décompose U sous la forme UO(I - P) alors

défini par

x! r k
1 ? " r+k
Dr+k( )—tr((/\p/\ o (xi@xl/\ cee AxX! ®X
X1 ! Xk

r+k) !

sees

ou 1 est l'endomorphisme identité de E , constitue un systéme déterminant pour

I-7, DO = Dl = 4. = Dr—l =0, cos Dr+k , défini par

ERERRE X;+k r k r+k -1
— | ]
X ] !..tr((/\p/\'_l‘_)o (A uo)o (xlgxlA.,./\xr+k®x
yortt O gk

)

r+k
est un systéme déterminant pour U .

5. Applications aux espaces de Banach ultramétriques.
MNWWW\MMMM’W\NM\ANVWW

Soit X wun corps muni d'une valeur absolue ultramétrique pour laquelle, il est
complet. Soit A 1'anneau de valuation, m 1'idéal de valuation. Soit E un es-
pace de Banach ultramétrique sur X , E, 1le cercle circonférencié de rayon 1 .

0

Si & désigne la famille des idéaux o de A , on sait que EO est homéomorphe
a 11m @:/QEO , ae®) les (A/q)-modules E /aE libres.étant munis de la topo-

1og1e discréte. (De méme A = llm A/o .)

Soit G(E) 1'espace de Banach des endomorphismes complétement continus de E .
Soit Gb(E) le cercle circonférencié de rayon 1 de C(E) . On sait que CO(E)
est homéomorphe a 1lim (Lﬁ(EO/uEO)) , a€d),si ue CO(E) , u définit par

passage au quotient un endomorphisme de rang fini ua de EO/aEO .

Si i1 s eee ik sont Xk mnombres tels que i1 + e.. F ik =n, si u

sont des éléments de CO(E) , pour tout g soit fa 1'application de
(LS(EQ/“EO))k dans A/q définie par

1’ ey

fu(ula y ees s u.ka) = tr( N wy A e A uka) .
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f définit par passage a la limite projective une application f de (CO(E))
a ] 1
dans A notée tr(f& uy A oo }f'uk) qui est continue.

Si u, (1 <ig k) sont des éléments de C(E) , il existe des éléments e; € K

(1 ¢i<k) tels que ui/si € @O(E) , on pose alors

i i . . i i
k 11 1k 1 k
tr( A uy Avee A uk) = e e By tr( A ul/e1 A eee N uk/sk) .

Si uy (1 < i g\k) sont des endomorphismes de rang fini, on retrouve alors les

définitions algébriques.

Les formes fondamentales continues sur (C(E))n « — On appellera n-~iéme forme

fondamentale continue sur (G(E))n , la forme n-linéaire symétrique o définie

par

o (v

Ve e Vn) = tr(v1 A vee AV ) .

n

On peut alors démontrer des propriétés analogues aux propriétés exposées au para-
graphe 3 en remarquant que C(E) est isomorphe & E'® E [3], E' étant le dual
topologique de E . Puisque E' ® E est injecté dans E'.§‘E [2], tout élément u
de C(E) peut s'éerire u = S a& ? bi ol a{ € E' , bi € B avec

i=1
s . . A
y(a{«g bi) - 0 (si i > ), v ¢étant la norme sur E'® E . Alors, il est

aigé de voir que

n
’cr(/\u)=2tr(a;l @b, A..nal BB ),
H 1 1 n n

la somme étant étendue & toutes les parties H = {h

v =A'® B (1< ) et u= 'R b,
a “a q( <) izlalgl

<...<h dN* Si
1S e n} e . Si

n-p
tr(v1 A aee A vp N\ u)

= ", s e ! ! ‘ L]
%tr(AlfaB/\ ANA®B Aal Bb A Neg @Dy )

L 1 1 P n-p

la somme étant étendue & toutes les parties K = {kl < ... < kn p} & (n-p)

’ 7 *
€léments de N .

On a, de méme, des expressions & l'aide des matrices des endomorphismes dans la

base normale de E .

Si u est complétement continu, u définit un opérateur U sur BE' x E .
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Construction d'un systdme déterminant pour 1'opérateur I + U . - On pose

Dy = det(y + u) = ;. tr(;l\ u) [3]

n=0
et
xi y eee 3 X! ® n-p
D Plo 2 tr(x!® %X, A ee.. NX!' D X /\u)
pX s e X n=p 1 1 p p
1, ? p
n=p
ce qui a bien un sens puisque, pour tout a , tr(xi.g X, AN oo A xé ® xp A w)

est nmul modulo g & partir d'un certain n .

(5 ) et (5 ) sont vérifiés. (8 ) se vérifie en utilisant 1'exemple fondamental

du paragraphe 4 et en munissant l'esp ce des opérateurs de la norme canonique.

(55) se démontre en utilisant la proposition suivante :

PROPOSITION 7. = W 4 V, 5 eco 3 vp étant des endomorphismes complétement conti-

1

nus, on a

n-p n-p=1
tr(w/\vll\..,/\vp/\u):-tr(uow/\vll\.../\vp/\ u)
n-p n=p
—Z wW'A.”Av.ouA.“Av A1ﬂ+trwwﬁ AN eee NV A M
j=1 1 p : 1 P
n-p-1 §

==tr(W o WAV, A eeo AV A u) - tr(v, A ...

1 P i=1 1

n=p n-p
Awo vi A eee A vp /\ u) + tr w tr v1 N see A vP N\ u) .

(64L enfin, se démontre en remarquant que dans le (A/n)—espace vectoriel
E /mEO sy 1+ définit, par passage au quotient, un opérateur de Fredholm dont

le systéme déterminant est constitué par la suite DOn 2 ess g me y eos 5 définie

par D, , «.0 Dp s +se4y Par passage au quotient. Si n est le rang de u ,

0
alors D # 0 donc D # 0 . Pour un opérateur U de la forme UO(I +T) ou U

est tel que u soit compl tement continu et UO inversible,

1o e - _, nd
Dy = det(1 +u) , voe , D LI Z tr(x' ? ug (x ) AvoA XPD uokﬁgj\u)
= : p
X s eee s X f 0P

définissent un systéme déterminant.

L'opérateur définit par U (1 +u) ou UO est inversible et u complétement

continu est de Fredholm. En partlculler, on retrouve l'alternative de Fredholm [3]
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clest-a~dire ker(l +u) est de dimension finie. Si DO #0 , on a

-1 1S il
(x'(I + U) x)=-1-)-— 2 tr(x"2x A u).
0 n=1
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