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Séminajire DELANGE-PISOT~POITOU 8-01
(Théorie des Nombres)
9e année, 1967/68, n° 8 8 janvier 1968

CARACTIRISATIC ! DI'S NOMBRES DE
PISCT-VIJAYARAGHAVAN (P.-V.)

par Yves HEYER

Nous établissons un nouveau lien entre les nombres de P.-V., et les problémes po-

sés par l'analyse harmonigue.

Léfinition. - Soit A un ensemble de nombres réels. On dira que A est un spec-
tre régulier si 1'on peut trouver deux nombres strictement positifs T et € tels
que, pour toute suite (ak)AeA de nombres complexes dont tous les termes sont nuls

sauf un nombre fini, on a
(1) sup | 2 2y eiﬂﬁ >esup | 2 a, elkx]
Ix‘sT AEA X€ER  AEA

/ N\
THEOREME 1. = Soient © un nombre réel, ©6 > 1, et A 1l'ensemble de toutes les

somnes finies

e of y € € {0, 1} .
k=0

Alors A est un spectre régulier si, et seulement si, © est un nombre de P.-V.

1° Supposons d'abord que © ne soit pas un nombre de P.~V. Alors, grfce 3 un
théoréme de C. PISOT, pour aucun x non nul, la série %ﬂ sin2(x6n) ne converge,

o/

et 1'on en déduit aussitdt que, pour tout =x non nul, la suite

pn(x) = coa(x/2) cos(vz/2) .. cos(6™ x/2)

tend vers O ., Posons alors
Pn(x) - pn(x) exp((ix/2)(1 + 8 + vvu + 60)) .

Alors Pn(x) est bien de la forme 2 a, el)\X . Pour tout x non nul, les fonc-
AEA

tions an(x)l tendent, en décroissant, vers O , et donc, sur tout compact X ne

contenant pas O , les Pn(x) convergent uniformément vers O . HMais (1) a pour

conséquence immédiate

(2) sip | Z a e™Mzeaup|Z a oM

T<x3T aA€p XER  Aein

A
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Dans notre cas, sup |Pn(x)| = |Pn(0)l =1, et (2) ne peut 8tre vérifis.,
x<R
2° Supposons maintenant que © est un nombre de P.-V., et montrons pourquoi A
est un spectre régulier. Un théoréme général d'analyse harmonique (que nous ne dé-
montrerons pas) nous sera utile., Pour alléger les notations, nous appellerons A
un ensemble de nombres réels, et P(x) toute fonction dtune variable réelle s'é-
crivant 2 a, ei)\X .
ren "

THﬁORﬁME 2, = Soit A un ensemble de nombres réels. Les propridtés (a), (v) et

(¢) sont équivalentes et entratnent (d).

(2) Pour tout e, € >0, on peut trouver un Te R T8 >0, tel que tout in-

tervalle de R de longueur 2T _  contienne un nombre réel T ayant la propriété

que, pour tout P(z) , (P(x) = 2 E
AEA

ay ,

PG+ 1) - 2@, < P, -

(b) Pour tout ¢ sy € >0 ; on peut trouver un TE ’ 'I‘E >0, tel gue, pour tout

x €R, il existe un tX e (- ’I‘E R TE) avec la propriété que

|B(x) - P(s )| < efip(x)fi, -

(c) Pour tout e >0 , 11 existe un Se y Se >0, tel que, pour tout xe€ R,

il existe un tX e (- Se ’ bsj tel que

iAt o\
(v A) Aedh == Je T < .

Cela entraine :

(d) Pour tout e sy £ >0, il existe un Te sy T_ >0, tel que, pour tout

p(x) , sup [P(x)] > (1 - )Pl - i
|x|<z,

I1 nous suffit donc, pour prouver le théordme 1, de montrer que la condition (c)
du théordme 2 est satisfaite. Ctest le cas (comme nous allons le voir), et cela en-

traine la proposition suivante.

PROPOSITION., - A tout nombre de P.-V.,, 6 , et & tout e

y € >0, on peut asso-—
cier un nombre réel T(© ’ €) tel que tout intervalle de R de longueur 2T (e , €)

contienne une solution u de 1'inégalité
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2 ]exp(iu@k) - ll £¢e .
k20

Passons & la preuve de (c). On la présentera dans le cas (typique) ou © est

quadratique : 62 +p+q=0, p€EZ, qQ€32Z.0nappelle (ﬂn)n>0 (resp.

(mn)n>0 ) une suite d'éléments de Z définis par
X,n+2+p,€n+l+qxn=0, f/O:l, J&lzo
mo.,t PR, tam = o, m, = o, m o= 1 .

On a alors ot = zn +m o et si 1 est le conjugué de © , on a
“1‘|n =4 _ +m 1 .
n n

On appelle I 1'ensemble de toutes les suites de O oude 1 qui sont nulles a

partir dtun certain moment, et I est 1'ensemble des éléments o = (Ek)k>0 de I

A
tels que €, = € = ee0 =€y 4 = 0 .
On pose, pour tout o de I, A(o) = 2 &) o (si o= (eo €L eee))
- k>0
2(c) = 2 e 4, et m(o) = 2 ¢ . On a alors, si o €1
o kK 0 K T ’ A’
A
| |l
!z(o) + \m(c)l <
R

il

Soit enfin x' et xi définis par x = x'(2m) et lx'l <m, ©Ox = xi(2ﬂ) et

lxil <7 .0n aalors exp(ir(o)x) = exp(i(4(o) + ém(0))x) = exp(i(&(o)x' + m(o)xi))~
On écrit 4(o) + Tm(o) = ZA(O) , si o €I, . Alors

exp(ir(o)x) = exp(ix'zA(G) + im(c)(xi - ') .
Si t est réel, on a aussi
exp(ir(o)t) = exp(i(4(0)t + wn(o)t)) = exp(i(zA(c)t + (6 = Du(a)t)) .
Si t = (xi - x)(e - n)‘l , on a
exp ir(o)t - exp i(A(0)x)| € |z, | (]t] + m)

<aly* G-t e Gx e -mh

On a donc, si A est assez grand,

|elkt _ elkxl <e (A = X(G) , o€ IA)

e - 7t

avee |t <m(1 +
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On remarque alors, pour régler le cas général, que la partie de A relative &

ce I, est homothétique a A tout entier.

A

Remarques., -~ Si 1 <6 <2 , 1l'application de I dans R, O -3 M) n'est pas
injective. Une conséquence de la propriété, " A est un spectre régulier", est :
inf{ |AY - Al s N€A, AMeEeA, A#FA}>0.,Done, si 1 <6 <2, il peut ar-
river que 2 € o = I g F y & € {0, 1}, e {0, 1} . Mais il existe

0 K o K K .

un nombre d , d >0 , ne dépendant que de © , tel que si 2 € 6 et
k>0
2 e QK different, alors ils diffarent d'au moins d .
K20

Le théoréme 1 st'étend & la situation suivante : soit (nk)k>0 une suite dlentiers

tels que O €n <1, (k > 0)
5 k
k>0

et soit A 1'ensemble de toutes les sommes 2 ¢ SK ou !E I < m . Alors A
k>0 k k
est un spectre régulier si, et seulement si , 6 est un nombre de Pisot.



