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NOMBRES DE PISOT, NOMBRES DE SALEM

ET RÉPARTITION MODULO 1

par Yves MEYER

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
10e année 9 1968/69, n° 2 2 décembre 1968

R . 

semble des puissances 6 . 6 de Pisot ou de Salem.

Soit! le groupe des nombres complexes de module 1 ; l’ensemble de tous

les homomorphismes de R dans T (sans condition de continuité)- Soit A une

partie X(A) est l’ensemble des restrictions à A des éléments de X(R) .

DÉFINITION 1. - Tout élément x de X(A) est appelé - caractère faible sur A .

De même, on appelle x(A) l’ensemble des restrictions à A des caractères con-

tinus sur R . Tout élément )( de x(A) est appelé caractère fort sur Il.

L’ensemble X(A) peut aussi être défini comme l’ensemble des applications )( de

A dans T telles que, pour tout entier naturel n y toute suite y o.. y X
d’éléments de A y et toute suite p. y ... , p d’entiers relatifs, la relation
n nI. p. X.=0 entraîne H [~(03BB)]pj = 1 .
i J J -i J

THEOREME 1. - Soit 0 un entier algébrique. Soient 6 , ... y 03B8n les conjugués
de 6 ~ Soit A 1~ensemble des puissances 9 ~ k ~ 0 . A tout nombre réel posi-
tif non nul e et à tout élément )( de X( A) y on peut associer n nombres com-

plexes x , x2 , ..« .. x tels que les conditions suivantes soient vérifiées:

(a) x est réel, et les xj , j  2 , associés à deux 6. conjugués sont 

jugués ;

~ 
-

Avant de prouver le théorème 1, donnons-en une application.

COROLLAIRE. - Soit 6 un entier algébrique dont les conjugués 9~ y ... , en

ont un module inférieur ou égal à 1 (un nombre de Pisot ou de Salem). Soit A

l’ensemble des puissances 03B8k , k  0 , de 6 . Tout caractère faible X sur A

est limite uniforme sur A d’une suite de caractères forts.

On peut montrer la réciproque : Soient 9 un nombre réel, A l ’ ensemble des

puissances k: 0 , de 0 . Si tout caractère faible sur A est limite



uniforme sur A de caractères forts, 6 est un nombre de Pisot ou de Salem.

Pour montrer le théorème ly remarquons que les trois suites exp(203C0ix03B8k)
et exp x. 6.) y satisfont à la même relation de récurrence multiplicative

~ J J

z , = 1 , et pour démontrer (c) pour toute valeur de k . il suffit
n+ n+k-1 k ~ " ~ / ~ 

de prouver le lemme suivant i

LNME. - Soient e > 0 et ... , y z .) un point de T~ . On peut trouver
n nombres complexes x , x2 , ... , x tels que les conditions (a) et (b) du
théorème 1 soient satisfaites et que

soit, en effet, F le sous-groupe dense à un paramètre de JT qui est l’ensem-

ble des points Soit G le sous-groupe de

T à n - 1 paramètres qui des points y ... , zn-1 de la 

me z = exp x. 03B8k) , où les x. e C associés à deux 8 . conjugués le sont
k J 

"~ J

aussi. On a PO = Xn , et comme F est dense dans Tn , il suffit, en partant d’un

point quelconque de se déplacer très peu le long d’une classe de G pour

rencontrer r .

2. Répartitions module 1 presque-périodiques à l’infini.

Soit (zk)k1 une suite de nombres complexes de module 1. Nous dirons que

(zk)k1 est asymptotiquement presque-périodique, si l’on peut écrire z- = Z. ~k ,
où = 1 y lim e. = 1 , et où Z, est une fonction presque-

k-*+oo

périodique de k.

est un nombre de Pisot ou de Salem, nous allons montrer que exp(203C0ix03B8k) ,
k ~ 0 , y est asymptotiquement presque-périodique si, et seulement si, y x appartient
au corps de 6 (théorème 2).

(a) Caractères faibles périodiques. - Soient Q un sous-groupe fini de 6

un entier algébrique, et )( un caractère faible sur l’ensemble des puissances 8 ~
k ~0 y à valeurs dans Q . Alors la suite )((e ) ~ k ~0 y est, à partir d’un

certain moment , une suite périodique.

Appelons en effet X9 + a Xn-1 + ... + a l’élément irréductible de dont

6 est solution, et H l’homomorphisme de T~ défini par



où zn+1(zn)a1 ° ° ° (z1)an = 1 . La suite des homomorphismes Hk , k  0 , de

É x ... est, à partir d’un certain moment, périodique, et il en est donc de

même pour la suite des % , k &#x26; Ù , dès que ... , z~ appartiennent à f .

Réciproquement, soit x un caractère faible, périodique à partir d’un certain

moment, sur 1 ’ensemble des puissances 03B8k , k % 0 , d’un entier algébrique 0 .

Alors x prend ses valeurs dans un sous-groupe fini S de T .

Soit, en effet, h l’homomorphisme de # défini par

L’hypothèse entraîne l’existence de deux entiers k et l tels que l - k > n et

que ... , o~) ... , c~_~) ou

Mais 0 , car les valeurs propres de hk .~ h’~ sont 6~-9~ ~ etJ i 

J
aucun des conjugués de e n’est une racine de l’unité. Alors

entraîne que chaque c~.~ est un nombre rationnel. Donc )( prendJ
ses valeurs dans un sous-groupe fini 

(b) Caractérisation des répartitions module 1 asymptotiquement presque-périodi-
ques.

/ ,

THEOREME 2. - Soit 0 un nombre de Pisot ou de Salem. Les deux conditions sui-

vantes sont équivalentes :

(a) xeR y et exp(203C0ix03B8k) , k  0 , est asymptotiquement presque-périodique ;
(b) II existe un sous-groupe S de T~ et un caractère faible )( défini sur

l’ensemble des puissances ~ k ~ 0 , de 0 ~ à valeurs dans 8 y se décomposant
canoniquement en



(c) x appartient au corps de 8 .

D’après ce que nous avons dit sur les caractères faibles prenant leurs valeurs

dans un sous-groupe fini f de T 9 (b) entraîne (a).

Montrons que (a) entraîne (c). Par hypothèse, à tout ~ ~ 0 , on peut associer un

nombre L et un entier K tel que tout intervalle de longueur L contienne un

entier T tel que, pour k >, K ,

Appelons 03BE le caractère défini par = exp(203C0ix(03B803C4 - 1) 6 ) . On a

On peut donc poser s(ek) = avec e si k > K . On a, pour ces

valeurs de k,

si a en-1 + ... + a _ 0 ~ a. E ~ . Mais si e(l + + ... +  ~, ,

ces congruences entrainent les égalités correspondantes. On a donc

et donc S(ek) = exp(203C0i03B1k) entraîne que

n

où = I~ 1 (1 - 8~ X~ (Pl = 6~ ~ et où et sont premiers entre 

Grce à un théorème de Fatou (~1~~ lemme 29 p. :~4~~ la série formelle X-
k>K

s’écrit A(X) B(X) , où A et  sont deux éléments de Z[X] , premiers entre eux, et

où = 1 . On a donc

ce qui entraîne que x appartient au corps de 6 .



Remarquons que ce même raisonnement prouve que, si e est un nombre algébrique

qui n’est pas un nombre de Pisot ou de Salem, pour aucun x ~ 0 , exp(203C0ix03B8k) ,
k >, ~ , n’est asymptotiquement presque-périodique.

Montrons enfin que (c) entraîne (b). Si x appartient au corps de 8 , on peut

écrire x = y/q , y où y est un entier algébrique du corps de 8 ~ et où q est un

entier naturel. Soient Y2’ ... , yn les conjugués de y , ... y x ceux

de x, et

Puisque y2 8k 2 + ... + ~n est un entier ’ x 2 8k 2 + ... + x n est

de la forme où m E Z , et x prend ses valeurs dans un sous-groupe fini de

T 9 (b) est prouvé.

3, Liaison entre suites as ptoti uement res ue ériodiq ues et dévelo ement en

base 03B8 , périodiq ue à p artir certain rang.

Il reste enfin à montrer comment ces notions sont reliées au développement du

nombre x en base 9 . On a le théorème suivant: 1

THÉORÈME 3. - Soit e un nombre de Pisot supérieur à 2. Si la suite 

de 0 et de 1 est telle que x = 03A3 ~k 6 
k 

soit un nombre algébrique du corps
°°°°°°~ ~ 

k>,0 
’ ’ ° ’" ’° ’° ~ ’ °

de 03B8 , alors la suite des ~k , k > 0 , est, à partir d’un certain moment, ério-

dique.

Pour la preuve du théorème 3, nous utiliserons les notations suivantes: K= Q[0] ,
A l’anneau des entiers de K . Enfin ... , Qn désignent les n Q-isomor-

phismes distincts de K dans Ç ; 03C31 est l’application identique de K dans

C.

Soient ’~ un nombre réel positif, et A 1a partie de A formée des

éléments 03BB E A tels que |03C32(03BB)|  ~ , ... , |03C3n(03BB)|  ~ . Alors, si 03BB E A ,

À’ E 039B, et 03BB ~ 03BB’ , on a | 03BB - 03BB’|  (2~)-n+1 . En particulier, A est un ensem-

ble discret.

Posons, en effet, ~, - ~ - A’ ; ~ est un élément de A tel que ~~.(~~ ~  2’~

pour 2  j  n . Mais le produit ... a est un entier rationnel. D’où

| 03C32( ) ... 03C3n( )| > 1 , et le lemme est prouvé.

Pour prouver le théorème, soit
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un élément de ~8 ~ où a. E G , s E Z . Supposons que
J ,

On en déduit, pour tout entier p, l’inégalité

où l’on a po sé

Un calcul élémentaire montre que l’on a, pour 2 ~ j ~ n ,

Le lemme nous indique que ~. p appartient à un ensemble discret A de nombres

réels, et la condition 0  03BBp ~ s 03B8 - 1 implique que 03BBp appartient à un ensemble

fini F de nombres réels qui ne dépend que de 03B8 , a0 , ... , y an-l’ et de s .

Mais 03BBp+1 = 03B803BBp - s~p+1 et 0  03BBp+1 ~ s 03B8 - 1 . Comme 8 dépasse 2 , ~p+1 ne

peut prendre indifféremment les valeurs 0 et 1 . La valeur de ~
p+1 , 

et donc

celle de À 
1 , 

ne dépendent que de la valeur de 03BBp . Puisque À 
p 

appartient à

un ensemble fini F, la sui te des 03BBp , et donc aussi celle des E 
p 

y sont y à par-

tir d’un certain moment, deux suites périodiques.
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