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SUITES D’UNITÉS ALGÉBRIQUES VÉRIFIANT
UNE RELATION DE RÉCURRENCE LINÉAIRE

par Benali BENZAGHOU

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
lOe année, 1968/69, n° 15 28 avril 1969

m

Soit K un corps commutatif; ([1]) est l’algèbre des séries 1 a X9 ,

a e K , telles que les a vérifient une relation de récurrence linéaire à coef-
n n

ficients constants, les opérations étant définies par

A tout homomorphisme co de corps commutatifs K -~ K’ 9 nous associons l ’homo-

morphisme de dans défini par 
.

Si E est une partie de K p nous définissons

THÉORÈME 1. - Soit k un corps de nombres algébriques (extension de degré fini

de Q ). Soit 1 l’anneau des entiers de k . Alors R(k) (resp. R(U , k) ) est
une (resp. ~,(Z ~ ~)-algèbre) entière, y libre de type fini y de rang

d~~k: ~] .



Soit G = (j y ... , les §-homomorphismes injectifs de k dans ~ . Pour
00

03C3 ~ G , crC(.-= Z o(a ) Xn e R(Q) . Par ailleurs,
n=0 

Il en résulte que

Pour ~(~ 9 k~ , il suffit de prendre pour les une base d’entiers, ~-1~
est alors une base de ~~ ~ , k~ sur ~.~ Z , ~~ .

,A chaque an , associons le polynôme caractéristique de l’endomorphisme de k

défini par x ~--~ a x :
n

Alors

et

avec P ( a) = 0 .



PROPOSITION. - Soient k une extension galoisienne de degré fini G son

groupe de Galois, soient k =~(e),~ F(x) le polynôme irréductible sur ~ ~e_

e . Soit =~k) , F(ï) =0) .

a même polynôme caractéristique que a.

Remarque. - Soit B ~ R(k) , ayant même polynôme caractéristique que Alors

b ~ ~ ~ a ~ , ce E G , et il existe tel que
n n n n

En effet soit I03C3 = {n ; 03C3n (a ) = = (n ; b - 03C3(an) = 0} . Par un théo-

rème de Mahler 3 lorsque T est infini, 03A3 Xn ~ R(Q) .
u

PROPOSITION. - Soit K un corps commutatif de caractéristique zéro algébrique-

ment clos. Soit S0(K) = { a K, périodique} . Alors la fer-
p n n 

.. .

meture intégrale de K dans et S0(K) est intégralement fermée

dans R(K) .

THÉORÈME 2. - Soient k un corps de nombres algébriques, U son anneau 

tiers son groupe d’unités ; alors k) est le groupe d ’unités de k) ,
et

où ~’ est un groupe commutatif dont tous les éléments sont d’ordre ~ e ,

e = ordre du groupe r des racines de l’unité de k , est un groupe abélien,

r le nombre de Dirichlet de k 8

Soit N l’ application norme de k dans Q .



0. est inversible dans (R(k) .

Pour montrer l’isomorphismey nous avons besoin du résultat suivant :

LEMME ([l~). - Soit K un corps commutatif, de caractéristique zéro. Alors
co 

a = 1 a R(K) et est inversible dans si, et seulement s’il existe un

n=0 " 
2014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 

’ " "

entier m ~ 1 , des éléments ... ~ c~~~ non nuls de K tels que, pour

Introduisons, pour un corps commutatif K ~

PROPOSITION. - Soit E une unité fondamentale de k , et soit ((p(n)) une suite

de Z. Alors

Il suffit d’appliquer le lemme ci-dessus.

COROLLAIRE. - Soit e une unité fondamentale de k . Alors le groupe multiplica-

tif R~ m ( 1 X9 e «o(n) ) suite de Z) est isomorphe au groupe ad-

n=0 

di tif g) .

Soient Ei , ... , E r des Unités fondamentales de k , 1 = 1 a n XT e k) .
Posons

alors , par 1 e lemme,



§’ est le sous-groupe de ~(k~) des éléments tels que T = 6 ~ 

ce qui démontre le théorème 3.

PROPOSITION. - Soient ~ la clôture algébrique ~ son anneau d*entiers~

5 son groupe d’unités~ F le groupe des racines de l’unité. Alors ~(~ ~ ~) est

le groupe des unités de ~(r ~ ~) est son groupe de torsion.

Il suffit de remarquer que si de il existe un corps de nombres k tel

que ÛL e et d’appliquer le théorème 3.

COROLLAIRE 1. - Soit (a ) une suite d’unités algébriques (sur Z ) vérifiant

une relation de récurrence linéaire à coefficients constants. Alors il existe un

entier et des unités ... , y 03B1m-1 tels que, 

COROLLAIRE 2. - Toute suite de racines de l’unité vérifiant une relation de ré-

currence linéaire est périodique.

Suites de Soit k un corps de nombres, et soit Mk l’ensemble des

valuations sur . Pour toute partie finie S de contenant l’ensemble S~
des valuations archimédiennes, considérons J - F! k" x ri Uv , le groupe des

S-idèles de k, où k 
v 

est le complété de k pour v , U v son groupe d’unités.

k se plonge canoniquement dans le groupe des idèles J de k 9 soit k l’i-

mage réciproque de ks est le groupe des 3-unités de k . Pour S = 

U .

La structure de ks est donnée par le théorème de Dirichlet-Minkowski-Hasse-

Chevalley ([4]) : il existe un nombre fini de S-unités fondamentales, ~1, ... , ~l

telles que toute S-unité ~ s’écrit de manière unique : 

En d’autres termes,



Cet isomorphisme se "fonctorise" par R :

THÉORÈME 3. - 5 = R(k , k) est un sous-groupe du groupe des unités g de

R(k) , gc _ g i  g£ = lim gII). ’ S ~ 0 x 1 ’ - t! = 

§ S
Le théorème est une conséquence du résultat suivant:

PROPOSITION (12]) . - Soit (a ) une suite de S-unités de k , Alors:
- n --

COROLLAIRE 1. - Soit a un nombre algébrique non nul, non racine de l’unité.

Soit une suite de Z . Alors

COROLLAIRE 2. - Soit G un sous-groupe de type fini Alors 

est un sous-groupe du groupe des unités de ~(~) "

Signalons pour C le résultat suivant :

PROPOSITION. - Soit D= ze SI, zz= l) . Alors ~) est un sous-

groupe du groupe des unités g de et R(0393 , C) est le sous-groupe de tor-

sion de ~(D ~ C) .

COROLLAIRE.

Notons que pour
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