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Séninaire DELANGE~PISOT-POITOU 17=01
(Théorie des nombres) .
lle année, 1969/70, n® 17, 13 p. 27 avril 1970

SUR LA FONCTION DE RéPARTITION DE CERTAINES FONCTIONS ARITHMETIQUES
DéFINIES SUR L'ENSEMBLE DES NOMBRES PREMIERS MOINS UN

par Jean-Marc DESHOUILLERS

l. Introduction.

I. KATAT montre dans ses articles [2] et [3] 1e résultat suivant

Soit g une fonction multiplicative a valeurs réelles positives j posons

" g(n) , quand |log g(n)] g1 ,
g (n) =
1, quand |log g(n)| >1 ,

. 1
et soit GN(X) = m Z 1.

1)<x
Alors, si les conditions (1), (2), (3), (4) énoncées ci-dessous sont satisfaites,
quand N tend vers 1'infini, GN(X) tend vers une limite G(x) , G étant une

fonction continue (on appellera G 1la fonction de répartition de la suite gﬁw—l)).

9

#*
(1) Z:}L:L€§—ggl est convergente ;

P
¥* 2
(2) > (l —£ (P)) est convergente 3
P Iy
(3) 2 L st convergente ;
|08 g(p)|>1
(4) > %— est divergente.
g(p)#1

Ce résultat est essentiellement qualitatif, en ce sens qu'il ne nous indique pas
pour quels intervalles I on a des '"chances non nulles" de trouver des nombres
premiers p pour lesquels g(p = 1) est dans I y C'est=a=-dire sur quels inter—

el

valles la fonction G est strictement croissante.

Le but du présent papier est de montrer que, pour une certaine classe de fonctions
arithmétiques (plus restreinte que celle comsidérée par KATAI), on peut déterminer
exactement les intervalles sur lesquels G crott strictement 3 plus précisément,

nous nous proposons de montrer (§ 3) le résultat suivant.

THEOREME (Théoréme 2). - Soit g une fonction multiplicative & valeurs dans

l'intervalle (0, 1) , satisfaisant les conditions (4) 2 (D) suivantes :
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(4) ip, , Ta>0: l-na
(B) 3p,: elp) >ele") si p3p'>p,;
() 2 (1

(0) 2 cel2) si k1.

g(p)) est divergente ;

Alors
1 -
6(x) = linm = > 1
N 1w g(p—1)<x
pH

existe, est une fonction continue de =x , strictement croissante sur 1l'intervalle

(0, g(2)) , ot en outre &(g(2)) =1 .

La démonstration s'effectue de la maniére suivante : Pour tout intervalle

I=(E=¢c, E+¢e)c (0, g(2)), nous construirons deux nombres a et b tels

que

(1.1) glp-1) gE+¢e, si p=a+1l [a2 b]

(1.2) 2 glp = 1) > (g - ¢) > 1, dds que x est assez grand .
pza+€$fa2b] pEa+§$§a2b]

Par ailleurs, il est aisé de constater que les conditions (A) a (C) impliquent
les conditions (1) & (4), ce qui assure l'existence et la continuité de G . Enfin,
1'8éga1lité G(g(2)) = 1 est triviale, d'aprdés 1'hypothése (D). En effet, si p # 2,
il existe un entier positif k tel que lp = 1 . Posons p=-1= o . Ona
g(p = 1) = g(2) eln) < g(2).1 = g(2) .

NOTATIONS. - Les lettres p , q (indexées ou accentudes) désignent exclusivement

des nombres premiers.

pan signifie que p° divise n , et que "1 ne divise pas n ( pk'n et
pk+ l/rn )

(m y n) désigne le p. g. c. d. des deux nombres entiers, et [m , n] désigne

leur pe ps Co m.

R -
T Y21log t°

w(n) est le nombre de facteurs premiers distincts de n .

® désigne un nombre réel compris entre =~ 1L et + 1 . Sa valeur peut changer

d'une ligne & 1'autre.
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* liy
B (x , d) = sup su lﬂ(y s 4 k) - "T'T' .
v<x (k,d)=1 PLd
mx, d) =sup m(x , d, k) .
k

2, Etude de la somme . g(p - 1) , lorsque p < x et p=a+bd [a2 b] .

Dans tout ce paragraphe, les lettres a et b désigneront deux nombres entiers

positifs, tels que @

(1) 2|a,

(i1) (a ’ b) =1 ’

(ii1) (a+1,10) =1,

(iv) a et b sont gquadratfrei.

. . . d
Soit d un nombre entier ; nous conviendrons de noter d! = G, "
?

THROREME 1. - Soit g une fonction multiplicative & valeurs dans 1ll'intervalle

(0, 1) , satisfaisant 1la condition (A) du théordme 2 cité dams 1'introduction ;

alors s
2 ® K k-1
1in 28" 0) 5 slp-1) =gla) T (1+ 5 &2) -el™)
Seuio 1i x - P € ( k=1 pk—l(p - 1) )

IS pha
p=a+1l [ab] pAb

2.1. = Pour la démonstration du théordme 1, nous aurons & utiliser quelques lem~

mes gque nous groupons ici.

LEMME 1. - Considérons le systdme de congruences

a+ 1 [agb] ,

1 [4a] .

il

D

(™)

i

b

si (d', ab) > 1, le systdme est impossible.
Si (art, ab) =1

€ L . e
(") soit équivalent & la congruence ()

(**) PEU [a2 bd'] .

-

il existe un entier Uy premier & abd' , tel que le systéme

d
Supposons qu'il existe un nombre premier q tel que ql(d' ’ ab) , et soit P
une solution du systéme (*) ; posons p = haz b+a+1.

Soit qla ; alors qzld , donc q_2'p - 1, et alors q2la(l + Aab) , donc qua ,

ce qui est contraire & 1'hypothése (iv).
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-~ Soit o_ib s puisque qld' ’ q}d , donc qu - 1, d'ou qla(l + \ab) , et done

qla , ce qui est contraire & 1'hypothdse (ii).

Supposons maintenant que (d' , ab) =1 . On peut alors trouver deux entiers
et v, tels que vab + 1 = ud'! . Posons Ug = vaz b+a+1=ypad® + 1 ; d'apres

la condition (iii) et les deux expressions de u, , on a

d
(ug » a) =(uy, b)) =(u,a) =1,

d'od (ud , abd!) = 1 . I1 est maintenant aisé de remarquer que les différents sys-

témes de congruences suivants sont équivalents :

it
) p=u, [a¥bar] ,

=val b+ a+ 1 [azb] y

e}
li

p:va2b+a+l [a'] ,
car (a', a°b) =1,

a+ 1 [azb] R

P =
P_‘:l[d']s
2

(*) p=a+1 [2a°b] ,
le[d],

car la premiére congruence de (W) implique p =1 [q], pour tout q divisant a.

LEMIIE 2. = Considérons les fonctions multiplicatives p et 4 , définies par :
k
4(p™) si
k k-1 . X
4(p7) = p (P-l),_S_J_._ p/fab_q_l_:_kzl;
P(Pk)=0,_si p|b et k>1;

o(p) =1, si plag
o(p) =0, si pla et k32 ;

1l

1, si plab et k>1;

D(Pk)=l,_s_i_ pla, plb, et k>1.
Soit d un nombre entier ; il existe un nombre entier u d premier & abd'! , tel
que
_ 2 1=p(a) n(x, a2 ba! y ud) = p(d) 112X + 0p(d) E¥(x , abd') .
p=1 [4] 5(2) o(e® D)
p=at+l [a4b]

X
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si (at ’ ab) = 1 , nous prendrons pour Uy la valeur trouvée dans le lemme 1

si (4!, ab) > 1 , nous choisirons uy = 1 . La premidre égalité provient du fait

que p(d) =0 sgi, et seulement si, (a? s ab) > 1 , et la seconde du fait que
2
p(@) o(a® bar) = pa) o(a® b) (a) .

LEMME 3. - Soit 4 un nombre entier tel que p(d) =1,

19 11 existe au plus M = 2w(a) nombres entiers positifs & , tels que p(6) =

EE 6' = d’ .
20 d>4'>d/a.
% Y oa) EXx, e vat) g I ¥ (x , 8) .
y<d<z abysésazbz

I1 suffit de remarquer que, lorsque o(d) = 1, on peut écrire
v, V v,
4 = n
= pl p2 ) pm ql q2 XX qn
(expression dans laguelle pila ) quab ), et qu'alors
v, v

n
| -
d — q'l s o qn *

LEMME 4 (BRUN-TITCHMARSH). = Soit ( wun nombre réel positif ; il existe une

constante c(r) telle que, pour tout nombre entier k < Xl—g ’

X
m(x , k) < e(0) oy o=
Ce résultat se déduit du théortme 4.1 de K. PRACHAR ([ 4], p. 44).

LEMME 5 (d'aprés BOMBIERI). = Soit ¢ un nombre réel positif,

2 E¥(x , d) = o(1i x) .
dgex

C'est une conséquence du théordéme 4 de E. BOMBIERI ([1], p. 203).

LEMME 6. - Soit A une fonction multiplicative & valeurs réelles positives,

telle que @

1° Ap) =1 s pour tout nombre premier p 3

2° 1M, tel que 0<N< 1/2 , et tel que A(a) < dﬂ pour tout nombre entier

Alors on a

1
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(6.1) 2 Aa) =o(x) ,
1<d

/

(6.2) X(%) O(Xl-(’ﬂ/2))

z
igdgx

Commengons par montrer que (6.1) entraine (6.2).

Soaa)ats 3 (@ T (a)/ah

1gagx 15dxl/ 2 w1/ 2<agx
d'ol
5 oa@)/a" ¢ 224 V2 0(x) = o(=(V2)y
1505
car 1= (7/2) >1/2.
Démontrons maintenant la relation (6.1). Posons A(d) = X v(s) 3 v est une
fonction multiplicative, telle que 5|d
vwip) =Ap) -1=0 ’ pour tout nombre premier p ,
Iv(d)! = 1 lk(pk) - X(pk-l)!.s I (pk)’n = d‘n ’ pour tout entier 4 .

PHlla $lla

Mx) = Z AMa)= T Z o(s) ,

1<agx 1<dgx 8]
A= 13 w8) I 1ls I [u(6)] FE=ax ¥ Iv(éa)
osx dﬁ bx s<x
8

2
La série 2 Iv(% ) est convergente, car la série 2 pZT!/p2 converge, et donc le

P p b
® k
produit ] (1 + 2 iligfli) converge vers 2 lvgé) , ce qui entratne (6.1).
P k=2 P d

2.2. = Démontrons maintenant le théoréme 1.

I1 est clair que si la relation (4) est vérifide pour une certaine valeur @, de
@ , elle est également vérifide pour toutes les valeurs de « inférieures 3 @y .
Sans perte de généralité, on peut donc choisir o inférieur & 1/2 ; clest ce que
nous ferons dans tout ce paragraphe. Choisissons alors ([ = of4 .

Pogons g(d) = 2 h(n) ; h est une fonction multiplicative, telle que
n|d

n(p") = gvF) - e

h(a)] <1 .



S(x) = > glp - 1) = > Y n(d) = I n(q) z 1
<X psx __ dlp~1 dsx p=l [d]
p=a+l [a2b] p=a+1 [a2b] p=a+l [ ab]
PX

s(x) = Y n(a) pla) n(x, 2° ba! , ud) y
dgx

d'apres le lemme 2. Décomposons S(x) en trois sommes partielles Sl(x) ’ S2(X) ’

)XI/B ’ Xl-[;) ?

SB(X) , selon que d appartient aux intervalles (1 , xl/B] R
1-
Jx ¢ ’ x) .

s,(x) = 22X 3 -——(—%——h(?),(d) s 3 In(a)] p(a) B*(x, &% wat)
co(a b) d\<x1/3 yid * d$X1/3 i

toujours dlaprés le lemme 2.

) h(‘1){1(‘1)=(1+o(1))ﬂ/1+ 5 _.L-—l’-—h( ) ))

agxl/3 P k=1 4(p")
k=1
“(iro) gl T (1+ 3 g@k); ele )
pfab k=1 (p = 1)
Cette écriture a un sens du fait que les produits infinis convergent, car la série
2 —l—g—(pi)——————'—-—l—l— converge (hypothdse (4)).
b
|2 @] ela) e 2wan)] g I p(a) B(x, &% ba’) = o(1i ®)
dlaprés les lemmes 3 et 5.
Sz(x) = 2 e(a) n(a) w(x , 2% ba! y ud) = O‘/ > P(d)lh(i)-L 1i x/\ ’
Xl/3$d_$Xl"g l/3<dQ{1- (Q(a b) (d)

d'aprés le lemme 4 et le lemme 2. La série figurant dans le terme O é&tant conver—
gente (nous venons de le voir), SZ(X) = o(1i %) .
X

a” ba?

x
~~2—-%-:1—’\<a%—&; dtod,lorsque d <x, mix, a2 pa') e —(}i-{- , la constante ¢ ne dé-
a

pendant que de a et b .

Remarquons ensuite que ni(x , 8? bd?!) € + 1 ; mais, grice au lemme 3,

545(x) = T on(@) p(a) oz, &% vat , uw)
xl~Cagx
lSB(x)I < cx > lhgd)! < cxb T ln(a)| .
xl~bsax Isdsx
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Posons n(p) =1, E(pk) = pak h(pk) si x>1, hd) = T H(pk) , h satis=
K
peld

fait les conditions du lemme 6, et donc

|S3(X)l*s ox® O(xl-(a/2)) = O(xl-(a/4)) = o(1i %) , car [ =04 .

Le théoréme 1 est ainsi démontré.

3. Démonstration du théordme 2.

Dans tout ce paragraphe, g désigne une fonction multiplicative satisfaisant les

conditions (A) & (D) du théoréme 2, cité dans 1'introduction.

Nous commencerons par montrer, grfice aux lemmes 7 et 8, que l'on peut choisir
deux nombres entiers a et b tels que les relations (1.1) et (1.2) soient satis=-

faites. Nous en déduirons le théoréme 2 par le lemme 9.

LEMME 7. = Soit x(p) une suite de nombres réels positifs, décroissante et de

limite nulle, telle que la série de terme général (p) soit divergente. Soient u

et v deux nombres entiers premiers entre eux.

La série de terme général x(p) , oh p = u[v] , diverge.

I1 suffit de constater que 1l'ensemble des nombres premiers contenus dans une pro-
gression arithmétique, posséde une densité relative positive par rapport 3 1'ensem=
ble des nombres premiers (& condition bien sfr qu'il possdde au moins deux éléments)

On applique alors le lemme plus général suivant.

LEMME 7'. - Soit wu(n) wune suite de nombres réels positifs décroissante, de li-

mite nulle, et telle que la série associée diverge j soit By oy ece g By 5 oee uUne

suite de nombres entiers croissante, et telle qu'il existe un entier A pour le=

quel nk,s k.A , pour tout %k ; alors la série de terme général u(nk) diverge.

Puisque la suite u(n) est non-croissante,

u(n ) >ulk.4) ,

A.u(nk) > dou(k.s) 3 ulk.d) + ulced + 1) + ooe +u((x + 1).8 - 1) ,

m (m+l)A~l
2 u 3 u(n) 3
2 oam) i 2wl

faisons tendre alors m vers 1l'infini.
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LEMME 8. - Soit a une suite de nombres réels positifs, de limite nulle, telle

que la série associée soit divergente, et soit J un intervalle d'intérieur non

vide inelus dans R' . On peut trouver un nombre impair d'éléments a, distincts,

dont la somme apvartient & J .

I1 suffit de remarquer que 1l'ensemble des sommes finies d'éléments de la suite

a, est dense dans R’ .
Considérons le produit infini
© k ke
ﬂ(1+ s &) - &lp
k-1 5
P k=1 p (p=- 1)

l)) .

11 converge (nous 1'avons vu dans le paragraphe (2.2)).

by

Chacun de ses facteurs (Gp) est inférieur & 1'unité.

En effet,
© Xk k-1 © .k
¢ =14+ > &) -l 1 +<1--1—)Zg(22 ,
P k=1 pi(p - 1) Pl L
G g1 m—t L /1-3)°Z°—l—<1- L1 -,
p Y p~-1 p-=-1\ plhlgbl‘ p=1 p=-1

On peut donc trouver un nombre P, (que nous supposerons supérieur & 3 ), tel

que
@ k -1
1-5¢ T <1+Zg(pkzl-g(p ))Sl
P>p, k=1 p  (p-1)
Posons alors b =[] P o Considérons l'ensemble Q des nombres premiers con=

3<p<p, -
grus & = 1 modulo b . D'aprés les hypothdses (B) et (C) et d'aprds le lemme 7,

le produit [l g(q) diverge vers zéro.

qeq
On peut donc trouver, gréice au lemme 8, un nombre impair d'éléments de Q

(q'l ’ q2 9 oce o q_2k+1) ’ tels que

e Zc+1
S-5<e(@ T o) <zed .
1=

Posons alors a = 2q1 Ao eve Aoypyq °

On vérifie alors que a et b satisfont les conditions (1) a (iv) du début du
paragraphe 2 ; seule, la condition (iii) n'est pas tout=a~fait évidente : puisque
g =-1[b], a==2 [b], soit a+1==1 [b], d%u (a+1, D) =1.
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On peut donc appliquer le théoréme 1 avec les valeurs a et b ainsi détemi-

nées, et l'on obtient

c (a2 i
(%) R L) T (I IS
X0 X

p5a+1 [ab]

car

15 T <1+ Zg(p)—g(p"l)\/ﬂ .
p/ab k=1 pHp-1) / Tpp P

I1 ne nous reste plus qu'ad montrer un dernier lemme concernant les valeurs moyen—
nes et les densités relatives de suites pour achever la démonstration du théordme 2.
Soient d wune suite d'entiers croissante, B une sous-suite de @ s 68 £ une

application de d dans (0 , + o( . Notons 8(&, n) (resp. (<, n/P) ) 1ten~
semble des éléments de I inférieurs ou égaux & n (resp. et possédant la proprié~

té (P)). Posons, en outre,

s(a , n/P) = |s(a

s(d, n) = [s(a, n)] |,

st(a , n/p) = > £(a) et s, )= T £la) .
acs(d,n/P) aes(d,n)

LEMME 9. = Supposons que ¢ , @ et f satisfassent les trois conditions suivan-

tes

————

(i) £(®) = (0, B(;

£
(i) limini‘sséas ) 5y 50
D= s(@s’n
(iii) 1im inf 256 >0.
now | SUL, M) 7
Alors,
im i ;n/ﬂ<f(a)<8) Yy =1
ne (0, ~v(, lim inf S 30 5) 66-—“.’}'
N—co !
En effet,

..o 8(@, n/n < £(a) < g) s(B , n/f(b) >
lim inf g&l - n)a B > 1lim inf S(g/, n>) "])

-0 Tl—c0

s(e , n/£(b) > 1) s(a,
> lim inf Ste . o) 4 s(a,gg

S(8, n/f(b) > 7)
2 6 lim inf S(%/, 7) i} .
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Montrons, en raisommant par 1'absurde, que

o o8(B, n/2() >M) v =T
1im inf )S((B , n) >IB — 'n

n—o

Stil nten est pas ainsi, il existe un nombre réel ¢! positif, et une suite d'en=
tiers n; , pour lesquels

(s, n,;/£(v) > )
< 1"' 8' Y

Mais

(s , n) = st(s n,/£(v) < 1) + st(s , n,/£(b) > 1)

< Mes(8 5 ny/2(b) < M) + 8.5(8, n/2() > 1)

]

et du fait que S(@, ni) s(s, ni/f(b) <m +s(s, ni/f(b) > ,

s'(8 , n,) s(8 , n,/2(b) > 1)

S(‘B,ni’ \(B"‘ﬂ) S((B,ni) +n<'Y"€' ’

AN

ce qui contredit 1'hypothése (ii).
Appliquons le lemme 9, lorsque &

6 ={p | p premier},
B={p| p=a+1 [°b]},
£(p) = glp - 1) ,

B=E+ e,
car g(p - 1) < g(a) , puisque qla entratne gllp - 1,

vy =g = %é y par la formule (**%),

b = ~E—%—;; » par le théoreme des nombres premiers dans les progressions arithmé~
tiques? :

Prenons alors T = E = ¢ 3 on obtient

1>0 .

lim inf
X0

1i x
4. Quelques compléments.

4.1. = Les fonctions Eﬁﬂl., E%ET satisfont les conditions (4) 2 (D) du théoreme

n
2.
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(p - 1)

Llensemble des nombres premiers satisfaisant 5%5%5131— >-% , admet donc une densi-
té positive par rapport a 1'ensemble des nombres premiers (on peut montrer qu'elle

est comprise entre 1/3 et 1/2 ). Ce résultat est intéressant si on le compare &

celui obtenu par E. VEGH :

Si un nombre premier p est tel que E&E__T.l >-§ , i1 admet au moins une paire

de racines primitives consécutives.

Remarqucns, pour clore cette partie, que A. BRAUER a conjecturé que tout nombre

premier assez grand possdde cette dernidre propriété.

Lt'ensemble des nombres premiers p satisfaisant E%n;:l—fy >é— (resp. <-é- ),
clest-d~dire tels que p - 1 soit déficient (resp. abondant), admet une densité

relative positive par rapport & 1'ensemble des nombres premiers.
4,2, = On peut supprimer 1'hypothese (D), et montrer le théoréme suivant.

THEOREME 2'. = Soit g une fonction multiplicative & valeurs dans 1'intervalle

(0, 1), satisfaisant les conditions (4) 2 (C). Alors G(x) croft strictement sur

1tintervalle (0 , sup g(ék)] , et en outre G(sup g(ék)) = 1.
k>1
Pour montrer ce résultat, on reprend le second paragraphe en remplagent la condi-

tion (i) par la condition (i')
(i1) 29a,
et la condition (iv) par la condition (iv?)

(iv?) 'ig et b sont quadratfrei,

ce qui ne présente pas de difficulté. Le point un peu plus délicat est le choix de
a et b,
On choisit d'abord un intervalle I = (E -¢ , € + e) < (0, sup g(ék)) s, 6t on

k>l
suppose (quitte & le restreindre, ce qui est possibie) qu'il vérifie la condition

supplémentaire I < (0 , g(ZK)] pour un certain k .

On choisit alors b de la méme manidre que précédemment ; on considére 1'ensemble

Q des nombres premiers congrus 4 2 modulo b, et 1'on en choisit un nombre con=

gru & =k modulo of(b) , de telle sorte que
£ £
g §<g(2k) glay +ov g (p)c) <E+F s

ce qui est possible en utilisant le lemme 7 et une version modifiée du lemme 8. La

relation (a + 1, b) = 1 provient du fait que
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. _ )\(D(b) _ .
2 G +or Gp(p)e * L= 2 +1=2 [b] ,
en utilisant le théoréme de Fermat généralisé.

4.3, = 11 est raisonnable de conjecturer que la conclusion du théoréme 2 demeure,
si on remplace la condition (A) par la condition (A!) plus faible

(4?) La série 3 L —FF( ) est convergente.
1Y

4.4, = I1 semble sans espoir d'essayer de déterminer exactement la fonction G ,

méme dans certains cas particuliers.

4,5. = On peut trouver des analogues aux théorémes 2 et 2!, quand g est une
fonction multiplicative (resp. additive) 3 valeurs supérieures a 1'unité (resp. po=

sitives ; ou négatives), en modifiant en conséquence les hypothdses (&) 3 (D).

By

4,6, = Soit g une fonction multiplicative 3 valeurs positives, telle que G(x)

existe et soit continue, et soit I wun intervalle de R .

CONJECTURE.,
G croit strictement sur I «=> I € {g(p - 1)} ’

{e(p = 1)} désignant 1'adhérence de 1'ensemble des nombres glp - 1) .
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