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Séxiinaire DELANGE-PISOT-POITOU 11-01
(Théorie des nombres)

13e année, 1971/72, n° 11, 16 p. 24 janvier 1972
\ rd 7 v i
ADELES ®P SERTAS TRICONOUETRIGIES SPECIALES

par Yves HEYER

Soit A un ensemble de nombres rdels. On étudie les intervalles I de nombres
réels tels que supp |f] et supy If] soient deux normes édquivalentes sur l'es—
pace des sommes trigonométriques f dont les fréquences apnartiennent a A o

La période T[ attachée & A est le infimum des longueurs de ces intervalles.

\

Nous donnons ci-dessous une méthode assez générale pour calculer TA .

1, Définition et propriétés de la période.

’

Soit A un ensemble de nombres réels. Hous cherchons s'il existe un intervalle
compact I de nombres réels et une constante C > 0 , ne dépendant que de I ,

tels que

(1.1) Supp ]P(K) L C Supp IP(X)I ’

pour toute sc-e trigonométrique finie P(x) = erﬁ 8y exp 2miAx , & coefficients
complexes, dont les fréquences appartiennent & A « L'ensemble des P ci-dessus
est invariant par translaticn, et si I vérifie (1.1), tout intervalle déduit de
I par translation vérifie sussi (1.1). ous nous intéresserons donc a la longusur

de I , et nous sommes conduits & la définition suivante.

DEFINITION 1. - Soit A un ensemble de nombres réels. La période TA attachée a

A est le infirmum des longueurs des intervalles I pour lesquels (1.1) est vérifiéde.

Si, pour aucun intervalle I de lo gueur finie, (l.l) n'est vérifiée, nous pose-
rons TA =4+ @

Soit A wun ensemble de nombres réels, et soit I un intervalle de nombres réels
dont la longueur est supérieure 2 TK . Soit enfin CA 1l'espace de toutes les fonc-
tions continues f ¢ R ===> E s Presque périodiques au sens de Bohr et dont le

spectre est contenu dans A . Alors, si f est de classe Cl (resp. Ck , k>1 )

sur I, f est de classe 61 (rszp. C k>1 ) sur toute la droite rdelle :
on a
[ i
. 1, .
ling, % o It(x)|” I iz |£(x)|P ax pour tout p =1,

et enfin si 1l'on se restreint & des intervalles J dont la longueur, notée IJI ’
dépasse celle de I , on a

.1_J P 4 P 2

s |£(x)] deCI le(x)|? ax .

[CI ne dépend ni de J , ni de p=>=1, ni de f ; voir [1], théoréme 6, p. 51

B
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pour une démonstration. |

2. Un exenple dc calcul de la période.

Soit, pour tout nombre réel 6 > 2, A, la suite des points O, 1, 0, O0+i ,

0
62 ’ 62 + 9, 92 + 84+ 1, eeo 3 en dlautres termes, AP est 1l'ensemble de toutoes
L k _ ’
les sommes finies Zk?O g, 6 & = 0 ou 1.

I1 est clair que la densité de A6 est O : le nombre de points de AG dans un
intervalle [x -7, x4+ T) est o(T) y T =-=>+ « , uniformément par rapport au

nombre réel x .

Rappelons gu'un nombre de Pisot réel est un nombre réel 6 > 1 possédant les deux
propriétés suivantes : § est un entier algébrique sur E', de degré n > 1 (si
n=1, 9§ estun entier naturel =2 ) ; les n - 1 conjuguds de § différents
de © sont des nombres réels ou complexes de valeur absolue strictement inférieure
a 1.

7 N
IEORAIE 1. - Soient @ > 2 un nombre réel, Ae l'ensenble de toutes les somnes
finies ZkgO & ek ou g, = O ou 1, et soit Ty 1la période attachée 2 Ae .
Alors

(2.1) T
(2,2) T

g =+ "7 4 6 n'est pas un nombre de Pisot.

)

Le théortme 1 (prouvé au § 4) montre que les propriétss arithmétiques de A

]

0 si 8 est un nombre de Fisot.

jouent un r8le considérable cans le calcul de la période. Si 6 n'est pas un nombre
~ de Pisot, on forme pour tout entier j > 1,

re 64+, 0y,

G 1 J-1

ou la somme est étendue & toutes les suites (eo g see ej 1) de O et de 1.

Pj(t) =293 exp 2m(e

En utilisant le théordme de Pisot ([5], p. 93), on voit facilement que, sur toute
partie compacte K da R ne contenant pas O , Pj tend uniformément vers O .,

Cependant Pi(O) =1 . Aiusi 1la période attachée & Ae est + o .

Pour prouver le théordme 1 lorsque 6 est un nombre de Pisot, nous allons intro-
duire une famille d'ensembles A de nombres rdels, les "modéles réguliers" pour
lesquels la période égale la densité. Puisque cette dernidre propriété ne saurait
8tre vraie en général (voir le théortme 1), la définition des moddles doit 8tre trds

précise.

3. Les modéles réguliers de nombres rdels et le calcul des périodes qui leur sont

&Et da’léés N T e~ ~——
R S

Soient R la droite réelle, & un groupe abélien localement compact métrisable
et séparable (il existe une partie dénombrable dense dans G ), et R x G 1le groupe

produit. Soit i : Rx T ==->R et j: Rx G -—>G les projections canoniques.
~~ "~ L
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Nous faisons 1'hynothise suivante. Le groupe produit R x G contient un sous-
T~

groupe discret D ayant les trois propriétés que voici
(3.1) (R x ¢)/D est compect,
(3.2) i3 D =—=> R est une ap~lication injective d'iiage dense,
(7,3) j : D ===> G est une application injective d'inage dense.
Soit U < G wune partie compacte de & intégrable au sens de-Riemann : la fron-

tidre de U ect de mesure nulle pour la mesure de Haar de G .

DEFINITION 2. - Le modéle réiulier A , aéfini par G, D et U, est 1'ensemble

——

de tous les i(d) , de D, tels que j(d) e U

b

Nous allons voir dans un instant que la période attachée & un moddle régulier

est dcale 3 sa densité. Donnons d'abord des exernples de modéles réguliers.
= 1Y

Soit P 1'ensemble des nombres premiers p 2 2 , et soit A 1l'ensemble des en-

tiers rationnels #+ 1 et £ p, pe P . Alors A est un mod>le réguliere. Soient,

en effet Q le corps des rationnels, A 1'anneau des addles de Q , 1 : Q -->1R
1'injection canonigue, et A' 1'anneav des addles incomplet obtenu, en "oubliant',
dans la construction de A , la place i sur Q . Alors A =R x A' , et Q de-

vient un sous-groupe de A possddant les pronriétés (3.1), (3.2), (2.3)

Soient P 1'ensemble des nombres oremiers p > 2 , ’p 1'anneau des entiers p-

adiques, et I {o la valeur absolue p-adique. Soit enfin U 1la partie compacte de
it
M Z_  définie comme suit : v = (v_) apnartient & U si, pour tout e P
=P 2p 3 \”p’pEP Pr y P 2 ’
lyplp = 1 sauf, peut-8tre, pour une valeur exceptionnclle de p »our laguelle

T

p_l.s Iyplp <1 . L'ensennble U est de mesure nulle, car ﬂpEP(l - p“l) =0 et le
modile A , défini par A' , Q et U , est 1l'ensemble des enticrs rationnels + I
et +p, PEP.

De la ménme fagon, on vérifie que 1l'ensemble A des entiers rationnels de la forme

2 - \ ’ 3
+n , n>21, est un modele régulier.

-~ A Y
TIIEORENE 24 — Tout moddle rég-lier A de nombres réels a une densité uniforme

d =20 : Tout intervaile [t , T+ TD de nombres réecls contient 4T + o(T) poinis

de A le o(T) est uniforme en t pour T ——=> 4+ o ,

La période attachée & A est égale & la densité d de A . Plus précisidmont,

a
(3.4) 5i 1la longveur d'un intervalle I _de nombres réels est supérieure & d , il

existe une constante C > 0 telle que, pour toute somme trigonométrique P , dont

les fréquences anpartiennent & A, on oit supp iP’.s C Supy lPk .

—~

(3.5) Au contraire, 81 d > 0 (9}est-é~dire si U a une mesure positive) et si la

longueur de 1l'intervalle I est inférisure & d , toute fonction continue

gt I -—=>C ecst la restriction & I d'ane fonction presque périodique

f: R=-->C dont lcs fréquences appartiennent & A »

~e
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La preuve du théoreme 2 scra donnés sux § 6, 7, 8, 9, Hous montrerons, au § 4,
comment déduire le théordne 1 du théorsme 2. Faisons, tout d'abord, guelques renar—
ques. La propriété (3.5) entraine que la période attachée & un modéle régulier cst
égale a sa densité, Bn effet, si d >0, soit J wun intervalic compact de nombres
réels dont la longueur est inférieure & d § soit I wun intervalle compact de nom=—
bres réels dont 1l'intérieur contient J et dont la longueur cst encore inférieure

4 d . Soit enfin g : I ===> (0, () une fonction continue non identiquement

°

nulle, mais nulle sur J . Alors g est la restriction d'une ionction presque pé=-

riodique f : R =---> C dont le spectre est contenu dans A et qui, sur J , vaut

0 : f n'est pas déteruninée par sa restriction & J .

Le calcul de 4 , densité de A , est facilité par l'observation suivante : lors—
que G et D sont fizxés et U variable, 4 = y(G , D)mes U 3 la constante
v(G y, D) >0 ne dépend que de G et D et de la normmalisation de la mesure de
Haar de G . Par cxenple si R x G est l'anneau des adeles de Q et si D= Q,

"~ L

v(¢ , D) =1 ([4], § 4). On a alors le corollaire suivant.

COROLLAIRS t. = La période attachée & l'ensemble des nombres premiers est nulle.

COROLLAIRE 2. - La période attachde & 1l'ensenble des carrds parfaits est nulle.

Sans utiliser le théortue 2, on »eut démontrer, de facon élémentaire, les corol-

laires 1| et 2. I1 n'en est pas de néme pour le corollaire 3 suivant.

CORCLLAIRE 3. = Soit K wun corps réel de nombres algébriqucs de degré n sur Q .

~

Soient Gy 9 ese g O les n isomorphismes de K dans C ordonnés de telle sorte

(]

que o, soit 1'injection canonique de K dans R . Soient enfin © 1'anncau des

~

entiers algébriques de K y e8¢ A l'ensemble des A € O tels que

#oz(x)] 1y eeey ]cn(k)l <1l

Bn d'autres termes, 1l'ensemble A est compos? de - 1, de 1 et de tous les

nombres de Pisot ou de Salem de XK dont le degré sur @ c¢st n . Soit r le nom=-
& =€ non-

bre des plongenents réels de K ; posons n =1 + 25 « Soit enfin D 1le discrimi-

nant absolu de K . Alors la densité de A et la période attachde 3 A sont égales

I""-' S . 4 ’ \ ,_ . e
et valent 2 ~(2m)7/ ]D] s €t 128 conclusions du théoreme 2 sont vérifides.

4. Le théordae 1 est un corcllaire du théordne 2.

AP i M M, o~

Soit © > 2 un nombre de Pisot, soit K = 3(9) le corps de 6 , et soit
i K -——» k& 1'injection canonique d'inage dense de X dans R o Soient A 1'an-
neau des addles de K , et G 1'anneau des addles incomplet obtenu en oubliant,
dans la construction de A , la place i osur X . Alors A =R x G y et K devient
~
canoniquenment un sous-groupe discret de A ; A/K est un groupe comnact. Enfin les
deux projections i ¢ A -—->’E et j: A --—>G , restreintes & K , sont injec-

tives et d'inages denses ([7], ch. IV).



Li=C5

) “r * S <rdh 3 .l
Soit P 1'cnsemble des places » sur £ , et soit P' IVewseudile P privé de 1.

Pour tout pe€ P , soit K_ lo complété de K pour la valeur absolue correspen-
I P
dante, notée i ;r , et soit O 1'anneau compact raximal de Kp defini par
J
|x| <148 g€ K est un nonbL= de Pisot, on a |6]p <1 pour tout, ne P!

et, de plus, lelp <1 pour les n - 1 places infinies de P! (une place infinie

correspond & XK =R ou C_). La formule du produit donne ‘8] .
D'autre part, péur tout pe€e P!, on a soit ]ul =1, soit ?2 1/2 . L'ensemble

F des pe P! tels que I@l < 1 est donc 11n1. Pour tout p€ F soit p(e)

l'image de ¢ dans Kp sona |p(8)] <1

On construit une partie compacte U de G comme suit (y >pEP' appartient

-

U s'il ewdiste une suite de 0 et de 1 telle que, pour tout pe I,

@ (o
y 2k>0 € p(e)) tandis qgue, pour p é F ’ iyl ~$ 13 U est donc lec produit
V

ﬂpEP'\F 0

pacts maxinaux des sutres complétés. La mesure de U

d'un ensemble compact synétrique dc ﬂ;EF Kp et des anneaux com-

t égale a celle de V , ct
la formule du produit montre facilement que la mesure de V est nulle (Pour tout
k>1, V peut 8tre recouvert nar 2k coupacts de mesures < C HUEP' leli o La
formule du produit nontre que la mesure de V ne dépasse pas ce“k 2k y 8 2>2,
et V a donc une aesure nulle. Voir [2], p. 14).

T

Soit I le modile régulier défini var ¥ , G et U . La période attachde & Ii
est nulle, et 1l'on vérifie sans peine que A eost contenu dans i « Le théoréme 1

est donc prouvé,

5. Enoncé du théoréme 2 dans le cadre des grounes abéliens localement compacts.

Nous allons d'abord définir les modtles dans ce cadre géndral.

Tous les grounes abdliens localenent compacts considérdés ci-dessous seront aétri-
sables et sépsrables (clest-i-dire contenant une partie dénombrable dense). Cepen~

dant les énoncés et les preuves pourraient 8tre dcrits sans cette dernidre restric-

tion.
Soient Gl ot G2 deux groupes abéliens localeaent compacts, I, et FZ les
L
deux groupes duaux, G1 x G2 et I, x F les groupes produits correspondants et
enfin

s G — G : ———
P, 1% G2 > 1y Py G, x G > G,

° ™ ———
q; 8 Ty ox F2 > Pl N Fl

les projections canoniqucs.

X I"2 7--—-> F2

Nous allons, dans tout ce qui suit, faire 1'hypothése suivante

Il existe un sous-groupe discret D de G1 X G2 tel que le groupe quotient

restreintes & D , soient deux appli=~

(Gl x G2)/D soit compact et que P, et Py 9
cations injcctives et d'images denses dans G1 et G2 respectivement.
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Soit A < Fl x F2 le groupe des (yl ’ yz)e Fl X FZ tels que, pour tout
(xl R x2}65 D, on ait xyl(xl) = Xyz(x2) . AMlors A jouit, vis 3 vis de r, et

F2 des m&ues propriétds que D vis & vis de C-l et G2 .

Nous sommes mes maintenant en mesure de définir les moddles (de Fl ).

/
DEFINITION 3. ~ Soit U wune partie compacte de F2 «.Le modele AU) défini par
Fl ’ F2 s A et U est alors 1'ensemble de tous les y, € T& tels que, pour un
certain Y5 ev , (yl ’ y2) appartienne & A

s ; ro -+ N fosos .

Pour tout modile A de Fl s nous désignerons par A un modile défini a l'aide
. . . o+ X

des mémes grcunes F2 ¢t A , mals avec une partie comvacte U de F2 dont 1'in-
térieur contient U o De mBrne, A sera défini 2 1'aide d'unec partie compacte U

' s X . - o+
de T, contenue dens 1l'intérienr de U . Ainsi A < A C AT,

2
I1 est facile de voir qu'un moddle A de Fl est uniformément discret : il
existe un voisinage W de O <ans Fl tel que, pour deux A différents dans A,

les A+ W correspondants soient disjoints.

Avant d'énoncer le théordme 2 dans le cadre des groupes abéliens localement com—
pacts, quelques définitions supplémnentaires sont nécessaires. Soient G un groupe
Al

abélien localement compact, T le groupe dual, ¥ une partie compacte de G et

A une partie discrdtc de [ (tout point de A est isold dans A ). Nous écrirons,

Q

(5.1) K <A, siles norues sup o} t  su ) sont dquivalentes sur 1'es—
A Pr d

pace des fonctions ¢ : T =—=> C , continues et borndes, dont le spectre est conte-

nu dans X .

T

(5.2) K << 4 » 81 toute foncticn continue g : K --=> C est la restriction 2

K d'une fonction presque-périodique f : G --—> C dont les fréquences appartien—

nent a3 A o

(5.3) K> A s Si tout fonction bornée b : A ===> C est la restriction & K

d'une fonction ©» ¢ I ===> C continue ct bornée, dont le spectre est contenu dens
~
K o

(544) K >> A s Si les normes su

Pg QPI et supy ]Pi sont équivalentes sur 1l'es-
: G ~—=>C dont les fréquences appartiennent 3

pace des sommes trigonométriques P
A .

-

. X . L+ - . .
Enfin, pour toute compacte K de G, K  désignera n'inporte quelle partie com-
pacte de G dont 1l'intérieur contient K , et X désignera n'iaporte quelle nar—

tie compacte de G conteiue dans 1'intéricur de ¥ .

Avec ces notations, nous pouvons énoncer le théordme 3 (ddmontré & partir du § 7).

- \
TAEORED 3. -~ Soient X < Gl une partie compacte, et A S T. un modéle. Avec les

-

. ; . . - + - .
notations ci~-desus, X < A cntraine X << A ct, de méme, K > A entraine

+ -
K > A .
Le contenu intuitif du théordmec 3 est le suivant : Si A est un moddle et X un
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compact, les deux nropridtés "faibles" K < A et K > A sont, "2 ¢ prés", res~
pectivement 4cuivalentes aux doux propridtés "fortes" X << A et K >> A . Dans les

applications, la vérification des propriétés faibles est relativement aisée.

6. Le théorene 2 est un corollaire du théoreme 3.

B PP s e TP

Si A est un ensemble uniforid .ent discret de nombres réels, nous poserons

1

Dens A = limy  inf o T " Card‘An [x, x+ 7]}
Dons \ e 1 17 -1 2 f i !
Dens A = lim, _ sup,_p T = Cardfdan [x, x+T]}.

Pour tout intervalle compact K de nombres résls et tout ensemble uniforaénent
. , -
discret A de nombres réels de longueur |k| ,

!

(6.1) K < A équivent & |K| < Dens A et K> A & |K| >Dens A ([3], p. 38).

Si A est un wd>le de nombres réels défini & 1'aide d'une partie comyacte U de

P o
F2 d'intésieur U™ , on a

(6.2) Dens A = v mes U° et Dens A <y mes U ; la constante y > O ne dépend

que de Fl ’ T2 et & ([4]¢ 4).

Nous sornmes maintenant en -iesure de prouver le t:éordme 2. llontrons par exeiple

(3.4).

Soit, pour tovt ¢ >0, U! wune partie comacte de T dont 1'intérieur contient

?
U , mais telle que mnes U' < mes U + ¢ . Définissons le §odéle A' 3 1'aide de U' .
Alors Dens A! < y(mes U + ¢) < Dens A + YE (par 6.2). Si |I| > Dens A , il existe
un intervalle J contenu dans 1'intérieur de I , et un ¢ >0 tels que
|J| > Dens A' . Donc J > A et, en apnliquant le théoréme 2, on obtient I >> A .

On raisonne de m&me pour montrer que I << A dés que iII < Dens A

7. La preuve du théoréme 2 : une prowosition préliminaire et un espace de fonctions
- “~ -~ E N

de tests.

e Y

Soient G un groune localeazent compact, I’ le groupe dual, et A ST un ensem-
ble uniforménent discret (il y a un voisinage 1 de 0 dans [ tel que les en-
sembles A + W soient deux & deux disjoints lorsque A déerit A )e

. - . -+ ’ .

On rappelle gue si K est une partie compacte de G , K désigne n'importe quel

compact de G dont 1'intérieur contient K et de méme X  désigne n'inmporte quelle

partie compacte de G contenue dans 1'intérieur de K .

PROPOSITICH 3. ~ Avec les notations ci-dessus, les implications suivantes ont lieu

(7e1) K << p==>Kk <A,
(742) K >~ A ===> K > A .

I1 peut paraitre étrange que la eonnclusion soit affeiblie par l'obligation d'uti-

. e + ,o_ -
liser K et K . C'est, cependant, inévitable.
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Par exenple, si K=(0, ) et si A est la réunion de Z et de la fréquence
/2, on a bien K << A , mais on n'a pas K < A (8 6). De ntme, si X = (o y 1)

et si A=72, ona K> A sans avoir X > A .

La preuve de la proposition 3, ainsi que les preuves suivantes, nécessitent la

construction d'un espace gG) de fonctions de tests sur le groupe G .

~

Soit Sk(gf) s k>0, 1l'espace de Banach des fonctions f : R —-—>.g qui
sont continuenent dérivables jusqu'a l'ordre k et qui, ainsi que toutes leurs dé-
rivées dtordre <k , sont o1 + ixl)-k 3 1t'infini. La norne évidente dans gk(E?)
est notde Hf”k .

Soient G un groupe abélien compact, T le grouve dual, e¢ n >0, k >0 , deux

~

. tq ¢ . n I . \ n
entiers. Un ¢élénent du groupe produit R x G sera écrit (t y X) o t € R et
~ ~

xe G ; R° est {0} . Hous définirons 8k(Rn x @) comme 1l'espace des fonctions
continues f : R x G —-=> C qui s'écrivent

x) = fla Il = JIfll < :
£f(t , x) ZQEF ay(t) xy(x) avec ZVEF ”3 e Nl <+ o 3
nous venons de définir 1la norme de f dans Skﬂgf x G)

BEnfin, soit ¥ un groune abélien localement compact, ot soit Ho un sous=-groupe
. SN . . :
ouvert de H de la forme HO =R x G, ol n>20 et ot G est compact. Soit D

le groupe discret H/HO « Pour toute fonction continue f ¢ H -—> C et tout

he H, f : H--->C est définie par fh(x) = f(x + h) .

~
Nous écrirons que f € Sk(H) si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
. . - | v
our tout h € H, f_ , restreinte » H_, appartient & & (H ) et 2 £ ! <o
D ? h ? o ? PP k( 0) D” 1 (H )
la derniere scme est définie en choisissant, pour tout d € D, un h et un seul

dans d + Ho .

On appelle $(¥) 1'intersection des Sk(H) , k>1.Alors $(H) est une al-
gébre de fonctions de tests sur H , stable par transform‘e de Fourier. unfin si
A ©H est une partie uniforménent discréte de 1 , on a, pour tout o € S(H) ,
ZNEA Ia(h)l < 4 » o La formule de Poisson ([7] chap. VII, § 2) est apnlicable aux

fonctions de la classe 8 .

Preuve de (7.1). - Pour uontrer la propriété K < A , il suffit de trouver, pour
toute partic compacte K  contenue dans 1'intérieur de K , une partie corvnacte K!
dont 1'intérisur contient K et une constante positive C tels que, pour tout
Yy € TI', on puisse écrire, sur K' , le caractéere xy(x) comme une sorme trigonomé-

trique
<
e alh , v) X, telle que Zhe,'\ lalh , v C .

Alors, pour toute fonction continue et boernde @ ¢ [ ——=> C dont le spectre est

contenu dans K et pour tout v € ' , on aura

oly) = 252, 8k 5 ¥v) o(0) ,
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ce qui entraine lm(y) S “upA lr(A)l

Appelons ¥V un voisinage conpact symétrique de O dans G assez petit pour que
K + V soit contenu dans ¥ . Soit o€ 8(G) une fonction de test, nulle hors de
V , et d'intégrale égele & 1 . Posons K' = K + V. Pour tout vy € I' , soit gY
la restriction du caractére Xy 3 K!', et soit enfin f_ 1l'extension presque pé-

riodique & fréquences dsns A de g 3 fY = g, sur K! et ny”w'$ C' + Soit
aY = axY s alors &Y(y) =
Puisque A est uniforménent discret et que & € $(I") est & décroissance rapide,
Supp. E& la] = suyp la (K =C"< + o,
Posons PY = f xq « 8 xeK , (x) a (y) xy(x) = xy(x) « La série de

Fourier de PY gst ghé\ a () f (A) Xx? :) ot 1'0n a
2-leA | (h)ilf (l)l C"Hf ., scmer .
D'oh K < A

Preuve de (7.2). - Quelques définitions supplémentaires sont nécessaires. Par
transformation de Fourier, l'algébre de groupe Ll(G) devient isométriquement une
algébre de foretions continues sur le groupe dual [ , nulles a 1'infini et, dans
cette algdbre A(T) , le produit est le produit usuel. Pour toute partie fermée B
de I , soit I(B) 1'idéal de tous les éléments de A(T) nuls sur E , et soit
A(E) = A(1)/1(E) 1'algtbre quotient nunie de la norme quotient ; les éléments de
A(E) peuvent 8tre consiiérés comme des fonctions g : B '““>,E qui sont des res-—

trictions d'élénents de A(T)

Soit K wune partie compacte de G o L'espace dual m(E) de A(K) est 1'annule—
teur de I(K) . Un élément S de H(K) est donc une distribution 8 portée par

K . La norme de S dans N(K) est sup. |S].

On désignera, dans tout ce qui suit, par P wune somme trigonométrique finie dont

les fréquences appartienncnt & A

P(X) = Z)\EA 3.)\ X)\(X) .
On posera alors HPHA = ZﬂEA lakl « La propriété K > A résulte de l'existence

d'une constante positive C telle que, pour tout P ci-dessus, on ait

En effet, toute fonction bornde b 3 A => C appartient au duval de £1(A) et,
grace 3 (7.3) et au théordie de Hahn-Banach, définit une forme linéaire continue
sur A(K) . I1 y a donc une distribution S , portée par K , telle que

SUpp Is|] < ¢ sup ] , et que §(— A) = b(A) pour tout A= A .

’ - 0 A
Définissons ¢ ¢ I ===> C par o(y) = S(= v) 3 le spectre de ¢ est contenu

dans K, ow=Db sur A et supr. Iul C sup Ibi .



Nous allons donc prouver (7.3) avec K+ au lieu de X .

La vérification de (7 3) repose sur les deux lemmes suivants.

LEMME 1., - Si A est uniforménent discret dans I , il vy a une partie compacte

L de G et un constante positive C telle que HPHA < CHPHA(L) pour toute somme

trigonométeique P dont les fréquences appartiennent & A .

La preuve du lemme 1 est immédiate. Soit V wun voisinage de 0 dens I' tel que
. 1
les différents X+ V, A € A, soient deux & deux disjoints, et soit a’€ L (1)

by

une fonction 3 veleurs >0 , d'intésrale égele & 1 et nulle hors de V .

Pour toute mesure 4 finie portée par A , on a donc HM“ = Hp x aHl (Huﬂ est
la masse totale de Yo Soit o € A(G) 1a fonction dont ia transformée de Fourier
est a . La transformation de Fourier donne HPH = WQP“A(G e« I1 ¥y a un compact L

c
assez grand pour que, sur son complémentaire (note L), on ait HaH g < 1/2
ACL

tandis que HQHA(G) = 1 3 on peut donc écrire « =3 4+ VvV 5 OU HBHA(G) <2/3 et

vy=0 sur L., D'ou
IIP1A l[aP”A(G) ”OP lA(G + :IYP:]EA(G) S %HP”A + %ilPHA(L) et ”PHAS BHPHA(L) .

LELIZ 2, - Pour toute partie compacte L de G et tout voisinage V de O

dans G , 11 existe une constante C >0 +telle que

1] .
(7.4) fllyy < © supl| * ofl, ;
f est un élément srbitraire de A(G) et le sup est étendu & tous les éléments
¢ de Ll(G) dont le support est contenu dans V et tels que H¢H .
On rappelle que || ||~ désigne la norme uniforme.

Soit, en effet, x, + Vg evey X + V un recouvreient de L par des translatés
de V , et soit Py 9 eee sy ® une partition de 1'identité, formée de fonction de

A(G) et subordonnée & ce recouvrement : le support de chaque mj sy 1<j<&nn,

est une partie compacte Lj de 1l'intérieur de xj +V.0n a
el n o
ey = 27 #ogllaqey < 27 Mooyl 3 2y el y -

On peut trouver une suite *j y 1 £3j&n, d'élénents de Ll(G) telle que cha-

. ’ [
que ¢j soit portée nar le Xj + V correspondant, que H¢me <1 et gue

r
ilais w‘(x) = 9.(x - Xj) y OU ej €L (G) ’ Gj est portée par V et Hé.”m <1l
Ainsi Hf([(c ) S < 2\if % @H pour une certaine fonction ¢ décrite par le leume 2.
Finalement “ WA(L) n supr * ¢Hm .

Revenons alors a la preuve de (7.,,. Définissons L par le lemme 1, et soit V

un voisinage compact et symétrique de O , assez petit pour que XK + V soit contenu
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dans K . Alors, par les lemmes 1 et 2 et (7.4), on a

HPHA\S C sup”P * QE < 02 ”PH

Fas

| < ¢, suplP % o ,
Lc3 ) 2 ; lL._ A{A+) ’

(x)

(e sup est dtendu aux fonctions @ de Ll(G) , nulles hors de V , telles que

fell, < 1 ).

8. Réduction du théoréme 3 & un principe de dualité.

Bl oy o e g e e e e o

Nous reprenons les notations du § 5. L'ensemble A est défini a 1'aide du compact

U de F2 . De fagon analogue, la partie compacte K de G1 permet de définir un

ensemble discret M de G2 : M est 1l'ensesble de tous les m = X, € G2 tels que,

pour un certain x, & K <G, , (xl , xz)e D.

PROPOSITION 4. - Pour toute partie compacte K de Gl et tout modeéle A de Tl;

K < A entraine U >>H , tendis que K > A entraine U <<l .

u

Rappelons que U  désigne un compact arbitraire contenu dans 1l'intérieur de

Les propositicns 3 et 4 donnent aussitét le théoréme 2. En effet, on a, d'une
part, les implications
K < A==>U> M ===> U > M ==>K << A"
(Cette dernidre implication vient de ce que les rfles joués par le couples (x ’ A)
et le couple (U , M) sont symétriques). D'autre part, soit U' un compact dont
1'intérieur contient U , mais qui est lui-m2me contenu dans 1'intérieur de U .

Alors

K> A===>U! << M ==>TU <M =>K>> N\ .

9. Démonstration du principe de dualité.

- e Ptz

La preniére partie est presque évidente. Soit P F2 -—=> C une sonme trigono-

métrique finie, dont les fréquence®appartiennent 3 la par*ie discrete M de G2 g

P(yz) =:Zﬂt__i..=.a,m xm(y2) . Nous allons lui associer une somme trigonométrique finie
Q : Fl — S , dont les fréquences appartiennent &2 K ¢ Q est définie par
(941) oy,) =2a xxl(yl) ’

ou la some est ét=ndue & tous les couples (Xl , )€ D, x, € K, me .,

Des relations trds simples relient P et Q : si (yl ’ y2) € A et (x1 ’ n) € D,

on a X, (yl) = xm(y2) s Ce qui entralne

1
9.2 7y = / i
(9.2) Wy) =2(v,) si (v, ,v,)€n.
Puisque ql(A) et qz(A) sont denses dans Fl et F2 sy On a
(9.3) sup.. |Q] = sup. |P] .
r1 F2

Pour obtenir 12 prenitre partie de la proposition 4, il suffit d'écrire :
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supr2 iPi = suprl }Ql.g C sup , |QI £C SuPyy IPI .

La npreuve de la seconde partie de la proposiftion 4 2st nlus délicate. Nous =llons,
en fait, nontrer le résultat suivant, qui, par approximations successives, teriinera

notre preuve.

PROPOSITIOH 5. -= Si K > A et si U  ost un compact contenu dans l'intdérieur de

U, il existe vne constante C > O telle que, pour toute fonction continue g :

U ——> 7 et pour tout ¢ > 0 , on puisse trouver une sorme trigonométrique finie

P: T

5 === C ayant les nropridétés suivantes

(9.4) sun _ |g - P| <¢C sup _ |8 ,
1 U

g1

(9.5) sup, |P| < ¢ sup _
2 U

(9.6) Les fréguences de P appartiennent & M .

La construction de P (ou plutdt de la some trigonométrique Q qui lui est as-
sociée par (S.1) semble tres simple : g pernet de définir une fonction g @

J—— E‘ par E(yl) = g(y2) si (yl ’ y2) € A o On prolonge g en o ¢ Fl —é}g
telle que supr !m|.s C sup _ ]EW , et dont lc spectre est contenu dans K . Ceci
1 A

est possible car XK > A

Si, par chance, © est une somme trigonométrique Q , dont les fréquences appar—
tiennent a pl(D) , c'est gegnd. Con:c ceci n'a aucune raison d'avoir lieu, tout le
probléme revient a approcher « par de telles sommes trigonom#étriques. Cette appro-
ximation se fait en convoiant « par certaines mesures discretes Oj que nous
allons maintenant dé7inir en présentant dfabord la fonction s & l'aide de laquelle

les Gj sont construitss.

(a) Les fonctions s , s!' et s" . - Soit V un voisinage symétrique de C ,

compact, et tel que U + V soit contenu dans U . On peut prolonger la fonction
continue donnée g : U ——=> C en une fonction continue de U damns C , encore
L d ~

o
L ®

notée g et telle que SUDy !g} = SUD-

Soit € wun nombre positif arbitraire. On peut trouver une fonction s € 8(F?) ’

positive et jouissant des quatre propriétés suivantes.
(9.7) st = LZ lstv ) lay, =1,
(9+8) La transformée de Fourier r de s a un support compact,

(9.9) s peut s'écrire corme une somme s' + s" de deux fonctions positives de

S(FZ) , ou s' est portde par V et Hs"”l <ée3,

(9.10) sup _ |g - & * st|< (e/3) |el_ -

(b) Les mesures o 4, o' ot " . Lamesure p o — A 1'aide de Ta fonction
s € S(F2) y on peut définir une mesure atonmique (non bornée) o s pcrtée par

ql(A) < Fl y de la facon suivante : la masse de o , en chague point ql(ﬁ)
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de ql(A) sy 6 € A, cst égele & s(q2(6)) o On définit de méme o' 3 1'aide de
st , et o" 2 1'aide do s" .

Fnfin, on désigne par p 1la nesure atonique (non bornée) portée par pl(D) et
dont la masse en chaque pl(d) , de€ D, vaut r(p2(d)) .

Alors, le suport de o est localement fini et la transformée de Fourier (au
sens des distributions) de o est p « En effct, pour chaque fonction test

a € S(Fz) , on a
A-—-Z’\ _ A
(o, 8) = A a(yz)S(yl) 25 a(Xz)S(Xl) ’
gréce 2 la formule de Poisson, ce qui vaut {(p . a) «

c) Les mesures o, , ot , sV, r. ! et ! . - Soient (w.). une suite
(o) Les mesures o5, o 5 55y 755 0 ot (05) 21 -
fondamentale de voisinages compacts de O dans G1 ’ aj une fonction définie po=
sitive de S(Gl) s portée par uﬁ ¢t telle que @.(0) = 1 . La fonction aj est

la transfornée de Fourier d'une fonction aj € S(Fl) . On pose Gj =a, 0,

J
05 = aj o' et Gg = aj o" ., Alors o. , 05 et ol sont maintenant des mesures a=-
tomiques et borndes portées par ql(A) < Fl .

Calculons, par exemple, la norme de oj e On a
! = = Z - °
chd 2, aj(yl)s(yz) D dj( x,)r(x,)

Puisque le support de r est compact, dés que j ecest assez grand, le seul tere

non nul dane cette dernidre somme est «(0)r(0) = 1 . On a donc chﬂ = 1 pour
jajo'
Soit T, la mesure atomique et bornde, portée nar qz(A) <7 et définie par

Tj{q2(6)} = cj{ql(é)} pour tout & €A « De méme 75 et :rg sont définies a par-

tir de o' et 5" . On a
J J

lim

]

o T

et 75 tend vaguement vers s'(yz)dy2 comric on le voit aisément en utilisant encore

la formule de Poisson pour calculer soit HT;H soit le produit scalaire de ¢! et

) HS"Hl <e/3,

..

d'une fonction test.

(d) Propriétd d'approxiation de la convolution par Oj o = Appelons g : U -xC
une fonction continue, A 1'ensemble des Yy € ', tels que (yl ’ y2) € A pour un

certain s e U, et associons a g : U -—->‘E une fonction g ¢ A =——=> ¢ défi=
nie par gy ) =ely,) =i (v, ,v,)en, v,eV.

Soit o ¢ Tl -——>‘£ n'inporte quelle fonction continue et bornée dont la restric-
tion & A soit g .

Avec ces notations les produits de convolution o * gj approchent ¢ de la fa-

¢on suivante,

LEMIE 1. - D&s que j est assez grand, sup - lﬂ -w % Ujl < e“m“m .
A




e
Preuve du lecmme l. = l&s que Jj est assez grand, on a sup _lg— g *75] < -2-!|g|]m ,
U
car g est continue sur U tandis que 'L5 est portde par V et tend vaguenent

vers s'(yz)d;f2 qui vérifie (9.10). Mais 75 est une mesure atomique portée par
qz(A) , et si yl eU et (yl ’ yz)e A, on a

(-c*1)) =GE-2xa)ly,) =(e-vxal)y,) .
D'ou sup _ |$ - % cgi.S (Q/g)H“Nm o Mais ”05”~5 ¢/2 dbs que j eost assez
grand, ce qui achéve la preuve du lemme 1.

(e) Prooridétés de régularisation de la convolution par Gj .

LEME 2, - Soit o.: Fi -—> C une fonction continue et bornée dont le spectre

est contenu dans ume partie compacte K de G telle que ¢ restreinte & A

1 ’
vaut 2 et telle que H@Hﬁ.s CHgHm . Soit Qj =@ % Oy ¢ Alors une sous-suite des

Qj converge uniformément sur tout compact vers une somne trigonométrique finie

Qs Fl ~—> C dont les fréguences appartiennent &3 Kn pl(D) et telle que

sup _ Jo - @ < ellel ot lldl, < cllel, -
A
Le lemme 2 achtve de prouver la proposition 5. Pour prouver le lemme 2, remar-—

quons que les Qj sont uniformément bornées sur Fl et que leurs spectres sont

contenus dans le compact fixe K . Donc les Qj sont uniformément équicontinues,

1
fonction bornée continue Q dont le spectre est une partie de K . Le lemme 1 donne

et une sous-suvite des Qj converge uniformément sur tout compact de T vers une

a4 la limite, sup _lw - Ql~$ sCHgHm « De n8ue, on a
A

lall, < zimflagl, = clil,, -

I1 reste & montrer que Q ocst une somme trigonométrique dont les fréquences appar-

N

tiennent & X A pl(D) .

La mesure Gj a pour transformée de Fourier aj * p o Soit B 3 G1 ~—=> C une
fonction test, nulle au voisinage de 1l'intersection finie E de K et du support

de P e
Alors (aj * p)ﬂ est nulle sur un voisinage de K si J est assez grand.

Soit % la distribution (portée par K ) qui est la transformée de Fourier de
© o« On a IG (aj * p)B@ dxl =0 si j est assez grand. Cela entraine
Al ~
IF (cj % @)D dy1 = 0 et par simple passage & la limite rF QB dyl = 0 + Le spectre
1

1. _
de l1a fonction continue et bornée Q ecst contenu dans 1l'ensemble fini E : Q est

donc une so e trigonométrique.

10. Complément : 1'ensenble des entiers quadratfroi.

Lppelons A 1'ensemble des entiers rationnels sans diviseurs carrés : si Py <

P, < ees est la suite croissante des nombres vpremiers, un élément n de A peut
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€1 E2
1 P2

gj =0 pour J essez
grande Nous allons voir que A est un modele sans 8trc un modele régulicr § le

8tre éecrit n = *p ess g 00 E,=0 ou 1 ot

théoréme 2 prend alors la forme suivante .

7N
THEORZME 4. — La période de 1'emsenible A des entjers rationnels quadratfrel est

6/n2 . En rovanche, pour tout e > 0 , il existe unc fonction continue g :

(o, e) —=> C qui ne peut tre prolongée en unc fonction continue f : R ===>C

dont les fréquences soient quadratfrei,

Appelons T 1la période de A , et montrons que T ;-6/ﬂ2 . Pour tout ensemble A
de nombres réels, on a T > Dens A comme lc montrent (6.1) et la proposition 3.

Dans notre cas, Dens A ;,6/n2 ([1] p. 269, th. 333).

Montrons donc que T < 6/112 . Pour cela, nous devons vérifier que A est un mo-
ddle. Comme au § 3, A = A' x R est l'anneau des adbles de Q et, pour tout nombre
. . a2 R )
premier pe P 4 Up est le complénentaire de p Z% dans Ep e Soit U = ﬂpePUp 3
U est une partie compactc de A' , dont 1l'intérieur est vide et dont la mesure est

-2 2 o . ..
npeP(l -p %) = 6/n° . Soient enfin U, le produit

U X eee x U x1l z (n=21)
P, . P, Pp, P

et An le modeéle régulier défini par Un e Alors A< Ah , n>1, et la période
de [\,n est 4gale & la densité de A, qui tend vers 6/TT2 lorsque n tend vers

1tinfini. Ainsi T < 6/m° .

Pour tout cnsemble A de nombres réels, soit T 2 0 le supremum des longueurs
des intervalles I tels que, restreintes & I , les fonctions presque périodiques

4 spectre dans A deviennent n'inporte quelie fonction continue sur I .

Alors (6.1) et la proposition 3 donnent T < Dens A « Le théordme 4 résultera de

la propriété suivante.

LEME. - On peut trouver des intervalles [ak ’ bk) d'entiers, arbitrairement

longs ¢t ne contenant aucun entier quadratfrei. La m&me propriété vaut si '"quadrat-

frei" est remplacé par "™'cst divisible par aucun cube', etc.

En d'autres termes, Dons A = O . Voici une démonstration trés simple de cette
propriété. Si la conclusion du lenme était en défaut, il existerait un ensemble fi-
ni F d'entiers tel que A+ F =’§ e« Soit P! (resp. A, Z) 1'ensemble des

vy € A' tfels que (x , V) €Q pour x€ F (resp. A Z) ¢ On eurait alors
(10-1) A, + Pt = ZI .

Mais la fermeture de A' dans A' ost contenuc dans le compact U ;3 F!' étant

fini, celle de A' + F' cst contenuc dens le compact U + F!'

Donc, (10.:) entratne Fgep Ep c U+ F', ce qui est impossible : une réunion fi-

nie de compacts sans intérieur est sans intérieur.
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