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Séninaire DILL CE-PISOT-POITOU ‘ T=01
(Théorie des nombras) ) )
13e année, 1.71/72, n° 7, & pa 6 décembre 1971

CRIT 3RES D’IRREDUCTIBILITE DES POLYIOMES

par Maurice MIGNOTTE

I. Introduction

1o Généralités.

R o o o P 7 N

Dans le cas ou P est un polyndme & coefficients dans Z , les critéres qui sui-
vent sont du type suivant ¢ si P vprend "assez" de valeurs qui sont des nombres vre-

miers ou + 1 , alors P est irréductible sur 2Z .

La nature de tous ces crittres n'est pas effective en ce sens que, pour montrer
que l'un d'entre eux s'applique, il faut, a priori, un nombre de vérifications arbi-

trairement grand. Par contre, ils ne font intervenir que les valeurs prises par F .

2. Notationse.

4 : anmneau integre comautatif,

K : corps des fractions de 4 , on suppose K # & (ce qui implique A infini),
U : ensemble des "unités" de A (é1éments de A inversibles dans }& ),

n = card U ,

D : ensembles des diviseurs des éléments e - ', ol e et e'! parcourent U

avec e # e' ,

k = card D .

Un élément x de A est dit irréductible si, pour toute égalité x=yz , y et
z dans A, ona yel ou zel.Onnote I 1'ensemble des éléments irrdduc-
tibles de 4 . P désignera toujours un polyndne de é[X] de degré deg(P) .

Soit E wun sous—ensemble de é‘, on pose

uE(P) =card{x e B | P(x) e ul,
iE(P) = card{x e E | P(x) e I}.

Si E = A, on supprimera 1ll'indice E .

On dira que le polynéme P est irréductible dans QLX] si, pour toute égalité

P=P P,, P, et P, dans A[X], on a deg (Pl) =0 ou deg (P2) =0.53 7P

n'est pas irrédductible, il sera dit rdéductible (dans AlXT] ).

3. Une inégalité fondamentale.

B

Supposons P réductible, P = Pl P2 avec Pl et P2 dans ‘é[X] , on peut remar-

quer que

xe & et P(x) irréductible =—> Pl(x) ou Pz(x) unité,



xe A et P(x) unité == Pl(x) et P2(x) unités.

Avec les notations précédentes, on en déduit le lemme suivant.

LEME Jele = 81 P réductible alors

(1) 1,(P) + 2u5(P) Sup(P)) +uy(R) «

)

Pour obtenir un critdre d'irréductibilité, la démarche sera la suivante.

Sous certaines conditions,
(a) uE(Q).s M , nour tout Qe QLX] tel que 1< deg Q< deg P o

Si P est réductible, alors d'apreés 1es inégalités (1) et (a), il vient
(v) iE(P) + 2un(P) g 2u

D'oly le critdére : si P vérifie
(e) 15(P) + 2uy(pP) > a1,

alors P est irréductible.

Le but de toute la suite sera donc de trouver des situations dans lesquelles la

condition (a) soit vérifidec.

On distinguera plusieurs cas suivant la nature de A .

Dans toutec la suite, Q décignera un polyndme de A[X] tel que 1 < deg Q < deg Pe

IT, Cas d'un anneau ayant un nombre fini d'unités.

it e e e s s N e

l. Cas générzl.

L e a SE S E R Y

Du fait que A est intégre, on a le lemne suivant.

LEMME II.1. -~ Tout polynéme Q non constant vérifie u(Q) <n deg Q &

. — e s e

BEn appliquant ce lemme sv cas o Q =P et Q=P, , on déduit de (1) 1'indgali+d

1 2
i(P) + 2u(P) <n deg P

D'olu le critere suivant.

\
CRITERE 1. - Si P wvérifie

i(P) + 2u(P) >ndeg P,

alors P est irrdductible dans A[X] .

Exemple 1. - Si 8l s see 5 85 sOnt des élénents distincts de A et si n=1,
alors le polyn8une P = (X -8 ) ee (X - ad) + 1 est irréductible dans é[X] .

2 Cas ot D est fini.
~

Soient €, 3 ++» 5y ¢ les éléments de U . On note

u,(Q) = cardfxe A | Q(x) = ei} .
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On peut supposer ui(Q) > eee 2 un(Q) .

LEMME II.2. = Pour tout polyn8me Q non constant, on a u(Q) < deg(Q) + k o

Démonstration. — Si u(Q) - deg(Q) < 0 s c'est fini. Sinon, on a u, > 1« Dési-

les éléments x de 4 tels que x) = e+ Q est

ar a .o a
gnons p L0 s 2

donc de la forme 1

Q(X) = (X - al) vee (X - au ) R(X) + el ’
1
ou R & A[X].

e i>2, alors

\- Ll = °
(x - al, eee (x aul) R(x) + el ei

Ainsi les (x - ah) sont des élénents de Q . Ceci nontre deux choses :

Soit x € ﬁ' tel que a(x)

10 (x - al) neut prendre au plus k valeurs distincte, donc il y a au plus k

valeurs de X possibles. Autrement dit,
\
ug(Q) + eee + un(Q) <k,
20 Les éléments (x - al) y esee (x - a, ) étant distincts, on a uy <k
1
La premi¢re remarque, jointe au fait que ul < deg(Q) s montre que
u(Q) < deg(Q) + k »
La seconde ne sera pas utilisée.
CRITERE 2. — Si P vérifie
i(P) + 2u(P) > deg(P) + 2 ,

alors P est irréductible dans A[X].

Exemple 2, - Si 81y eee 5 By sont des éléments distincts de A et si d>2,
le polyndme P = (X - al) oo (X - ad) + 1 est irréductible dans é[X] .

3. Applications.

Dans ce parngraphe, on suppose de plus que A est intégralement clos. Cette hypo-
thése implique que si P € A[X] est irréductible dans A[X] et unitaire, alors P
est irréductible dans jg[X] » Les exemples 1 et 2 ont pour conséquences respectives

les applications suivantes.

APPLICATION 1., = Si n =1, le corps K admet des extensions algébriques de degré
quelconques

APPLICATION 2, - Si k est fini, le corps K adnmet des extensions algébriques de

degré quelconque > 2k .
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III. Cas des corps gquadratiques imaginairese
<. B P I

T o NP S e

désigne un corps guadratique imaginzire,
= Q(/=C) avec C entier positif quadratfrei,

e TR R

désigne 1ltenneau des entiers de K .
On pose £(P) = u(P) - deg(P) , avec ces notations le lemme I.1 devient, avec Egé,

le lemme suivant.

IEMME ITI.1. ;-§£ P est rédunfl alors
(2) i(P) + 2u(P) s'f(Pl) + £(p,) + deg(p) .

Bt le lemme IT.2 prend la forme suivante.

LEME III.2. - Pour tout polyn8me non constant, on a f(Q).s kK o

En fait, dans le cas présent, on peut améliorer trts sensiblement cette majoration.

On doit distinguer trois cas : C# 1 et # 3 sy C=1, C=23,

Voici un tablesu donnant 12 maximun de f(Q) suivant deg(Q) .

deg Q l 1 2 3 4 5 6 7 28
C#1 et 3 1 < 1 0 0] 0 0

C=1 3 4 2 2 1 1 0

C=3 5 3 3 2 1 1 1 0

Démontrons ce résultat dans le premier cas (C#1 et #3 )y Ona U={1, -1},
D={1,—1,2,—2}.
Si deg Q =1, alors f(Q) <ndeg Q~-deg Q= 1, valeur atteinte pour Q=X .
31 deg Q =2, on a f(Q) <ndeg Q - deg Q =2 , valeur atteinte pour Q;X2+X—1 .

Reprenons les notations du lemme II.2, on a alors le lemme suivant.

LEMME IIL1,-Si u, = 3, alors u, €1, ¢etsi u > 3, alors u, = 0.
Démonstration. -= Si u, = 3, Q se met sous la forme

1
Q= (X-a)(X-a)X- a5) R(X) + e,

et si Q(x) = e, , alors (x - al)(x - az)(x - aB)GE,B , du fait que les A, sont

i
distincts, il est facile dc voir qu'il y a au plus un choix de x convenable, soit

U, <1681 uy > 4, on utilise le fait qu'il n'existe aucun x tel que
(x = a)(x = a)(x - az)(x - a,) e D,
ce qui est évident.
Revenons & la démonstration initiale.

Si deg(Q) =3 et si u, <2, on a clairenent £ <2n = 3 =1 s Sinon on a

1
u, =3 et u,=1 et £ <3 +1=3=1 (atteint pour Q = X3 + 2X2 -X=-1)

1 2

Si dez(Q) > 4, on utilise encore le lemme III.3, d'oh £ <O .
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Posons
Flq) = maxdengq £(Q) .

On obtient alors le raffinement suivant du critére 2 de II.2.

CRITERE 3. - Si P vérifie

. o =

i(P) + 2u(P) > deg P + max (#(a,) + F(d,)) ,

d1+d2=degP

alors, P est irréductible dans A[X] .

Remarques = 81 A = Z , les résultats sont les mémes que pour le premier cas
(C#1 et #3). '

Une application. — Nous nous proposons de résoudre le probléme suivant : Soient

A1y see s By des entiers rationnels distincts, quelles sont les valeurs de d
telles que le polyndme P = (X - al) ees (X = a&) 4+ 1 soit irréductible sur ,g e
sur tous les corps quadratiques imaginaires ? lMontrons que P est irréductible,

sauf peut-8tre pour d =2 ou 4.

Remarquons avant tout que, si P est irréductible sur Z et réductible dans un
corps quadratique K , la décomposition de P sur K est de la fome Pl P2 s OU

P1 et P2 ont le m@me degré, en particulier P a un degré pair.

Résolvons d'abord le probléme sur 4+ 51 d>=5, le tableau montre que P est
irréductible, en effet, f(P) >5.Si d=1, P est irréductible. Si d = 2 , i
se peut que P ne so0it pas irrdéductible ((X - 1){(X + 1) + 1 = X2) s de néme pour
d=4 ((X-2)(X-1) Xx+1)+1=(EF~x-12 .,

o

51 d =3, le polynéme P ne peut avoir de racine, car le produit de trois

nombres entiers distincts ne peut 8tre égal & ~ 1, P est irréductible.

Dans le cas d'un corps quadratique, il suffit de considérer le cas od d est pa]
Si d >6 , le tableau permet de conclure & 1'irrdductibilité de P s sauf peut-&t:

si K = g@ﬁ- 3) « 8 4 =6, on voit facilement qu'un diviseur éventuel Pl (de ¢

gré 3 ) ne peut prendre des valeurs unitaires en 6 points entiers ap y eee s 8o o

IV. Cas des corps de nombres.

TN A gt SN B B B Pl DAL SN Pl Bt

1. Notations et préliminaires.
- P g

s g i £t Bt
K : corps de nombres de degré =n ,
A : anncau des entiers de K ,
g

¢ ensenble des unités de K .

Il1y a n isomorphismes distincts o, .t K —> £ y on peut les numéroter de telle
sorte que o.(K) ©R pour i = 1 ons = o,
q i ~) k p ’ ’ rl , et Oi+r2 Oi pour

i= r, + 1y eaey r; + Ts oy

avec n = rl + 2r2 .
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On considére l'application
%\r
L: K 3R , r=xr +7T,,

~ ror
x1-> L(x) = (1og:ql(x)] y see s logloh(x)l) .
%
On sait que le noyau de la vestriction de L & ﬁ est constitué par les w ra-
cines de 1l'unité contenues dans ‘g et que L(U) est un sous-groupe discret R de

R® de rang s =1 -1 .
~

On considérera toujours des polynSmes unitaires de ﬁLX] qui ne s'annulent pas a
l'origine.

. -4 Ld=1
Si P = 2 X+ a1 X 4 eee + ad

5(P) = max, Zfl:o lci(ak)l ’

1/2

2] = max, O] 1oy (3 )12

s On pose

Si P = Pl P2 s nous allons majorer S(Pl) et S(PZ) en fonction de lPl .

2+ Majorations de S(Pl) et S(PZ) .

LEMME IV.1l. - Soit f(z)==§§ bm z" une fonction holomorphe pour ;zi L1 telle

que £(0) # 0 « Soient Cpo vov s gv les racines de f dams le disque |z| < 3

Y EN4

(chacune répétée autant de fois que son ordre de multiplicité), on a alors
-1 : 2\1/2
logl T_, 1o, < (5 I 1BY2
Démonstration. — Posons

o) = £(2) W 0 -G Ma-cy) =T e, "

m

g est holomorphe pour |Z|~$ 1, de plus lg(z)l = If(z)l si |z| =1.0n en
déduit

2 2m 16y 2 21 i 2 2
% Ibml = 1/2m er If(gl ), a8 = L/om er |g(elﬁ)| as = Z‘: lcml .
Mais on a

{ -1
ool = el T, 1g, 78,
d'ou le lemne.

En appliquant ce résultat au polyndme o; P , on obtient facilement les inégalités

4,
S(Pl) <z2"*1F|,

ds
S(Pz) <2°]p| .

3. Premier choix de E .

Soit H H la norme euclidienne de B? s ON pose

E(a)
B(b)

it

{x ei._ | n(x) <al}, ot hix)= max, bi(x)] ,
ye B | |yl svl,

]
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il

ua(P) {x e B(a) | P(x) e U},
ia(P) = {x € B(a) | P(x) irréductible dans A} .

Soit Q un polyndme non constant de degré < d tel que s(Q) £ 5 avec

s=2%1p| .
Soit E*(a) = {xeB(a) | a(x) #0}.
On a les inégalités suivantes
u_(Q) < deg © cerd(Q(E (a)) n V) ,
card(Q(E"(2)) nU) < w.card(7 n R) , avee J = L(E (a))) .

Pour majorer card J N R, on procddera en deux étapes

(a) J e B(b) (1emme 2)

(g) on majore m = card(B(b) A R) (lemme IV.3 ci-dessous).
On obtient alors

ua(Q),S deg GeWem .

Cette indgalité s'applique aux polyndmes P1 et P2 , d'ou

ua(Pl) + ua(PZ) L deg Pewem o

LEMME IV.2. - Pour tout a2>e , on =

Qx) #0 et n(x) £a = [[L{Qx))] £ r (deg(Q) + log ) log a .

Démonstration. — Posons x!' = Q(x) .

On a les inégalités successives
L)) € © nax, [1oglo, (x") ] ,
]oi(x')l < SadegQ pour i =14 eee 4y T,

lci(x')l 2-r5¢i(cj(X'))-l (du fait que inorme(x')l >1 )

Le lemne en résulte aussitdt.

LEMIE IV.3. = Pour tout b > 1, il existe une constante CO explicite, qui ne

dépend que de K , telle que

m = card(B(b) nR) < CO b° .

Clest &vident : il s'agit de majorer le nombre de points d'un résesu de rang s
contenu dans une boule de rayon b j; de plus, on peut calculer explicitement le vo-

lume et le diamétre de la maille du rdseau R .

Gréce qu lemre I.1, on obtient finalement le théordme suivant.

THEOREME IV.1. - Soit P € A[X] unitaire et réductible, il existe une constante

C , calculablce explicitement qui ne dépend que de deg P , IPI et K telle que

1,(P) + 2 (P) < c(1og a)®,si a>e.
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&

CRITERE 1. - S'il existe a > ¢ tel que

— -

ia(P) + 211.a(P) > C(10g a)° ,

alors P est irréductible dans K[X] .
s

4e Deuxiéme choix de E .

On reprend les notations du n® 2., En particulieryona S > 1.
Si on pose

ENS) = {xe A | Ici(x)l >SS, i=1y eeey T},
on voit que
4, d-1 4
xe B'(8) = o, (B, (x)] 2 [o(x)] ~~ (8(p)) = 1) lokx)| * >
Ceci est vrai pour tout oy s il en résulte que
xe BY(s) = P (x)¢U,

de m@me

x € E'(3) =2 Pz(x) ¢U.

D'ou le théoréme ci-dessous.

THEOREME IV.2, - Si P est rdductible, pour S = 241 |p| , on a

x€ E1(S) = P(x) est réductible dans A

AN
CRITERE 2. - S'il existe xe€ E'(S) tel que P(x) soit irréductible dans 4,
alors P est irréductible dans KjX] (P est unitaire).

CRITERE 3¢ ~ S'il cxiste =x € z tel que le > 2d-l |P| et que P(x) soit irré-
ductible dans A , alors P est irréductible dans K[X] .

(Texte recu le 13 décembre 1971)
Maurice MIGNOTTE
Université de Paris~Nord
Centre fcientifique universitaire
Place du 8 mai 1945
93 SAINT-DENIS.




