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Séminaire DELANGE-PISOT-PCITOU 12-01
(Théorie des nombres)
14e année, 1972/73, n° 12, 24 p. 15 janvier 1973

SUR LES REPRESENTATIONS DU GROUPE LINGAIRE GENERAL
SUR UN CORPS p-ADIQUE

par Paul GERARDIN

Soient k un corps local p-adique, et G(k) 1e groupe GLh(k) . Notons KX
1'extension non ramifide de degré h de k . Pour chaque caractére trés régulier
du groupe multiplicatif K* de K , on construit une représentation admissible ir-
réductible supercuspidale du groupe GLh(k) , dont la classe ne dépend que de l'or-
bite du caractdre trés régulier par le groupe de Galois de K sur k . Ce résultat
est conforme aux conjectures énoncées par LANWGLANDS, qui donne un paramétrage des
représentations irréductibles admissibles du groupe GLh(k) par les représenta-

tions de degré h de son groupe de Weil-Safarevid W(k) .

La méthode utilisée revient pour l'essentiel a celle de T. SHINTANI [10], qui
traite égelement le cas des extensions modérément ramifiées, en caractéristique O.
Elle repose sur les techniques exposées au cours de 1l'exposé précédent, sur les
groupes d'Heisenberg et diamant sur les corps finis [2]. Rédigé ici dans le cadre
de GLh , ce travail a son cadre naturel dans les groupes réductifs déployés, ou

les résultats sont analogues [ 3.
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1. Structure du groupe GLh sur un corps p-adigue.

1.1, Soit k wun corps local p-adique, dont 1l'anneau des entiers sera noté O ,

le corps des restes k = O/p ayant q éléments.

La base canonique (ei) de kh permet de définir, pour tout anneau commutatif
unitaire M , le groupe G(M) = GLh(H) des matrices d'ordre h & coefficients

dans M , et déterminant dans le groupe M* des unités de M , ainsi que l'algdbre
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, h
de Lie @(M) = End(M") .

Pour tout idéal p° de © , on définit ¢(p") et ®(p") comme noyau de la ré-

duction modulo pn sur les entiers
(1) 1 -> G(p") -> 6(0) -3 ¢(0/p") -> 1
(2) 0 -» &(p") -> 8(0) -» 6(o/p") =30

On définit de méme, si n>m >0 , G(pm/pn) et @(pm/pn) . On a les isomor-

phismes canoniques
(3) c(p™)/a(p™) = c(p™/p") , a(p™)/e(p™) =ea(p"/p") o

et aussi, si n > 1 , les bijections naturelles d'ensembles :

(4) G(pn) =1+ @(pn) ’ G(pm/pn) =1+ @(pm/pn) si n>2m>1.

LEMME 1. - Structure de G(O) : Les quotients successifs de la suite G(pn) des

sous-groupes invariants de G(@) sont

(5) &(0/p) = 6(k) ;3
(6) c(p"/p™ ) = (p"/p™!) pour n>1 .

Le groupe des commutateurs (G(p") , G(pm)) est le groupe G(pn+m) .

Preuve. - Immédiate, 1l'isomorphisme (6) est donné par la bijection (4). Clest

aussi un cas particulier du lemme plus général suivant.

LEMME 2. - Si 2m »>n>m 31, le groupe G(p"/p") est commutatif et isomorphe
au groupe G(p'/p") par (4).

Quant eux commutateurs, le résultat peut s'énoncer sous la forme suivante.

LEMME 3. - Si 3 »>n >2m 31 , le diagramme (7) est commutatif
(/o) x a(p™/p) LaLs a(32/0)

(7)
e(p™/p) x 6(p"/p2") L.l e(p?/p")

La fldche supérieure est le commutateur, celle du bas, le crochet de Lie composé

avec la réduction mod pn , les fldches verticales sont, & gauche la réduction

mod p2m composée avec 1'isomorphisme du lemme 2, & droite c'est 1'isomorphisme du

lemme 2.

Remarque. — Le groupe G(pm/pm+1) est naturellement muni d'une structure d'espa-

ce vectoriel sur le corps résiduel k , de dimension h2 , par 1l'isomorphisme (6).

1.2. Soient A 1le sous-groupe de G formé des matrices diagonales, et ¥ 1la
sous-algébre de Iie, commutative, formée des matrices diagonales. Comme au para-

graphe précédent, on définit A(M) et #(M) pour tout anneau commutatif unitaire
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M, puis A(p%) et u(yp)) , A(™/p™) et u(p™/p") , si nzm >0 . Les résul-
tats précédents sont encore valables en remplacant G par A , et @ par ¥ , no-

tamment le lemme 2 (le lemme 3 n'ayant plus d'intérét, A et Y sont commutatifs).

1.3. Soit T un caractdre non trivial du groupe adaitif du corps k . On désigne

par Tr la forme lindaire trace sur & . L'application
(8) x , ye &k) —> 7(Tr xy)

met @(k) en dualité avec lui-méme. Si d est l'ordre de T (c'est-a-dire le
plus grand entier tel que T soit trivial sur p-d ) 1'orthogonal du sous-groupe
@(O) dans cette dualité est le sous-groupe @(p_d) des matrices & coefficients

appartenant & p

(9) (Tr xy) = 1 pour tout xe€ glo) &vye (S‘(p—d) .

LEMNE 4. - Fixons un caractére T d'ordre 0 de k. Soit 2m2n>m31 . Le

groupe des caractdres du groupe commutatif G(pm/pn) stidentifie au groupe

1
@(O/pm ) od m'+ms=n, par l'application

(10) . e 6™ , v e oo™ ) = aln ™ tr(x - 1) ¥)

od m est un élément premier de O , fixé.

Preuve. - Ceci résulte immédiatement de (9) et du lemme 2.

Remarque. - Avec les m&mes notations, le sous-—-groupe G(pm/pn) est commutatif
invariant dans G(O/pn) ; celui-ci opére donc sur le groupe des caractéres de
n!
G(pm/pn) , c'est-a-dire sur @(O/pm ) ; cette action :st :
1 - !
(11) xe clofp?), ye @(O/pmv) —> xyx L e @(O/pm )

- |}
ou le produit xyx 1 se fait avec x réduit modulo pm ; le sous=-groupe

]
G(pm /p?)  de ¢(6/p”) , aui n'est commutatif que si m! =m et n=2m , opere

t
trivialement ; il s'agit donc en fait d'une action de G(O/pm ) .

1.4. Le normelisateur N de A dens G est le sous-groupe des matrices mono-

miales. Le groupe quotient est le groupe symétrique Eh :
(12) 1->4-5N->8, -1

On a un prolongement naturel de Ei dans G en associant & une permutation sa

matrice dans la base (ei) .

1.5. A chaque décomposition m = (ml y see o mr) de h en entiers my 21, on
associe le sous-groupe parabolique standard P de G formé des éléments triangu~

laires supérieurs par blocs dus & la décomposition m de h s

' /_J . > \
(13) \ D."\ }

\e '/

U
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ou les blocs diagonaux sont d'ordre m1 yoeee IS et on définit de méme la sous-
algdbre parabolique standard T~ de @ . A la décomposition m , on associe égale-
ment le sous-groupe horicyclique standard Um de G formé des matrices (13) dont
les blocs diagonaux sont les matrices unité d'ordre My 5 oeee s B3 c'est un sous-
groupe invariant de Pm y, et le quotient est le groupe GLm = GLm1 X oo X GLmr :
(14) 1 =0 =P -G, -1

On définit de méme la sous-algebre horicyclique standard u, associde a la dé-
composition m , en prenant les matrices (13) dont les blocs diagonaux sont nuls.

Remarquons que si M est un anneau commutatif unitaire, on a
(15) Tr xy = 0 pour tout xe ?h(M) & ye um(M) .

On appellera sous-groupes (resp. sous-algébres) paraboliques (resp. horicycliques)
de G (resp. de @ ), les conjugués par G des sous-groupes (resp. sous-algébres)
paraboliques et horicycliques standards. Un sous-groupe parabolique est dit propre
s'il est différent de G , un s-us-groupe horicyclique est dit propre s'il est dif-

férent de I ; on a la notion analogue pour les sous-algdbres.

Les décompositions de h en deux donnent les sous-groupes paraboliques propres
maximaux (pour 1'inclusion) et les sous—groupes horicycliques propres minimaux, de

m8me pour les sous-algébres paraboliques et horicycliques.

1.6, LEMME 5. - Décomposition de Cartan : On a 1'égalité :

(16) e(x) = ¢(0) a(x) c(9)

2 see 2

. . . . h h
Plus précisément, soient E’(+) les (m1 y oo mh) € % tels que m

1 h

et m un élément premier de O . L'application

(17) () 1 oo s my) € 2°5) o> (6 dtag(n b, oee s ™) G(O)

est une bijection sur l'ensemble des doubles classes de G(k) sous G(O) .

Preuve. — Clest le théoréme des diviseurs élémentaires.

1.7. Le centre C de G est formé des matrices scalaires inversibles : c'est le

groupe multiplicatif. Désignons par A(+) 1'image de Zh(+) dans A(k) par
m

h o™
(18) (m1 y eee s mh) € E'(+) =3 diag(m =, oo , T ) .

Les $1éments de A{+) appartenant au centre c(kx) viennent des (m y cee m) .

LEMME 6. = 81 a€ A(+) n'appartient pas au centre, il y a un horicycle standard

propre U de G tel que, pour tout n >0, on a

d

(19) aU(p™a~l c u(p™™h) , ob V(™) = U(k) n c(p™) si mpo0 .

Preuve. — Si a provient de (m1 y see s mh) e 72(+) par (18), et n'est pas

dans le centre, il y a un indice i tel que ms > mi+1 3 soit alors Ui le sous-

groupe horicyclique standard minimal défini par la partition (i ,h=-1i) . La con-
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M =
. . . r s
jugaison par a transforme la matrice (xrs) en la matrice (p er) . Pour

les éléments de Ui(k) , on ne peut avoir X #0,8. r#s,quesi rgic<s,

et alors m, - mS z o - mi+1 > 1 ; on a donc, pour ces couples (r ’ s) y
m_-m
x epl=gf Sy ¢ n+1
rs P = re = P ’

d'ou 1'inclusion (19).

1.8. La valuation de k 1le munit d'une structure de corps localement compact ;
elle définit sur G(k) wune topologie de groupe localement compact, qui en fait un
espace totalement discontinu en ce sens que tout point admet un systime fondamental
de voisinages ouverts et compacts. n effet, les sous-groupes G(pn) forment un
systéme fondamental de voisinages de 1'élément neutre, et ce sont des sous-groupes
ouverts et compacts ; par translations, on voit que G(k) est un espace totalement

discontinu.

Le groupe G(k) est unimodulaire : une mesure de Hasr dx sur G(k) est inva-

riante des deux cdtés. On normalise cette mesure par la condition :

(20) J‘G(G) dx =1 .
On définit également la mesure de Haar dx sur le groupe quotient G(k)/C(k) ,

comme la mesure quotient des mesures de Haar dx sur G(k) par dz sur C(k) ’

isomorphe & GLl(k) .

2. Sous-groupes de Cartan non ramifids de G(k) .

2.1. Soit K 1'extension non ramifiée de degré h de %k . Soit s 1la substitu-

tion de Eh qui envoie e, sur e (ou e1 ). Si q est 1l'ordre du

. e =
corps résiduel k de k , le group;+iultiplicgtif du corps résiduel K de K est
cyclique d'ordre qh - 1 . Comme qh -1>h, il y a donc un élément a € O; , le
groupe des unités de K , dont 1l'image dans K a tous ses conjugués distincts par
le groupe de Galois Gal(X/X) . Soit F 1la substitution de Frobenius, générateur

du groupe de Galois de K sur k , isomorphg au g{g¥pe Gal(?yEl_l([Sj, P. 28). La
matrice g dont la i-i%me colonne est (aF ’ aF y eve aF ) , i. e. vérifie
gF =gs (ou gF désigne la matrice dont les éléments sont les transformés par F
des éléments de g ) ; la matrice g réduite modulo Pk est une matrice de Vander-
monde, de déterminant # O par 1l'hypothdse faite sur a . On dispose donc d'un
élément g € G(OK) qui vérifie g ! gF = s . Bn conséquence, pour un x € G(K) ,

on a l'équivalence suivante

(1) gxg_l e G(k) = sxF s—1 =X, Oou gE€ G(OK) vérifie g—l gF =8 .

LEMME 1. - Transformation de Cayley : Soit s 1la permutation circulaire de Eh

donnée par e, -3» 54+l yaun ge€ G(OK) , ou K est l'extension non rami-
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fide de degré h de k , tel gque

-1 F
(2) g g =8 .

Soit G(s , k) 1le sous-groupe de ¢(K) formé des éléments x qui vérifient

(3) x = st s}

L'automorphisme intérieur de G(K) , défini par g , envoie (s , k) sur a(x),

et, pour tout n >0, a(s , pn) = G(p?) nG(s , k) sur G(pn) ; si Als , ) =
A(K) n (s , k) , alors gA(s , k) g_l est un sous-groupe de G(k) isomorphe au

groupe multiplicatif de K ; ce sous—groupe est commutatif maximal et formé d'élé-

ments diagonalisables sur K .

Preuve. - La discussion qui précéde montre les deux premiéres assertions. Comme

g est entier, on a
exg ! e 6(9) & x € 6(0p) ,

d'od la conjugaison de G(s , pn) avec G(pn) par g . Ensuite, le sous-groupe

A(s , k) est formé des éléments
(4) aisg(t , t5, ., 8 ), ttf L tT Lo,

et 1'application qui associe t € K* & la matrice (4) est un isomorphisme sur K.
I1 est clair que gA(s ’ k) g-l est un sous-groupe commutatif de G(k) , formé
d'é1éments diagonalisables sur K ; il est maximal car il contient un élément régu-

lier (valeurs propres distinctes deux & deux) : il suffit de prendre t = a de 2.l.

2.2. Définition. - On appelle sous-groupe de Cartan du groupe a¢(x) , tout sous-
groupe commutatif maximal de (k) formé a'éléments diagonalisables sur la clbture
algébrique de k . "Un sous-groupe de Cartan se déploie dans une extension de k "

signifie que ses éléments ont leurs valeurs propres dans cette extension.

I1 est clair qu'un sous-groupe de Cartan se déploie dans une extension galoisien-
ne de degré fini de k . Le lemme 1 montre qu'on a construit un sous-groupe de Car-

tan non ramifié, i. e. qui se déploie dans une extension non ramifiéde de k .

1
chaque i , on désigne par 8. la permutation circulaire de {e

2.3. Soient m, > My oy eee s Z,mq > 1 des entiers de somme égale & h . Pour

n 41 'ttt S }
fps i-1 i
définie par

e Py ey emi —3 emin1+1 (mO =0) .
Soit s = (s1 y vee Sr) la substitution de Eﬁ définie par ces r cycles.
Appelens K 1'extension non ramifiée de k de degré 1l'ordre de s (égal au

p. P. c. m, des m, ). La formule (3) définit G(s ’ k) , et on pose

Als , ¥) = A(RK) n a(s , k) .

Il y ades g € 6L (OK) tels que gzl gg = s; (lemme 1), d'ol un
i
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g = diag(gl y e ‘gr) € G(OK)
tel que g_l g'F = s . Cet élément envoie G(s , k) sur G(k) , et A(s , k) sur
un sous-groupe de Cartan de G(k) qui se déploie dans K : il y a en effet un &1é-
ment régulier dans A(s , k) , puisqu'il contient une infinité d'éléments.
Iy - -
L g =5, alors ggll = (ggll)F e G(kx) , et les

Si g € 6(K) vérifie aussi g;
1

deux sous~groupes de Cartan gA(s ’ k) g et gl A(s , k) gIl sont conjugués par
cet élément de G(k) , et réciproquement. Si 1'on observe que les classes de conju~
gaison du groupe symétrique Gh sont paramétrées par les partitions de h , on a

donc prouvé le résultat suivant, qui sera complété au paragraphe suivant.

LEMME 2. - A chaque partition de h est associée une classe de conjugaison dans

G(k) de sous-groupes de Cartan non ramifids ; ces sous-groupes de Cartan sont iso-

morphes aux produits des groupes multiplicatifs des extensions non ramifiées de de-~

grés correspondant & la partition associée.

2.4. Inversement, si T est un sous-groupe de Cartan non ramifié de G(k) , la
sous-algebre qu'il engendre dans G(k) est semi-simple commutative maximale, donc
somme directe de corps, et T est la trace sur G(k) du prodult de leurs groupes
multiplicatifs : ces corps sont donc tous des extensions non ramifiées de k , et

le choix de bases de ces corps sur k montre que T est de la forme du lemme 2.

PROPOSITION 1. - Classification des sous—groupes de Cartan non ramifiés : les

classes de conjugaison des sous—-groupes de Cartan non ramifiés de G(k) sont en

bijection avec les classes de conjugaison du groupe symétrique Eh .

2.5. Soit T un sous-groupe de Cartan non ramifié. On appelle rang déployé de
T , le rang du 2 module libre quotient de T par son sous-groupe compact maximal.
Comme un sous-groupe de Cartan contient toujours le centre C(k) de G(k) , sSon
rang déployé est > 1 ; s'il est égal & 1 , on dit que T est minisotrope. Les
résultats ci-dessus montrent que si la partition associée & T comprend r en-
tiers, alors r est aussi le rang déployé de T : en effet, on se raméne & cher-
cher le sous-groupe compact maximal d'un produit de groupes multiplicatifs de corps:
c'est le produit de leurs groupes d'unités. Remarquons que r est aussi égal au
nombre de cycles en lesquels se décompose la substitution associée & T , c'est-é-
dire encore a la multiplicité de la valeur propre 1 . Comme les permutations cir-

culaires sont toutes conjuguées dans Eh , on a établi le résultat suivant.

LEMME 3. - Rang déployé d'un sous-groupe de Cartan non ramifié : Le rang déployé

d'un sous-groupe de Cartan non ramifié est le nombre de cycles en lesquels se dé-

compose la permutation associée. Il y a une seule classe de conjugaison de sous-—

groupes de Cartan non ramifiés minisotropes ; un tel sous-groupe de Cartan est iso-

morphe au groupe multiplicatif de 1l'extension non ramifiée de degré h de k.
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3. Caractéres trés réguliers.
WMNWMNV\'W\N

3.1. Désormais, on désigne par K 1'extension non ramifide de degré h de k ,
par 0 1'anneau de ses entiers, et par X =09 /pK le corps des restes. Soit «
un caractére du groupe multiplicatif k¥ ; son conducteur n est le plus petit en-
tier tel que la restriction de « au sous-groupe ouvert compact 1 + pK soit tri-
viale. Si le conducteur est 22 , la restrlctlon de a a 1+ pK définit un ca-
ractére, note aussi « , du groupe (1 + pK 1)/(1 + pK isomorphe canoniquement au
groupe l/bK , lui-m8me isomorphe au groupe additif de X , d&s qu'on a choisi
un élément prenier de OK Si 1 est un caractdre d'ordre 0 de k (1.3.), et

Tr 1la forme lindaire trace de K sur k , l'application
(1) X € p§_1 , ¥ € O3 (™ Tr xy)

ob 1 est un élément premier de O , met pK l/pK en dualité avec O /pK =X .8Si
le caractére o de K a un conducteur n >2, on définit donc un élément

ao e ¥ par la formule

(2) o1 + z) = 7(w " Tr 2) 7 € pﬁfl/pﬁ

. 0 PN
on dit que «  est associe a « .

3.2. Définition. — On dit que le caractére « de K est trds régulier, si
(i) son conducteur est > 2 , i. e. o n'est pas trivial sur 1 + pK H
(ii) son é1ément associé est primitif.

Avec les notations de 3.1., la condition (ii) signifie que X ='E(ao) ;s elle équi-

vaut donc & la suivante :
(ii)" si vy € Gal(K/k) est #1, ona o0 # o .

On a désigné par un vy & gauche l'action contragrédiente sur les caractéres de

pK /pK de l'action de v sur ce groupe. Elle implique que o est régulier, i. €.
(3) si y € Gal(k/k) # 1, ona Yo # a

avec la notation analogue.

3.3, Soit s 1la matrice de la permutation circulaire de 2.1., dont on reprend
les notations. Par 1'isomorphisme de * avec A(s , k) , on peut donc parler des
carsctéres trés réguliers de A(s , k) . On définit les groupes Als , 9)

Als , O/pn) , A(s, pn) , +.. , comme image des sous-groupes 0; , (OK/pQ)* ,
1+ p; y eee 5 de K* par (4) du n° 2. L'élément associé & un caractére o de
A(s , k) , dont le conducteur n est > 2, se lit donc comme un ao e uls , %)

la sous-algebre de U(X) faite des points fixés par X =2 sxF s .81 1 estun

caractére d'ordre 0 de k , (2) s'éerit

(4) o(t +2) = (n® Tr 2°) , ze Als , p" /p™) .
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Pour un caractdre o de A(s , k) , 8tre trds régulier s'énonce donc sous la

forme :

(i) 1e conducteur n de o est >2, i. e. o n'est pas trivial sur A(s ’ p),

(ii) 1e prlyn8me caractéristique de la matrice associde & « est irréductible.

3.4, A 1'aide du lemme 1 du n® 2, on transporte la notion de caractdre trés régu—
lier et d'élément associé sur les sous-groupes de Cartan non ramifiés de a(x) .
Remarquons que WU(s , k) est contenu dans @(s , k) , définie par les éléments de
®&(X) qui vérifient (3) du n° 2. L'élément associé & un caractdre trés régulier est

donc un élément de @(k) dont le polyndme caractéristique est irréductible.

LEMME 1. = Soit T wun sous-groupe de Cartan minisotrope non ramifié de a(k) .

Pour tout caractére trds régulier ¢ de T , pour toute sous-algebre paraboligue

propre P de (k) (1.5.), on a

(5) GO¢ B, ol eO est 1'élément associé & 6 .

Preuve. - La sous-algdbre TP est conjuguée, par un élément de G(k) , d'une

sous~algébre parabolique standard propre mh , OU m = (m cee mr) avec r > 2

1 ’
(1.5.). Or, pour tout =x emh(ﬁ) , le polyn8me caractéristique de x est produit de
r polyndmes de degrés m, respectivement, & coefficients dans %k , est n'est donc

pas irréductible.

Donnons une formulation équivalente de ce lemme, qui sera utilisé sous cette for-

me.

LEMME 2. - Soit T un sous-groupe de Cartan minisotrope non ramifié de G(k) .

Soit © un caractéere trés régulier de T , de conducteur n et d'élément associé

60 . Alors, pour toute scus-algébre horicyclique standard propre 1) de @(E) EE

pour tout x e G(O) , on a

(6) J net, ms =1 (7™ 7 ueo) du =0 ,
‘ Ay /p )x :
ou 7 est un caractére d'ordre O de k , m un élément premier de O , et 1'in-

tégrale signifie la somme des valeurs.

Preuve. ~ Avec les notations de 1.5., appelons la sous-algd®bre horicyclique um
le radical de la sous-algébre parabolique standard ﬁh $ remarquons que
q = LS, €
(7) Ir xy = 0 pour tout x€ P & y€u .

Par conjugaison, on a la notion de radical d'une sous-algdbre parabolique PV

(7) montre que le radical de P est son orthogonal pour la forme bilindaire Tr .

Le lemme 1 disant que eo ¢ T, si P est une sous-algébre parabolique propre,
il en résulte que le caractdre du sous-groupe »xu(pn-l) x—l ou U os% lo—sous-—
groupo—hariqyaliyr phendard conjugué du radical de p , défini par

w3 1(a " Tr ueo) ,
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n'est pas triviel, et comme ce caract®re est en fait un caractére du groupe commu~-

tatif fini xu(p” 1/p") !, 1'identité (6) signifie qu'il est différent de 1 .

Remarque. — On peut énoncer (6) sous la forme suivante : 1'élément associé & un
caractére trés régulier d'un sous-groupe de Cartan minisotrope non ramifié est une

forme parabolique sur l'algébre de Lie (k) .

4. ReErésentations admissibles et suEercusEidales de G(k) .

4.1. Soit vy une représentation du groupe G(k) dans un espace vectoriel com-
plexe E . Cn dit que vy est algébrique si, pour tout vecteur de E , son stabili-
sateur dans G(k) est un sous-groupe ouvert de ¢(k) . On dit que vy est admis-
sible si elle est algébrique et si, pour tout sous~groupe ouvert de G(k) , le

sous-espace de B formé des vecteurs qu'il fixe est de dimension finie.

4,2, Soit @(G(k)) 1l'espace vectoriel complexe des fonctions complexes sur G(k)
qui sont localement constantes a support compact. Si vy est une représentation ad-

missible de G(k) dans un espace B , les opérateurs sur E donnés par
(1) v(£) = IG(k) £(x) vy(x) dx , f e ®(6(x)) (somme finie en fait) ,

sont de rang fini. La trace ®Y(f) = Tr y(f) s'appelle le caractére de vy .

4.3. Soit vy une représentation admissible de G(k) dans un espace B . On dit
que vy est pré-unitaire si 5 posséde une forme hermitienne définie positive tel-
le que

(2) <'Y(X)V9'Y(X) vi)y=<(v, v, v,vieE, XEG(k) .

On peut alors parler des coefficients de la représentation : ce sont les fonc-
tions complexes sur G(k) données par les applications x+-3 (y(x) v , v') . On
dit qu'une représentation admissible pré-unitaire est de carré intégrable si ses
coefficients sont de carré intégrable sur G(k)/c(k) ’th C est le centre de G .

I1 suffit pour cela qu'il existe un coefficient f # 0 tel que

(3) lote) /ey @7 ak <= (of. (1.8.) pour at )

4.4. Une représentation admissible vy de G(k) dans un espace E est dite ir-
réductible si E n'a pas de sous-espace propre invariant par 1l'action de G(k) .
Soit vy une représentation admissible irréductible pré-unitaire de G(kx) dans un

espacc B ; si vy est de carré intégrable, il existe un nombre d(y) >0, tel que
2 -1 gt
m Ty { 3 e =
(4) Jot) /ey 17r V(T ax = a(y)™ e ™ 0
pour tout opérateur T sur E tel que les applications
x =3 y(x) T et x> Ty(x)

soient localement constantes. On appelle d(y) le degré formel de vy .
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4.5, Une représentation admissible vy de G(k) admet une représentation contra-
grédiente admissible [5]. On dit qu'une représentation admissible de G(k) est su-

percuspidale, si les conditions suivantes équivalentes sont vérifides [5] :
(i) les cnefficients de v sont & support compact modulo 1le centre

(ii) les "termes constants" de le long des sous-groupes paraboliques propres
Y q prop

de G(k) sont tous nuls ;

(iii) pour tout sous-groupe horicyclique propre U de G(k) , pour tout vecteur

ve B, il y a un sous~groupe ouvert compact Uv de U tel que

(5) IU y(u) v du =0, ot du est une mesure de Haar sur U (somme finie ici).
v

5. Construction de la représentation du sous—-groupe éiémentaire.

5.1. On reprend les notations du n° 3., Soit o un caractdre trés régulier du

sous-groupe A(s ’ k) de G(s ’ k) . S0it n > 2 son conducteur ; on définit deux

entiers par

(1) n=n+mn', n'=m ou m+ 1, suivant que n est pair ou impair .

1
LEMME 1. - Avec ces notations, le sous-groupe G(s , pm /pn) de a(s , O/pn)

~ ' ,
est commutatif invariant ; on définit un caractére o du a(s , pm /pn) en posant:

(2) FCEF1 0t Fnoq) = olt) si (tx; ot Fpat) € ale , ™ /pP) .

On a noté 6{x1 **t xh--1) 1'élément générique de G(s , .) : c'est sa premidre
ligne, les autres s'en déduisant par (3) du n® 2, i. e. une ligne se déduit de la
précédente en la décalant d'un cran vers la droite (action de s ) en méme temps

qu'agit la substitution de Frobenius F .

Preuve. — La premiere partie résulte du lemme 1 du n® 1, et la seconde est é&vi-

dente.

5.2, LEMME 2. - Gardons les notations précédentes. Le centralisateur dans

~ 1
G(s , O/pn) du caractére o _gg G(s ’ pm /pn) est le sous-groupe

(3) z(s , n) = A(s , 9/p") (s, p™/p") , 08 n=2n ou 2m+1 (1).

On appelle Z(s , n) 1le sous—~groupe élémentaire de niveau n .

Preuve. - Le lemme 1 du n° 2 montre que le lemme 4 du n° 1 s'dcrit aussi avec
1
G(s ’ .) . Autrement dit, le groupe des caractéres de G(s ’ pm /pn) s'identifie

au groupe ®(s , 9/p") par

(4) xeo(s, p" /p") , ye s, 0/p") ko 1(n ™ Tr(x - 1) y)

(m)

Soit donc « e &(s , O/pm) 1'élément correspondant au caractére o de

' ———
a(s , p" /p") . Sa projection dans ®(s , 9/p) = (s , ¥) n'est autre que o
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11é1ément associé au caractére tres régulier « ; il en résulte que la matrice dia-
gonale « m) = diag(aF*) , Ou ace€ (OK/}g)* vérifie la propriété de "trés régula-
rité" suivante :

Fi 79 my %
(5) Ogi#j<n=a =-a ¢ (0/p)
et donc que son centralisateur dans G(fk/p?) est formé de matrices diagonales ;
donc son centralisateur dans G(s , O/pm) est A(s , O/pm) , d'ou son centralisa-
teur dans G(s , O/pn) est le sous-groupe (3), image réciproque dans ¢(s , O/pn)

de 4(s , O/pm) par la réduction modulo pm .

5.3. Lorsque le conducteur n de « est pair, n = 2m , le sous-groupe é1lémen-
taire Z(s ’ n) est produit semi-direct de A(s ’ O/pn) par le sous—groupe commu-

tatif invariant (s , pm/pn) formé des (lxl T th;) e 6(s , pm/pn) i
(6) 1 -3 M(s , pm/pn) -3 72(s , n) =->» A(s , O/pn) -»1 si n=2m.

On peut donc prolonger le caractere o de A(s , O/pn) en une représentation
ga du sous-groupe élémentaire Z(s ’ n) de degré 1 ; elle coincide avec o sur

le sous-groupe G(s , pm/pn) .

5.4. On suppose désormais le conducteur n de o dmpair : n=2m + 1,
n'=m+ 1.

Le sous-groupe M(s , pm‘/pn) de Z(s , n) formé des éléments G e xhpl)
ou les Xy € pi'/pi est invariant ; on forme le groupe quotient D(s ’ n)

(7) 1 =3 (s , p® /o) = 2(s , n) =3 D(s , n) -3 1

qui est ainsi formé des matrices :
n my m' .
(8) (txl Xh—1) , te (OK/pK)* , X € pK/pK , pour tout i .
5.5. Pour chaque indice 1 > 1 , tel que 2i <h , on pose

i .
[1 + (uv) oo U ...\

I . ' '
(9) Si(w) = { \; ) € D(S ’ n) y W= (u ’ V) € (pﬁ/p; )*(P;/Pg{l ) ’

\ . /

\ : /

\

/

ou les seules diagonales non nulles sont celles de (1 , 1 + 1) , de (i +1, 1)

et la diagonale principale. On a alors

(10) s;(w+w) =c (G, wty) 7! s;(w) s, (w') ,

ou {w, w'y=uv' si w

(u, v) , W' = (ut , v') , et ou cy est 1'homomor-
phisme de pﬁ—l/pﬁ dans A(s , @/pn) défini par

: F—l F-l
(11) ci(z) = diag(l -2z + 2z g sse 3 1 = 2 + z )



Enfin, l'action de Als O/pn) est donnée par

(12) e ()t = s (st w, tf £ Y) s owe=(u, V).

Si 2i = h, ce qui ne se produit que lorsque h est pair, soient L 1'exten-
sion non ramifiée de degré h/2 de k , et les objets associds OL » g, , L .On

désigne par une barre la conjugaison de X sur L dont c'est 1l'extension quadra-

tique non ramifiée. On définit une base (a ’ b) de X sur L en prenant

1 . (s is . .
a+a=1, a=2 si la caractéristique est impaire ;

(13)

o’
+
o’
]

0, b#0 et b =1 en caractéristique 2 .
On pose alors :

/1 + AWW eee W ool

;
!

(14) (w) =
14 Sh/2 K : /

avec la diagonale de (1 , (h/2) + 1)

|
‘ ]
! € D(s ’ n) , WE p?/pﬁ ’

Sl e

-1
(15) Ch/2(z> =diag(l =2 , eee 5, 1 - - ), ze pg 1/p; .

Avec ces notations on a

(16) sh/2(w+w') = ch/z(b(w,w'))—1 sh/z(w) sh/z(w‘) , ou (w,w') = (éﬁw'JEﬁg')b-l .
Enfin, 1l'action de A(s , O/pn) est donnée par

(1) tsy /5(w) £ = sh/z(f%‘l w) si t = diag(t , t7 ,.ee, ch_l) e a(s , o/p") .

Si i et J sont deux indices distincts < h/2 , alors les images de s; et

s'j commitent, &lément par élément : c'est immédiat sur (8).

5.6. Les formules (10) et (16) sont celles du groupe d'Heisenberg ([2], (23) et
(30)), et les formules (12) et (17) celles de son extension déployée pour la pre-
midre ([2], (25)), de son extension "diamant" pour la seconde ([2], (36)). Pour
pouvoir utiliser les résultats de [2], mettons en évidence les caractires non tri-

viaux des centres des groupes d'Heisecnberg que définissent les matrices (9) et (14).

Pour chaque indice i , tel que 2i < h , le caractére de pz_l/pz , défini par
@ oocy oy vérifie
i i
__(-n F'y 0y _ (.- 0 _ ( OyF
(18) aley(2)) = 1(n ™ oy (z = 27 ) o) = 7ln™ Trypp 2la” - (7))

i
et n'est pas trivial : en effet, 1'é1lément ao —Q;%F e K n'est pas nul, par 1l'hy-

pothdse de trés régularité sur o . Si maintenant 2i = h , le caractére de
o2 /0% que définit o . vérifie
L 7L Ch/2
' _ _ -n 0
(18") a(ch/z( zb)) = v(m TrK/k zha )
_ -n 0 -n 64 A )
= 7(n lrL/k TTK/L zbey” )=1(m TrL/k 2o~ ) W)

et n'est pas trivial, pour la m&me raison.
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' ]
5.7. Rappelons que &(s , pm/pm ) est le sous-espace vectoriel de @(pz/p; )
formé des éléments qui vérifient (3) du n® 2. On adopte la mfme convention d'écri-
t
ture qu'en 5.1. pour noter les éléments de e(s , pm/pm ) . Soit p(n) 1le sous-

p— 1
espace vectoriel (sur k¥ ) de @&(s , pm/pm ) formé des éléments suivants
0 voo 0 «ee O m, m' . . m;m'
(19) %y By /2 ), u e pK/pK si 2i<h, w,,¢ pL/pL
on n'écrit auh/2 que si h est pair.

Si h est impair, c'est un espace vectoriel sur X de dimension (h - 1)/2 , et

si h est pair, c'est un espace vectoriel sur T de dimension
2((n/2) = 1) +1=h-1;
dans les deux cas, la dimension sur X est N = h(h - 1)/2 .

— ' Id rd ’ .
Appelons p(u1 » Uy g eee s uh/z) = Zéish pi(ui) 1'é1ément générique (19) de
p(n) , et E(n) =%51n Ei(n) 1'espace vectoriel complexe des fonctions sur
p(n) = @y ch p;(n) , avec les conventions évidentes. Il est clair que la dimension

de E(n) est égale a qN , q étant le nombre d'éléments de Xk .

A 1'aide de 1'homothétie m° , on transporte les énoncés du n® 3 de [2] en énoncés
relatifs a 1'espace vectoriel p?/pi' , avec le caractére central oy (5.6.),
1! "hyperbole" est maintenant A(s , 9/p") et A(s , p/p") optre trivialement ;
si fi € Ei(n) » espace des fonctions complexes sur 1l'image de p;/p;' par le mono-
morphisme Py ci-dessus, on pose

-1

(20) R, (t) fi(u) = fi(tFl t™ u), te Als, 9/p"), t=diag(t, £, .0
i

De m&me, 1l'homothétie nm transporte les énoncés du n° 4 de [2] en énoncés rela-
tifs & p?/pg' » avec le caractére central non trivial ah/2 y le "cercle! est
A(s , 0/p®) et A(s, p/pn) opére trivialement ; si fh/2 € Eh/2(n) , espace des
fonctions complexes sur l'image de pi/pit par le monomorphisme Ph/2 ci-dessus,
on définit
(21) Rah/z(t) £/, Per (39) et (40) ae [2],

ol n désigne l'image de t/t dans le corps résiduel K , lorsque la caractéris-
tique résiduelle est # 2 ;
(211) sinon , R, (t) fh/2 est défini par (56) de [2],

h/2
avec la méme convention pour chaque élément t e A(s , @/pn) .

5.8. PROPOSITION 2. - La représentation du sous-groupe élémentaire : Les nota-

tions sont celles des paragraphes précédents. Soit o un caractére trds régulier

du sous-groupe A(s , k) de G(s , k) . Soit n > 2 son conducteur., Alors la re-

présentation ¢, de Z(s , n) ci-dessous est irréductible :

(i) si n est pair , Ca est la représentation de degré 1 définie par 5.3. ;

(ii) Ei. n=2n+1 est impair, Ca est donnée sur D(s ’ n) , donc sur Z(s,n)
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via (7), per
c (ﬂ21<h s.(w.)) 821<h m, (w ) sur les éléments (9) et (14) ,

ou T, st donné par la proposition 2 de [2] si 2i <h ; par les propositions 4
ou 5 de [2]si 2i =h, selon que la caractéristique résiduelle est # 2 ou = 2;

5, (t) = £, /,(8) a(t) @, 4 R (+,) pour te A(s , 0/p") ,

ou R, (t) est donné par (21) et (21') , eh/z(t) =1 si h est impair, et sinon,

eh/z(t) est donné par (46) de [2] pris en n = (t/t mod pK) si la caractéristi-

que résiduelle est # 2 , et sinon par (vi) de 4.10. de [2] avec la méme conven-

tion.

Preuve. - Les résultats de [ 2] montrent que Ca est une représentation de
D(s , n) de dimension qN , donc de Z(s , n) . Elle est irréductible par le méme
raisonnement qu'en [2] : un opérateur qui commute & la représentation commute &
tous les caractdres de p(n) , c'est donc la multiplication par une fonction de

E(n) , et la commutation aux translations montre qu'elle est constante.

5.9. On peut préciser la correspondance o F=> Co entre un caractére trés régu-

lier de A(s , k) de conducteur n et la représentation ¢, de Z(s , n) :

LEMME 3. - Soient o et o' deux caractéres trés réguliers de A(s , k) de

méme conducteur n ; les représentations Ly, &8 Cyr de z(s , n) sont équiva-

lentes si, et seulement si, «o =¢o' .

Preuve. - C'est un corollaire immédiat du lemme suivant.

LEMME 4. - Caractdre des représentations ca sur les éléments de A(s , O/pn) :

Soit o un caractdre trds régulier de A(s , k) de conducteur n . La trace des
opérateurs ga(t) pour te A(s , O/pn) est
(i) si n est pair, Tr ga(t) = ot) 3

(ii) si n est impair, soit N(t) le nombre d'indices i , 2i <h , tels que
i
t/tF €1 + pK , alors :

trg(8) = (= 0P ) o(e) Lo e/ 14y s

(22)
trog (4) = N2 0(4) o1 tFe 1wy .

Preuve. - 5.3. implique (i). Pour (ii), il suffit d'appliquer les propositions 3,
6 et 7 de [2].

5.10. Remarque. = Si t mod P est régulier, on dit que t est trds régulier,

alors :

(23) rr ¢ (1) = (- DY) 1)
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6. Passage au_sous-groupe des Eoints entiers.

6.1. On définit un espace vectoriel complexe E(a) , o o est un caractdre tres
régulier de A(s , k) y de conducteur n , en prenant les gpplications de
¢(s , O/p") dans 1'espace E(n) de la représentation ¢, de Z(s , n) (5.7. et

5.8.) qui vérifient

(1) f(xz) = cOl(z)"1 £(x) , ze z(s , n), xe a(s, 9p") .

LEMME 1. - La représentation du groupe G(s , O/pn) induite par la représenta-

tion ga du sous-groupe Z(s , n) est irrdductible, et réalisée dans 1'espace
E(a) par
-1 n
(2) ”a(Y) f(x) =f(y " x), x,yecls, 0/p"), fekEla).
Son degré est

(3) degln,) = a1 Mt (@5 = 1), o0 K=nlh-1)/2

La trace des opérateurs na(t) pour t e A(s ’ O/pn) y t trés régulier (remar-

que 5.9.) est
i

(4) tr g (8) = (= P 5 o)

Preuve., - La représentation Ca de Z(s ’ n) est triviale sur M(s ’ pm'/pm) ’
et égale & 1'homothétie o sur A(s , p/p") : c'est clair pour n pair, et si n
est impair, on la construit ainsi. Elle coincide donc avec & sur le sous-groupe
6(s , p" /4") . or, z(s, n) est le centralisateur de & dans G(s , O/p")
(5.2.). Le théordme du petit sous-groupe de Mackey ([97], II.9., théoreme 16) donne
1'irréductibilité. Le degré se calcule comme produit du degré de §a par 1'indice
de Z(s , n) dans G(s , O/pn) ; ce dernier est aussi 1'indice de A(s , O/pm')
dans G(s , O/pm') » qui, par dévissage, est le produit de 1'indice de A(s , &)
dans G(s , k) par le produit des ordres des (G/™)(s , pi/pi+1) y POUr i =1 a
m' = 1 (on a appliqué ie lemme 1 du n® 1 pour passer & 1'algdbre de Lie). Or ces
derniers sont des espaces vectoriels de dimension 2N sur k , donc apportent une
contribution égale & qu(m'-l) , et 1'indice de A(s , k) dans G(s , &) est le

quotient des ordres respectifs, qN H1<i<h (ql -1) par qh -1, d'ou

[6(s , /%) : 2(s , n)] = (&'-D) T - 1)

i
1<i<h (q

I1 reste & multiplier par le degré de Ca pour obtenir le résultat.

Enfin, la trace se calcule par application de la formule du caractdre induit ([9]
II.7.2.)

(5) Trow () = [ Tr ¢ (x7
@ uG(s,O/pn)/Z(s;n) ot *

ol 1'on a prolongé gw hors de Z(s , n) par O , et la moyenne est la somme.

tx) dx ,

Premons donc t e A(s , O/p") un élément trés régulier ; les x € G(s , o/p")

tels que x ! txe (s » n) sont les éléments tels que (x—' tx mod pm)eA(s,G/pm) ,
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i. e. x mod pm normalise A(s , O/pm) : X € N(@K/pi) (1.4.). Mais
. my _ m

a donc pour trace sur a(s , O/pm) ’ E%(s) Als , O/pm) , OU G%(s) désigne les
éléments de 6h qui vérifient w = s s"1 y comme wF =w , c'est le centralisa~
teur de s dans le groupe symétrique, i. e. le sous-groupe engendré par s (re-
marquons que l'action de Ei(s) sur A(s , k) ~ K est celle du groupe de Galois
Gal(K/k) y ce qui permet d'identifier ces deux groupes). Ainsi, les x qui envoient

t dans 2(s , n) sont les éléments de Gh(s) 7z(s , n) . La formule (5) se réduit
donc a

Tr Ka(t) = Zq‘(s) Tr ga(wt)

et la remarque de 5.9. donne la conclusion (4).

6.2, On désigne encore par Ry la représentation du sous-groupe G(s , ©) des

points entiers de a(s , k) composée de n, avec la projection

G(S ’ 6) -2 G(S ’ O/pn) .

LEMME 2. - Soient o et B deux caractéres trés réguliers de Als , k) . Les

représentations associées ", et u, de G(s , O) sont équivalentes si, et seu-

B

lement si, o et B sont conjugués par le groupe de Galois de K sur k .

Preuve. - Si les représentations , et nB sont équivalentes, elles ont mémes

degré (3), d'olu les caractdres o et B ont m8me conducteur n . Or, les repré-

g d
)

ractdre P , et pour lequel les représentations Int(k).gw et CB de Z(s , n)

sont équivalentes ([9], II.9.). Or, la premidre condition s'écrit ka'™ k™! = g(m>

sentations "oy et x« e G(s ’ O/pn) sont équivalentes si, et seulement si, il

~ ]
y aun ke G(s, O/p qui envoie le caractére & de G(s , pm /pm) sur le ca-

avec les notations de 5.2. ; et ceci implique que a(m , comme élément de
(OK/pg)* est conjugué de B(m) , d'ol, par le "trés régularité", (k mod pm)
normelise A(s , O/pm) , i. e« k€ Eh(s) Z(s , n) , comme dans la preuve du lemme
1. Bcrivons k=wz , we Eh(s) , z¢&Z(s , n) ; alors les représentations
Int{wz) Gy ©F Co seront équivalentes, si, et seulement si, Int(w) Gy et gB

le sont, i. e. par le lemme 3 du n® 5, si, et seulement si, w envoie P sur « .

Ce m&me lemme donne immédiatement la réciproque.

6.3. A 1'aide d'un é1ément g € G(QK) qui vérifie g-l gF =38 (lemme 1 du n° 2),
on transporte la situation sur G(0) , dans G(k) . Les résultats précédents s'énon-
cent dans ces groupes. Disons d'abord qu'un sous-groupe de Cartan minisotrope non
ramifié de G(k) est adapté & G(O) s'il est contenu dans C(k) G¢(9) . Les résul-
tats du n® 2 montrent qu'un sous-groupe de Cartan minisotrope non ramifié a tou-
jours un conjugué adapté & G(O) . Remarquons encore que le caractdre trds régulie

o de A(s , k) permet de prolonger la représentation "y de G(s , 0) a
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c(k) c(s , ©) , notée également My o

PROPOSITION 3. - La représentation du groupe des points entiers : Soit -~ un ca-

ractére trés régulier du scus-groupe de Cartan minisotrope non ramifié T adapté &
o de c(kx) G(®) dort le degré

est donné par (3) , et la trace sur les éléments trés réguliers de T est donnée

G(®) ; il existe une représentation irréductible x

par la formule (6),_51 n est le conducteur de 6 :
' n(h-1) w
(6) Tr ne\t) =( - 1) ZW(T) B( t) ’

ou W(T) est le quotient du normalisateur de T par T . De plus, les représenta-—

tions g et g sont équivalentes, si, et seulement si, les caractdres o et

' sont conjugués par le groupe w(T) , qui est cyclique d'ordre h ,

Preuve. - Si l'on repasse & G(s , k) , on a la proposition d&s qu'on a vérifié
que Gh(s) était bien le quotient du normalisateur de A(s , k) par A(s , k) ,

ce qu'on a vu au cours des démonstrations précédentes.

6.4. Remarque. - La condition de trés régularité s'exprime sur les valeurs pro-
pres : on écarte le centre en faisant opérer T sur l'algdbre de Lie @(k) , et
comme T est minisotrope adapté & G(O) , il laisse stable @(O) , et les coeffi-
cients du polyndme caractéristique de 1'opérateur Ad t sur @&(k) donné par

X > txt—l sont entiers ; si on définit le polynSme D sur G par

2

h +...+D(x)Th"1

(7) det((T + 1) ~ Adx) =T , X€G
alors les points trés réguliers de T sont caractérisés par

(8) D(t) e OF .,

6.5. LEMME 3. - Soit T un sous-groupe de Cartan minisotrope non ramifié de
6(x) adapté & G(O) . Soit Mg

ractdre trés régulier de T . Alors, la représentation "o est cuspidale en ce

la représentation de G(®) C(k) associde & un ca-

sens que

(9) J

xU(O)x-l
o4 du est une mesure de Haar sur U(9) , pour tout sous—groupe horicyclique stan-
dard propre U de G et pour tout xe G(9) .

ne(u) du = 0 ,

Preuve. - Soit n 1le conducteur de © . La représentation "o de G(O) provient
d'une représentation, notée aussi ng de G(O/pn) . I1 suffit donc de montrer que
les sommes finies
(10) xU(pn-l/pn)x+1 "e(“) du ,
ou U et x sont comme dans 1'énoncé, sont toutes nulles. Reprenons les notations
m et m' de 5.1. Comme la représentation u, de ¢(9/p") est irréductible, sa

1
restriction au sous-groupe commutatif invariant G(pm /pn) est donnée par les con-
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!
jugués par G(O/pn) d'un caractére de G(pm /pm) qui intervient dans u,. ; or,

par construction de ng 7 le caractére '5 intervient ; en descendant jusgu'é
G(pn—l/pn) , on voit que la restriction de x, & ce sous-groupe commutatif inva-
riant est donnée par les conjugués de 1'élément 90 e C(k) associé & 6 . On en dé-
duit par le lemme 2 du n® 3 que les sommes (10) sont toutes nulles. On achdve en

remarquant que ces sommes sont des facteurs pour les intégrales (9).

7. Passage au groupe a(x) .

7.1. Soient 6 un caractére trés régulier de T , sous-groupe de Cartan miniso-
trope non ramifié adapté & G(9) , et ng la représentation irréductible associée
du groupe C{k) G(O) , réalisée dans 1'espace (@) . Soit alors V(®) 1'espace
vectoriel complexe des fonctions f : G(k) -3 E(e) qui sont localement constantes,

4 support compact modulo le centre, et qui vérifient
(1) £(xk) = ny (107" £(x) pour xe G(k) , ke c(k) ¢(0)
On définit également un caractére 6—1 de T par la formule

(2) o~l(t) = ()"t .

THEOREME 1. - Représentations de G(k) assocides aux caractdres trds réguliers :

Soit T wun sous-groupe de Cartan minisotrope non ramifié adapté a a¢(®) , du grou-

e G(k) . Soit ye la représentation de G(k) dans l'espace V(G) définie par

un caractére trés régulier § de T et les opérateurs :

(3) Yo) 2(x) =25 %), x,yecl), fev(e)

Alors Yo est admissible, irréductible, supercuspidale. La représentation Ye 1
est isomorphe & la contragrédiente de Yo * La représentation Yg est unitaire si,

et seulement si, ¢ 1l'est, et, dans ce cas, son degré formel est donné par (3)‘22

n® 6. Enfin, deux telles représentations Yo et Yot construites avec des carac-

téres trés réguliers 6 et ©' de T sont équivalentes, si, et seulement si, ces

caractdres sont conjugués par le groupe W(T) .

Preuve. - I1 est clair que Yo est une représentation algébrique de (k) (4.1.)
Montrons que le sous-espace de v(e) des points fixés par un sous-groupe ouvert
donné de G(k) est de dimension finie ; il suffit de le vérifier pour les G(p")
qui forment un systéme fondamental de sous-groupes ouverts voisinages de 1, Dési-
gnons par A(c) y pour tout entier ¢ 2 1 , le sous-ensemble de A(+) (1.7.) formé

des (m cee mh) e A(+) tels que max(m,

1°? i+1
tre, comme au lemme 6 du n® 1, qu'il y a un sous-groupe horicyclique standard

- mi) <c .S a¢ Ale) , on mon-

propre U tel que aU(p") alc U(pm+c) si m>0;sidonc ¢>r-n, ona
aU(pn-l) a < U(p®) . Soit alors f e V(8) fixée par ¢(pF) , qui est un sous-

n-l)

groupe invariant de G(©) ; pour tout wue U(p , on a donc, si x € G(O) ,

f(xaun) = ue(u)—l f(xa) = f(xaua-l x 1 xa) = f(xa)
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L U(pr) c G(pr) que la conjugaison par x comserve ; or 1'égalité

puisque aua
f(xa) = ne(u)-1 f(xa) pour tout u € U(pn_l) entratne f(xa) = 0 : il suffit de
faire la somme sur les u € U(pn—l/pn) , sachant que ces sommes (10) sont nulles.
En conséquence, une fonction de v(e) fixée par G(pr) est déterminée par les va-
leurs qu'elle prend sur G(pr)\G(O) A(c), modulo les éléments centraux, (& cause de

(1)), qui est un ensemble fini, et Yo est admissible.

Ensuite, montrons que vy, est irréductible par le procédé de Godement [4]en prou-

vant que l'algdbre des fonctions wu_ ~sphériques sur G¢(k) par rapport au sous-

groupe C(k) G(O) est réduite aux 2ca1aires. Tn raison de la décomposition de Car-
tan (1.6.), une telle fonction est déterminée par ses valeurs sur A(+) 3 sur les
points de A(+) qui appartiennent au centre, elle est scalaire puisque ng est
irréductible 3 si a e 4{+) n'est pas dans le centre, il y a un horicycle standard
propre U tel que aU(pn_l)éq'CU(pn) , d'ol, si @& est sphérique de type ny ,
@(au) = Q(a) ne(u) , si n est le conducteur de 6 , et on procéde comme ci~-dessus

pour en déduire que &(a) =0 .

Si la représentation Yo est unitaire, sa restriction au centre doit &tre a va-
leurs dens les nombres complexes de module 1 , i. e. 6 doit &tre unitaire sur
c(k) ; comme T/C(x) est compact (minisotropie), 6 est alors un caractdre uni-
taire de T ; dans ce cas, si on choisit une structure hilbertienne sur E(G) in-
variante par les opérateurs ne(k) , ke (k) c(9) (structure unique & un scalai-

re > 0 prés, puisque x,. est irréductible), on définit un produit scalaire sur

0
v(e) par la formule

(4) (f, 8) = IG(k)/C(k) (£(x) , g(x)yax, £, ge V(o)

et les opérateurs ye(y) sont unitaires, la mesure étant invariantce par transle-

tions.

Pour la contragrédiente, on commence par remarquer que, par construction, la re-

présentation x, de G(9) a pour conjuguée la représentation x , associde au

0 -1
caractére 9_1 y qui vaut 6 sur les points de T appartenant ée G(O) : ceci
vient du n° 5 et de la propriété correspondante pour la représentation du sous-
groupe élémentaire. En conséquence, 1l'espace E(e-l) s'identifie au dual de E(9)

et u 3 la congrédiente de , si 1'on pose (f , g) = (f , g pour

o1 "8
fe EBo), ge E(e”!) . On identifie donc V(e-l) 4 1'espace dual de V(B) en
posant (f , g) =( , 8 , pour fe V() et ge V(e—l) , et on a bien

(ye(X) f,v_(x)e)=(f,¢8 si £ev(e), ge v(e™l) .
6

Montrons que les coefficients de Yo sont & support compact modulo le centre,
ce qui prouvera que Yo est supercuspidale (4.5.). Prenons f e V(g) et

g e V(e™l) , et formons le coefficient

(vg(x) £, &) = IG(k)/C(k) ((x"ty) , ely) a7

Si le support de f est Sf c(k) , celui de g , Sg c(k) , avec Sf et Sg
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compacts, pour que cette intégrale ne soit pas nulle, il est nécessaire que

xe S S;l ¢(x) , ce qui montre que le coefficient cst & support compact modulo

c(k) .

Le degré formel d'une- représentation de carré intégrable induite par une repré-
sentation irréductible de C(k) G(9) est le degré de celle-ci § en effet, avec les
notations précédentes, on envoie 1l'espace E(e) dans 1l'espace V(e) en associant
3 chaque v € E(8) 1la fonction f, € V(o) donnée par 0 hors de G(O) c(kx) et
sur les ke C(k) G(9) , on pose fv(k) = ne(k)-l.v ; les relations d'orthogonalité

de Schur pour la représentation u, impliquent que le degré formel de Yo est le

e
degré de x

0

Enfin, si les caractéres 6 et ©' sont conjuguds par W(T) , les représenta-
tions o et Ky
Yot aussi. Inversement, supposons que Yo et Yar soient équivalentes ; la coin-

de (k) ¢(9) sont équivalentes (proposition 3), donc Yo et

cidence sur le centre implique que 6 et ©6' coincident sur le centre ; on peut
donc supposer les deux représentations tnitaires. Flles doivent avoir méme degré
formel, et par la formule qui le donne, les conducteurs des caractéres 6 et 8'
sont donc égaux. Soit n ce conducteur. Comme g intervient dans la restriction
de v, a C(k) ¢(9) avec la multiplicité 1 (autre forme pour le fait que la re—

présentation induite par u. est irréductible), la représentation oY intervient

dans cette restriction. Il 3 a donc un a € A(+) et une fonction & sur G(k) de
type "y a gauche et Mo 4 droite, sous C(k) G(9) , tels que &(a) £0 ; si a

est dans le centre, c'est terminé, l'opérateur 3(a) # 0 entrelagant "q et Y

et la proposition 3 concluant. Si a n'est pas dans le centre, il y a un sous-

groupe horicyclique standard U que a décale : aU(pn-l) afl c U(pn) , d'ou
3(au) = 8(a) ng,(u) = ne(aua_l) 8(a) = s(a) ,
puisque ey est triviale sur G(pn) . En faisant la somme sur ces
w e u(p™ ) /u™)

tenant compte de la nullité de (10) de 6.5., on a donc &(a) =0 , contradiction,

donc a est dans le centre.

7T.2. Au cours de la démonstration ci-dessus, on a prouvé le résultat suivant

LEMME 1. - Soit vy une représentation de G(k) fournie par un caractére trés

régulier © comme au théoréme 1. Il existe un entier n > 2 , dit conducteur de

~

Y » tel que, pour toute représentation irréductible de c(x) 6¢(9) qui inter—

vient dans la restriction de y & C(k) ¢(9) , on aie :

(i) n n'est pas triviale sur G(pn_l) » 1. e. son conducteur est > n ;

(ii)'gi n est triviale sur G(pn) » alors u est équivalente & la représenta-

ti .
ion "o
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* Preuve. — Elle est contenue dans le dernier paragraphe de la démonstration du
théoreéme : on regarde les fonctions sur G(k) de type g a gauche et u &

droite, etc.

7.3. PROPOSITION 4. - Caractdre des représentations : Soicnt 6 un caractere

trds régulier de conducteur n de T , et Yo la représentation de c(k) asso-

cide. Si te T est un élément trés régulier, la trace de 1l'opérateur ye(t) est

(- 0rD) 5 e (™)

Preuve. - Pour cheque & € A(+) , le sous-cspace de V(e) formé des fonctions a
support dans Ka = ¢(k) 6(9) n a_l c(x) G(9) a est invariant par la restriction de
Yo @au sous-groupe K. = ¢(k) ¢(0) . La représentation de K, ainsi définie est

1 1
équivalente & la représentation qu'induit la représentation u, o Inta de K

0
([9], II1.7.4., proposition 15). On a donc, si le sccond membre converge,

a

(5) Tr yg(t) = I, le/K? Tr ng Inta(x'1 tx)

la somme étant prise sur les a € A(+) modulo A(1) = ¢(x) n A(+) , qui sont les
é1éments centraux, et la fonction Tr Mg o Inta étant nullc hors de Ka . Remar-
quons qu'il suffit de prouver la proposition pour +t € G(0) puisque sur les é1é-
ments centraux Yo est 1'homothétie que définit 6 restreint au centre. Supposons
que a é A(1) ; le lemme 6 du n® 1 fournit un sous-groupe parabolique standard pro-
pre P tel que P(E) contienne la réduction modulo p de Ka/C(k) ; l'apparte-
nance de x"1 a Ka implique donc que, modulo p , t appartient au sous-groupe
parabolique propre xP(k) <1 | ce que 1'hypothdse de trés régularité exclut. Dans
la somme (5), tous les termes correspondants aux a é A(l) sont ainsi nuls, il ne

reste que celui dil a a =1 :

Tr ye(t) = Tr ng(t) ,

et le résultat provient de la proposition 3.

7T.4. Remarque. — Lz formule de la trace obtenue & la proposition 4 peut se préci-
ser ainsi : si t e T vérifie D(t) ¢ p2n , alors on a
1
W 5 . .
Tr ye(t) = Zﬁ(T) o("t)/|p(t)|Z si h est pair.

e yy(8) = (- D7 (< )7 2D/

1
W(T) e(™t)/|p(+)|® si h est impair .

8. Sur la conjecture de Langlands.

8.1. Soit K 1l'extension non ramifiée de dcgré h du corps local p-adique %k .

On définit une extension non triviale de X~ par le groupe de Galois de K sur k

(1) 1 -3 K% 5 W(K/k) -5 Gal(K/k) -+ 1
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en faisant -pérer naturellement le groupe de Galois, et en imposant comme seule
autre relation la suivante, vérifiée par un relévement ¢ de la substitution de

Frobenius :
(2) wh =1 , élément premier de k , fixé .

On munit W(K/k) de la topologic que lui fournit K* sy et qui en fait un groupe

localement compact totalement discontinu.

8.2. PROPOSITION 5. - Soit o un caractére régulier de K y 1. e. tel que

ve Gal(&/k) , Ya=a=dy=1.

La représentation wa de W(X/x) , induite par « , est de degré h , irréduc-

tible ; on 2o

(3) Tr Wa(t) = Z

(tFl) =2 « Yo(t) , tex
w(k/x)/x

Enfin, deux telles représentations w et w, sont équivalentes si, et seule-

ogi<n ¢

ment si, « et 2 sont conjugués par Gal(K/k .

Preuve. - Le degré est 1'indice de K* dans W(K/k) : c'est 1'ordre h du
groupe de Galois (1) ; 1l'espace de la représentation induite s'identifie aux fonc-
tions complexes sur Gal(XK/k) ; un opérateur qui commute a la représentation, com-
mutant aux opérateurs Wa(t) pour t € K , est la multiplication par une fopction
sur Gal(X/k) (car o est régulier), et la commutation aux opérateurs wd(wl)
entraine que cette fonction est constante : les représentations W, sont donc ir-
réductibles. La f-rmule (3) est évidente. Si les caractdres o et B sont conju-~
gués par le groupe de Galois, il est clair que les représentations W et wB
sont équivalentes. Inversement, cette équivalence implique 1'égalité des traces,
donc, si n est 2 au csnducteur de o et de B, on a 1'identité (3) avec

n * \ . 7 \
te (OK/pK » d'ou, par 1l'orthogonalité des caractéres,

i
f N aF (t) BZtS dt = 1 (masse totale =1 pour normaliser la moyenne)
O_/P. .
(0,/°%) i
qui implique B = « pour un i , i. e. les caractéres o et B sont conjugués.

8.3. La théorie du corps de classe local fournit, pour chaque extension galoisien-
ne finie L de % , un élément distingué du groupe H-(Gal(L/k) , L¥) , appelé la
classe fondamentale ([8], p. 204) ; lorsque 1l'extension est non ramifide, c'est la
classe de 1l'extension construite au n° 8.1. Cette classe fondamentale permet de
construire des groupes W(L/k) , dépendant fonctoriellement de L et k , et ad-
mettant une limite projective W(k) , le groupe de Weil-8afarevid ([1] ch. XV) de
k . La proposition 5 donne donc des représentations irréductibles de degré h de
w(k) . LANGLANDS a conijecturé ([7], question 6) que les classes d'équivalences des
représentations semi-simples de degré h de W(k) paramétraient les classes des
représentations admissibles irréductibles de GLh(k) . Le théordme 1 et la propo-

sition 5 obéissent & cette conjecture.
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/ N\
THEOREME 2. - Soient k un corps local p-adigue, et K son extension non rami-

fide de degré h . On définit deux injections des orbites du groupe de Galois

Gal(¥%/k) dans l'ensemble des caractdres trés réguliers de K .

(i) l'une dans 1l'ensemble des classes de représentations semi-simples de degré h

du groupe de Weil-Safarevi¥ de k (proposition 5) ;

(ii) 1'autre, dans 1l'ensemble des classes de représentations admissibles irréduc-~

tibles du groupe GLh(k) .

Et on dispose donc d'une bijection naturelle entre les images ; plus précisément,

dans (i) 1'image est formée de représentations irréductibles, dans (ii) de repré-

sentations supercuspidales.

8.4. On construit d'autres représentations admissibles irréductibles & 1l'aide des
caractéres des sous-groupes de Cartan non ramifiés non minisotropes, une fois que

1'on connalt la méthode pour construire des représentations supercuspidales [6].
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