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RESEAUX SUR LES ANNEAUX D'ENTIERS ALGﬁﬁRIQUES

par Donald L. McQUILLAN

1. Soit o 1'anneau d'entiers d'un corps de nombres algébriques k . Soit
V= Vn 1'espace vectoriel (sur k ) des polyndmes f£(x) dont le degré est majoré
par n . Nous considdrerons l'ensemble £ des réseaux dans V , c'est-a~dire l'en-
semble des sous-o-modules L de V tels que L est de type fini et de rang n+l,
la dimension de V . De plus, dans tout ce qui suit, nous allons ajouter la condi-

tion spéciale suivante
Si f(x) € L , alors on a f(O) € L ., Cette condition revient a dire que
L = LO<® L1 ’

ou Lo est l'ensemble des ¢éléments constants de L , et L1 est l'ensemble des

éléments f£(x) de L tels que f(0) =0 .

Le but de cet exposé est d'étudier 1l'opération de certains groupes naturels sur
£ et sur quelques sous-ensembles de £ , Nous n'allons donner qu'une esquisse des
résultats. Les démonstrations paraltront ailleurs., Ces recherches ont été faites en

collaboration avec mon collégue H. GUNJI.

Nos études proviennent des articles de POLYA [ 5], de CAHEN [1] et d'OSTROWSKI [4
Tous les trois se sont occupés de 1'étude du rémeau des polyndmes f(x) € V tels
que f(8) € 6 . On utilisera quelques résultats qui se trouvent dans [2]. Enfin, la
plupart de nos résultats permettra de généraliser au cas ou o est un anneau de
Dedekind.,

,%' On note I 1le groupe des idéaux fractionnaires non nuls de o , et I
1'ensemble des idéaux entiers non nuls. Si Le £ et ae k s On note 1% 1'en-

semble des polyndmes f(x/a) , Ou f(x) e L . I1 est clair que e,

DEFINITION 1. - Soit L e £ , et soit a« I . On pose L% = N 1%, o a par-

court les éléments non nuls de a ,

THEOREME 1. - Si Lef et oe I, alors on a fesg « De plus. on a
. a b b

(1) 1 +1° = pLasb] ,

(11) 1% n1® = p{e®)

(1i1) (18)° = 100 |

Etant donné L € £ , on démontre sans peine qu'il existe 6 € It tel que
Lcif,
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DEFINITION 2. - Soit a € I" . On note £(a) 1l'ensemble des réseaux L tels que
e
LcecL” .

On peut démontrer le lemme suivant,

LEMME 1. - L'application & 3 £(a) est une application de I' dans 1'ensemble

des sous—ensembles non vides de £ . Elle est injective. En effet, si a £,

alors on a £(a) 4 (b) . De plus, on a £ = Ua€I+ £(a) .

Remarque. = Soient o et b deux éléments de I . Le réseau M(a , b) des po-
lyndmes f(x) € V , tels que f(q) € b , appartient & o) , et généralise d'une
fagon naturelle le réseau étudié par POLYA. Une certaine suite d'idéaux entiers,

o0 ? 31 ) sos o ﬁr
joue un r8le capital en ce qui concerne la structure de M(a , b) . On a le théo-

notés $ y +ee (trouvée par POLYA [5] et retrouvée par nous [2])

réme suivant.

THEOREME 2. - Il existe des polyndmes unitaires fo(x) ’ fl(x) yooey fn(x) € k[ x]

de degré O , 1 , «se y n qui ne dépendent que de o tels que
(1) f,(x) € o[z] si ae I,
n ,
(ii) M(a , b) =2,  —>— £, (x) .

i=0 i
a Si

3.S0it G =k xk x ... x kK (n + 1 fois) , et définissons une opération

n .
du groupe multiplicatif G sur £ ., D'abord, si f(x) = Zi‘o a; x' e vV, et

s cee s gn) € G, on note f%(x) 1le polynbme
3 1

i=0 81 8 ¥

g = (g, » &

Alors, si Le £ , posons 3
f = {fg(x) ; f(x) eL}.

I1 est clair que fee et, de plus, si L € B(a) , alors on a 1€ € B(a) « De
cette fagon G opére sur £ et sur tous les £(a) . Quand n =0 ou 1 , O a
IE/GI = hn+1 » o h note le nombre de classes de k . Au contraire quand n =2,

la cardinalité de £/G est infinie. En effet, si p désigne un entier rationnel

premier, posons
5 .
L(p) = o + pox + o(X+X)+Z?=30x1-

On démontre facilement que L(pl) et L(p2) n'appartiennent pas & la m&me orbi-

te si P, # Py e Pourtant on a le résultat suivant.

THEOREME 3. - Soit g € IT . Alors l'ensemble £(a)/G est fini.

La démonstration provient du fait qu'on peut identifier l'espace £ avec 1l'espa~

n+1

port aux groupes unimodulaires Uh+1(°p). et U= T% vh+1(op) « De cette fagon, on

ce homogéne UNH , ou H est le produit restreint des groupes GL (kp) par rap-
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peut faire opérer le groupe G1 = J1 X ees X J1 (n + 1 fois) sur £ , oh Jl

note les idéles de k dont le volume est égal & 1 . Ensuite, on démontre que
1'ensemble }B(Q)/G1 est fini en utilisant [2]. Enfin, le groupe GI/G est compact,

et on s'en sert pour achever la démonstration.

4. I1 résulte du théordme 1 (ii) qu'étant donné L € £ , il existe un idéal
=fe I tel que

(1) Letf,

£(L)

(1i) Si L<1®, alorsona acf.

DEFINITION 3, - Soit Le £, L'idéal f(L) est dit le conducteur de L .

Notation. - On note El(f) l'ensemble de réseaux L dont le conducteur est égal
4 f . Le lemme 2 montre que £, (f) ## quel que soit 1'idéal £ € I" et que

Nous allons d'abord étudier l'ensemble £(p) .

THﬁORﬁME 4, - Le groupe 12 = I x I opére sur l'ensemble £(o) . Si X=ﬁ(d)/12 ’

alors il existe une application § : X -9-f+ telle que la cardinalité de 1l'ensem~

ble §-1(0) est finie pour tout G € i °

En effet, si Le £(o) , alors on a L © I’ cL y Clest=d=dire L = L° , et il
suit sans peine que 1l'application (a , b , L) r—3 b1’ de I° x £(0) dans £(o)
définit une opération du groupe I2 sur £(o) .

Pour définir 1l'application & du théoréme, on a besoin d'associer quelques
idéaux avec un réseau L . D'abord, notons b(L) (resp. c(L)) 1tensemble des &1é-

ments constants de L (resp. des coefficients de x° dans les polyndmes de L) .

La définition d'un troisidme idéal a(L) se trouve dans le lemme suivant.

LEMIE 2, -= Soit Le £ . Alors il existe @(L) € I possédant les propriétés sui=-

vantes
(1) 8i ae o(L) , alors f(x + a) € L pour tout f(x) el ,

(i) Si o € I est un idéal gquelconque vérifiant la propriété (i), alors

a ca(L) .

IEMME 3. - Soit L € £ . Alors 1'idéal M(L) = o(L)® c(L) 5 /b(L) est entier. De

plus, si L, = bL® , alors on a M(L) = M(Ll) .

Maintenant la définition de 1'application & : X == I* se fait de la manidre
suivente : Si E €X et L €¢g , soit a(g) = M(L) .

Notation., — On note v(8) 1la cardinalité de @‘1(a) ,oh aeIt.,



25-04
THEOREME 5.

(i) 8i x est réel et positif, on a

ZNpsx v(p) ~fcn(x/1og x)

on c est un entier positif qui ne dépend que de n et de k.,

o

(ii) La série de Dirichlet Fn(s) = Za (v(a)/Na®) , s e C , est convergente dans

un demi-plan Re(s) > P e Fn(s) se prolonge analytiquement au demi-plan Re(s)>0 .

et on a

F (s) =8 (s) Qk(S)n/gk(nS) ,

ou gk(s) est la fonction ¢ de k , et Hn(s) est une fonction analytique dans

Re(s) > 0 , qui ne dépend que des idéaux premiers de o gqui divisent n!

Enfin, regardons les ensembles ﬁl(f) . Nous allons généraliser les résultats ci-
dessus. Notons I(f) l'ensemble des idéaux qui sont premiers & f , et J(f)
1l'ensemble des idéaux engendrés par les idéaux premiers qui divisent £ . On peut
définir une opération du groupe I(f) sur £(f) , (a , L) +=>0a o L , en préci-
sant que

a
( P osi (p,f)=1
(6 oL) =4{P

P

L sinon
p
pour tout idéal premier p de o .

Ensuite I(f) x I opére sur £(f) selon la définition (@& , b , L) +-3 b(a o L),
Toute classe de I/I(f) peut s'écrire comme fl.I(f\ you f € J(f) et £, est
unique. Notons alors £(f , f1> l'ensemble des L € £(f) tels que c(L)Gfl.I(f) .
Le groupe I(f) x I opdre aussi sur £(f , fl) , et, dans le cas ou f =0, on a

f =0 et (o , n) = (o) . Soit

x(f , fl) = e(f , fl)/I(f) x I .

On peut démontrer deux théordmes concernant 1'espace X(f , fl) qui généralisent

les théorémes 4 et 5 ci-dessus.
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