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G9-01

GÉOMETRIE DES NOMBRES p-ADIQUES

par Georges RHIN

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Groupe d’étude de Théorie des nombres)
15e année, 1973/74, n° G9, 7 p. 21 janvier 1974

1. Introduc tion .

Les résultats de cet exposé généralisent les résultats classiques de géométrie

des nombres [l]. Ils ont été obtenus pour l’essentiel par E. LUTZ [2*] sous une for-

me un peu différente .

Soient t un entier positif ou nul, et p. ~ ... ~ P~ t nombres premiers dis-

tincts. On munit 0 (l  j  t) de la valeur absolue pj-adique telle que

|pj|j = p-1j.
Soit 03A9n = Rn x Qnp1 x ... x Qnpt . Soient a(0)1, ... , a(0)a n vecteurs linéai-

rement indépendants de Rn , a(j)1 , ... , a(j)n n vecteurs linéairement indépen-
2014 1 n

da.nts de Qnpj pour t .

On appelle lattice de base (a(j)i)1in,0jt l’ensemble des points de 03A9nde la forme (a ’x y ... , a x) où a(j) désigne la matrice n x n dont les

vecteurs colonnes sont a(j)1, ... , a(j)n et x un vecteur colonne de Zn,
On note m(A) = 03A0tj=0 |det a(j)|j , ’ L désignant la valeur absolue réelle.

On appelle connexe de Q. un sous-ensemble M "~ de 0 tel que, si

x , y ~ M(j) , B , u, 
e avec tBj . $ 1 , 1 , alors Bx + p,y 6 M(j) .

Un convexe de 03A9n est un produit m = M(0) x M(1) x ... x M(t) , où M(0) est

un convexe de R~ ~ et M~~ un convexe de Q pour j > 0 .
~ 2014pj

J!L est dit symétrique par rapport à 0 si M~ l’est. Sur Q , on considère
la mesure de Haar produit des mesures de Haar sur R, Qp1 , ... , Qpt telles que

mes Ij = 1 et mes Z == 1 .
-Pj ....

J0 désigne l’ensemble des de R tels que x = 03B11 03B1(0)1 ,..., 03B1n a(0)n
avec 0  03B1i  1 pour 1 $: i $: n , et S. désigne Z a(j)1 +...+ Z 

2. Premiers résultats.

LEMME 1. - Soit CL une partie mesurable de Rn x S x ... x g telle que
mes(CL) > m(A) ; alors il existe x e 03B1 , x e OL , tels que x - x e A - (0) .

Démonstration. - Soient (y , ... , y ) e Zn , et L(y , ... , y ) l’ensemble



... , Y ) est donc un "translate" du domaine fondamental S = Jj .
D’après [l] et [2], on a donc

Soit M~y ~ ... , y ) l’ensemble des points

tels que x == (x(0) , x(1) , ..., x(t)) appartienne à CL n ,..., 

M(y1 ,..., yn) est un sous-ensemble mesurable de L(0 , 0 ,..., 0) = F.

Supposons les ensembles M(y ,..., y ) tous disjoints ; on obtient

puisque les ensembles L(y ~..., y ) forment un recouvrement de R~ x S x...x S~.
On a donc mes(03B1) == 1 mes M(y ,..., yn)  m(A) , ce qui est contradictoire. Il

existe donc deux ensembles M(y ~.~ y~) et ~.~ y~) d’intersection non

vide. Il existe x 
== (x~~ ,..., et x~ == (x~) ~.~ appartenant à

OL tels que

(a~ y , .(’) y ,.... y) = x, - (~ y. , y...... y.) .

Comme y ~ y~ et det a~~~O, x-x est non nul et appartient à

A .

PROPOSITION 1. - Si JR est un convexe compact symétrique par rapport à 0 ~le
tel que 2~ n A ~ (0) .

Démonstration.

(a) Supposons > 2~ m(A) .

Si m1 = (1 2 M(0)) x x ... x M(r) , mes(m1) > m(A) , Soient x, et x2 ap-

partenant à m1 tels que x - x ~ A - (0) . x. == (x(0)j , x(1)j ,..., X(t)j) avec

± 2 ~ ~ , donc 
1 1 1

~°~~ ~ ~ ~ ~ ~ ’ ~~~ ~ - ~~~ ~ ~ ~2 ~ ~ °

(b) Supposons que mes(m) = 2n n(A) .

Soit lll = ( ( i + ~)M(0)) x x .. , x pour e réel positif
e

donc m
~ 
n  ~ (0) .

Comme m est compacta m~ . Or m~ ~  est un ensemble fini, donc

m ~  ~ {0} .

DEFINITION 1. -Le système (b~) , $t , [b~ 
satisfait la condition (A(A)) si 



désignant le produit scalaire habituel.
i

LEMME 2. - Pour tout j t) ,soit (b(j)i) un système de n vecteurs

linéairement indépendants de Qnp . Alors il existe te l ue

vérifie la condition à(A) .

Démonstration. - Soit x e Qpj . On pose x = y . Il faut donc vérifier que
- j , ,

En notation matricielle y == ~(b~) y . En.posant a~B
/ .B 

1 ~. ~ 
Yl

max1in |C(j)i y|j définit une norme sur comme toutes les normes sur &#x26;
~o~n ’ i 

" 

’j ~ -pj 
sont équivalentes, il existe A. tel que

J ~~"

Il suffit de prendre 6~) vérifiant J6~t . J > ~J 
PROPOSITION 2. - Soient ... , n vecteurs linéairement indépen-

dants de Rn et, pour 1  j  t , (b(j)i ,..., b(j)n) n vecteurs linéairement in-

dépendants de Qnpj satisfaisant la condition A(A) . Soient 

0 : j : t , des réels tels que

s i pour j % i et G pi .
Posons |det (b(j)1 ,..., b(j)n)| j 

= d, et d = d. Ô Alors si
~ l n J J - J J

m(A) d $ Îf =0 03A0ni=1 C(j)j ,m A d  j=O i=l Ci ’

il existe x = (x(0) ,..., x(t)) ~ 0 appartenant à A tel ue

Démonstration. - Soit m = {x ~ 03A9n ;|b(j),x(j)|jC(j)i , ~ i , ~ j) . m
est évidemment un convexe compact, symétrique par rapport à 0 ~

D’après [l], mes M~) = 2~~ 
[2], =~’~=1~" PO~ ~ > ~ ’

On a donc mes R= 2" (H~~ H~ C~)/(n~ dj) ~ 2" m(A) .
On peut donc appliquer la proposition 1.

3 Les minima successifs.

Soient (b(j)i ,..., b(j)n n vecteurs linéairement indépendants



de §§ satisfaisant la condition A(A) . Soient C(j)i ~ P-Nj pour i s 1 $ n ,

t . dé s igne 1 ’ ensemble de s e ( tels que |b(j)i.x(j) | jCi(j),
" 

- j i J 1

1 $ 1 / n .

Soit M(0) un convexe compact symétrique par rapport à 0 tel que mes 

On pose lk = M(0) x x .. , x M(t).

DÉFINITION 2. - Soit x = (x(0) , ... , 
G On . On pose

- - , ,

On définit les minima successifs de ~, par rapport à A de la façon suivante :

(x x1 ,..., xi-1 ) Q-linéairement indépendants.

Soit p un nombre premier. Pour 1 ~ j ~ t ,

~ B~’" / J." B ~ 
-

On a donc F(x) pour tout nombre premier p , et il suffira de considé-

rer les minima sur les points primitifs de A c’est-à-dire sur les points

(a~y ,..., tels que Y. ~-~ y soient premiers dans leur ensemble.

PROPOSITION 3. - Les minima successifs de m par rapport à A existent, et vé-

Démonstration.

(a) Pour tout c~ > 0 , il n’existe qu’un nombre fini de points primitifs x de

A tels que F(x) ~ a . Supposons qu’il en existe une infinité ; il existe alors

~v ~ pt un indice; tels aue

Toutes les normes de Qnpj étant équivalentes, il existe un entier k0 tel que



k > k~ entraîne

Ceci entraîne que Pj divise ~Yk,1 ’ ° °’ ce qui est ~~

possible.

(b) Soient y , ... , y n points de A , Q-linéairement indépendants et primi-

tifs. Si OE = max1in FYi> , d’après a> ii existe Un nombre 
fini d’éléments

zl(l ~ S) de A primitifs tels que OE , On a m = minl~S F(z ) = F(x ) ,
Ce qUi montre bien m1 > ° .

supposons m1 ,..., mi-1 , définis avec mk = F(xk) pour i s k s 1 - 1 . Il

n’existe qu’un nombre fini N d’éléments z 2 de A primitifs, linéairement indé-

pendants de (x1 ,..., xi-1) , tels que cy . N est non nul; en effet, il

existe un yi (y1 par exemple) tei que x1 ,..., xi-1 , y1 soient linéairement

indépendants.

De plus, x , ... , x , z sont linéairement indépendant s , donc F(zl)mi-1 .
l 1-2 2 /(J 

. 1-

0n a m $ cy .
n

4. Une généralisation du deuxième théorème de Minkowski.

Soit Z un convexe de i# défini comme dans le paragraphe précédent.

Soient (j) , 0 s j $ t , t + i matrices n x n inversibles à coefficients

dans R si j = 0 , dans % si j  1 . TA désigne l’ensemble des points

((0) ã(0)x ,..., (t) a(t)x) pour x ~ Zn et

minima successif s de m par rapport à TA sont les minima suc-

cessifs de m par rapport à A et

Démonstration. - Pour tout x E Z , G ~J~ ~T ~J~ a ~j~ x} ~ _ ce qui
montre l’égalité des minima successifs



D’autre part, comme

1. - Soit àll le convexe de On défini dans le paragraphe précédent,
et soient m , ... , m ses minima successifs par rapport à A . Alors

Démonstration.

(a) Si T = (a(j)))-1 , TA est alors la diagonale de (Zn)t+1 que l’on no-

tera Zn . D’après le lemme précédent, (1) devient

où (a ) b(j)i vérifie la condition On suppose dans la suite que
= Zn .

(b) Démontrons m ,,.,, m Soient x ... x les p oints de
Zn tels que F(x. ~ - m.. Soient ~ p our ’ ~ > ,- 1 et ~l ~Q~ E ~ R p our

1 , i  n tels 
]. --1> J 1. --

On vérifie aisément que

ce qui montre que

Pour j = 0 , l’ensemble des points É, Î=i x , i est de mesure

1 , ~ensemble des points 1~ est de mesure

Comme det(xl ,..., x~) est un entier non nul, )det(x ,..., 1 ,
et par conséquent

entraîne 2~/n; ~ ( mes ?)!,).m ,..., m

(c) Démontrons m1 ,..., mn  2n . Soit C le sous-réseau de Zn des points
x tels que x = M(j) pour $: t . Alors, d’après [2], l’indice du sous-
groupe C de Z" est = mes(x ~Znpj |F(j)(x)|j  1)}-1.
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Puisque c: z~ [condition ], on a
’ 

-D i ~-’

D’après le théorème de Minkowski [1], il existe n points de Ap linéairement

indépendants y1 ,..., Yn tels que

Puisque A~ , F~)(y~) ; on a donc H~ F(y~) : 
Supposons F(y ) : F(y~) . ... $ F(y~) ? alors m~ == F(x~) $: F(y~) , V 

et n~ F(x~) : 2~/mes(~) .
COROLLAIRE. - Soient (x1 ,..., x ) des points de A tels que F(x.) == mi ,

alors si x. == (a(0)yj ,..., a(t)yj) , on a 
" 1 .L -L 201420142014.

Il suffit de comparer (5) et (2).
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