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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 1=01
(Théorie des nombres)
16e ammée, 1974/75, n® 1, 9 p. 14 octobre 1974

FONCTIONS ZETA PARTIELLES
D'UN CORPS DE NOMBRES TOTALEMENT REEL

par John COATES

Les fonctions z&ta partielles n'ont pas joué un rdle important dans la théorie de
nombres classique, ni algébrique, ni analytique. On a toujours préféré les fonc-
tions z8ta et L ordinaires parce que celles-ci ont des produits d'Euler. Pourtant, .
dans ces dernitres.années, on a découvert que les zéta partielles sont lides étroi-
tement avec les fonctions zéta et L p-adique, et la théorie des ,Zp—extensions

d'IWASAWA. Dans cet exposé, je vais discuter quelques aspects de ces liens.

1. Définitions.
Soit K une extension finie du corps rationnel Q . On suppose toujours que K

est totalement réel. Soient F un idéal de X ("idéal™ signifie toujours "idéal

entier"), et I_ 1le groupe d'idéaux fractionnaires de K , premier & F . Si

o eK” s On écrft o = 1 mod P osi v (o = 1) >v (F) pour tout idéal premier de
K qui divise F ; ieci v_ désigne la valuation dgscréte attachée & p . Pour
asbe IF , on écrit g~ b s'il existe o € KX tel que o« = 1 mod P » a=b(a),
et o est totalement positif. On écrit C, pour le groupe de classes d'idéaux
défini par cette relation d'équivalence. On dit que CF est le groupe de F-

classes d'idéaux.

Bien entendu, c'est la théorie de corps de classes qui donne de 1l'importance au
groupe de F-classes d'idéaux. En effet, pour toute extension finie abélienne M
de K , l'homomorphisme d'Artin définit une surjection de CF sur G(WK) , pour

F convenable,
Soit re Cp - On définit la fonction z8ta partielle de r par
-s
a€Trya intégregNa) (R(s) > 1) .

Le prolongement des fonctions L abéliennes de K implique qu'on peut prolonger

SF(r ’ S) =Z

analytiquement SF(r y 8) dans tout le plan complexe, sauf pour un pdle simple &

s=1.,
Aprés des résultats antérieurs de KLINGNN, SIEGEL [9)] a démontré le fait fondamen-—

tal suivant,

THEOREME l. = Pour chaque entier n>1 , SF(r s 1 -~ n) € Q.

4

La preuve de Siegel est basée sur le fait remarquable que, sauf dans le cas n=1
et F=1, SF(r y 1 = n) est le terme constant de 1a " g-series" expansion d'une

certaine forme modulaire. On connatt une formule explicite finie pour sF(r s 1=n)
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seulement dans deux cas :
(a) K =29 (due & HURWITZ [5]), et

(b) K quadratique réel (due & SIEGEL [10]).

2. Blements de Stickelberger.

Soient M une extension abélienne finie de K , G = G(M/K) , et F 1le conduc-
teur de M sur K . Pour tout idéal b de K , premier & F , nous écrivons
(b » M/K) pour le symbole d'Artin de b dans l'extension M/K , Aussi, posons
sF(b s s) pour la fonction zéta partielle de la classe de b dans Cp  Pour
chaque entier n > 1 , on définit 1'élément de Stickelberger n-idme de M/X ,

o, (WK) , par
Oln(M/K) = Zb 3F(b y 1 =mn)(b, M/K)-l ’

ou b parcourt un ensemble de représentants de CF . Cette définition (au moins
dans le cas n =1 ) a été proposée par BRUMER (non publié). Evidemment, cyn(M/K)
appartient & 1'anneau de groupe rationnel Q[ G] . Signalons une autre expression
pour an(M/K) s qui est utile., Soit G 1le groupe d'homomorphismes ¥ ¢ G ==> gx .

Pour chaque ¥ € a s posons
LS(X ’ S) = Zb X(b) SF(b ’ 3) ’

ou x(b) est la valeur de ¥ a (b ’ M/K) . En effet, LS(X ’ s) est la fonction
L de x avec les facteurs correspondant aux diviseurs premiers de F supprimés
dans son produit d'Euler. Alors on voit trés facilement que

o (WK) = era Ly(x » 1 = n) ex__1 ;

ohi e . est 1'idempotent de X“l dans C[G] .
X
Pour chercher un multiple entier de an(M/K) y c'est-a~-dire dans ‘g‘p[G] pour un
nombre premier p donné , il est traditionnel de prendre le suivant. Soit ¢

n'importe quel idéal (entier) de K avec (¢ , F) = 1 , et considérons
((@e)® = (¢ » WK)) o (WK) .
Evidemment, on a

(1) ((@e)® = (e » WK)) o (WK) =Z, 5. (b 4 c5 F)(b, WK)T,

N

ou

(2) 8,(b 5 ¢ 5 F) = (Ne)® 85(b 5 1 =n) ~8y(bc, 1=1) .

3¢ La congruence fondamentale.

Soient L un corps, et T un entier > 1 . Suivant LICHTENBAUM, on définit
Wr(L) comme le plus grand entier m tel que T.G(L(p,m)/L) =0 . Ici T est le

groupe de racines m-idmes d'unité dans une cl8ture algébrique de L .
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Pour chaque idéal (entier) F de K , s0it RF le corps de classes du rayon
modulo F de KX . C'est 1'extension abélienne maximale de K dont le (la partie

finie du) conducteur divise F .

Fixons un nombre premier p . Voici la congruence fondamentale.

THEOREME 2. - Soit F un idéal de K qui est divisible par tous les idéaux pre-

miers de K- au-dessus de p . Alors, pour tous les idéaux (entiers) b, ¢ avec

(b y ) =(c 4y F) =1, et tout entier n 21,0na

10 51(b,c;F)ez,p;

~we

- n-1 .
20 (b s c 5 F) = (W0e)™ 5, (b, ¢ 5 F) modw . (R) z, .

Le cas général de ce théoréme vient &tre démontré par DELIGNE et RIBET (cf. [4]),
en utilisant une théorie de formes modulaires p—-adiques pour le groupe modulaire
de Blumenthal et Hilbert de K . Pour K = Q s ou K = quadratique réel, une démons-
tration élémentaire, basée sur les formules explicites pour SF(b y 1 =n) , a été
donnée dans [3] et [11]. Ce théordme implique 1l'existence des fonctions L -
adiques pour toute extension abdlienne finie de K , avec les meilleures propriétés
d'holomaqﬂﬁe(conjecturées par Serre et Lichtenbaum). I1 faut dire, aussi, que
1'idée de construire les fonctions L p-adiques au moyen des &1léments de Stickel-
berger est due & TWASAWA [6]. [Voir la Note & la fin du texte. ]

I1 y a peut-&tre intérét A signaler deux formes équivalentes du théordme 2.

THEOREME 2 (a). -~ Soit F un idéal de K qui est divisible par tous idéaux de

K au-dessus de p . Alors, pour tout idéal (ggﬁiggj ¢ de K avec (c y F) =1,

et tout entier n> 1, on a

10 SF(c y 0) = SF(I y 0) Ne¢ mod_gP :
20 SF(c y 1 = n)

oh Ay =851, 1-mn)-8.(1,0).

1]

n n-1 \
b, plie)” + ()" 85(e , 0) mod w,_ (R 2,

Ici, si u,ve Qp et m€ Z , nous écrivons u

i}

v mod mgp pour indiquer que
u-vEe mgp o De méme, bien entendu, 1'idéal 1 est 1'anneau des entiers de K .
L'équivalence des théordmes 2 et 2 (a) est immédiate. En effet, pour déduire le
théordme 2 (a), on prend b = 1 dans le théordme 2. Réciproquement, on remarque
que les premiers termes sur la droite dans les congruences du théordme 2 (a) se dé-

truisent quand on formes les différences 6n(b sy ¢ 3 F) , d'ou le théordme 2,

THEOREME 2 (b). — Mlmes hypothéses et notations que le théordme 2. Alors, on a

1° él(b:C;F)GZ,p;

2° Etant donné n'importe quel entier N > 0 s on peut trouver un entier M = M(N)

tel que

vp(én(b » ¢ 3 F) = (Noc)™! 61(b e F)) >1v,
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pourvu que vp(F) > M pour tout idéal premier p de K au-dessus de p .

I1 est clair que le théordme 2 implique le théordme 2 (b), parce que la condition
vp(F) >M pour tout p de K au-dessus de p implique p y © RF quand M=M(X)
est suffisamment grand. La réciproque n'est pas évidente, et est due & SINNOTT.
C'est essentiellement le raisonnement de la dernidre partie du §3 de [ 3] (voir
aussi [11]).

Remarque. - On peut déduire du théoréme 2 toutes les conjectures d'intégralité

pour les valeurs des fonctions L abéliennes de K faites dans [1]. Pourtant, il

semble que la conjecture de divisibilité (Conjecture 3) faite dans [1] n'est pas

une conséquence du théoréme 2, sauf dans le cas K = Q . Il faut dire que j'avais
prétendu, sans preuve, dans l'introduction de [ 3], avoir démontré cette conjecture
de divisibilité pour les extensions abéliennes et totalement réelles d'un corps que-

dratique réel., Cette affirmation n'est pas justifiée,

4, Les relations de Stickelberger conjecturales.

Soit M une extension sbélienne finie de K , dont le conducteur F est divisi-~
ble par tous les idéaux premiers de K au-dessus de p . On fait cette dernidre
hypothdse pour simplifier seulement (pour éviter les probldmes ennuyeux d'intégra-
1ité quand le conducteur n'est pas divisible par tous les idéaux p de K- au-
dessus de p ). Notons aussi que cette hypothdse est vraie dans le cas important ou

M contient n pour n suffisamment grand. On définit
Y
an(M/K) = Idéal de gp[G]

qui est engendré par tous les éléments ((Nc)n - (¢ , ¥/K)) ah(M/K) avec (c,F)=1.
Ceci a un sens, grfce au théoréme 2 (qui implique, en particulier, que
én(b s ¢c3 F)e 25 ).
On dit que an(M/K) est 1'idéal de Stickelberger n-idme pour M/K (relatif au

nombre premier p ).

Soit © 1'anneau des entiers de M, et soit Ky @ (n=0,1, ...) le K-
groupe de l'anneau O au sens de QUILLEN [8]. En particulier, KO © est le groupe
de classes d'idéaux de M . Bien entendu, Z'p[G] opére sur le composant p~

primaire K, o(p) de Ko © dans une facon naturelle.

CONJECTURE 3., -~ Pour chaque entier n > 1 , on a

an(M/K).KZn o(p) = {0} .

Ce probléme semble extrémement difficile. On sait démontrer cette conjecture seu-
lement pour K = Q et n =0 (théordme de Stickelberger, cf. [7]) et n =1 (dé-
montré dans [ 2]).
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5. Dénominateurs des SF(b y 1 =-n).

Les conjectures de Lichtenbaum [1], qui interprétent les valeurs d'une fonction
L d'Artin aux entiers négatifs comme une caractéristique d'Euler-Poincaré d'un
faisceau pour la cohomologie étale, donnent, en particulier, de trés bonnes majora—
tions pour les dénominateurs de ces valeurs. Il est invraisemblable que de telles
conjectures soient vraies pour les SF(b , 1 =n) ., Néanmoins, on a le résultat

suivant, [Voir la Note & la fin du texte. ]

THEOREME 4, - Soit F n'importe quel idéal entier de K , Alors,

(1) pour chaque entier n> 1, wn(ﬁF) SF(b y 1 = n) est un entier ; et

(2) si K=Q , ou K est quadratique réel, wl(RF) SF(b s 0) est un entier.

L'affirmation (1) est due & SINNOTT [11]. Il avait démontré qu'elle est une con-
séquence du théoréme 2, en utilisant les propriétés formelles des éléments de
Stickelberger. Le méme raisonnement ne marche pas pour n = 1 , Pourtant, C. QUEEN
m'avait fait remarquer qu'il est bien probable que les méthodes de DELIGNE [4] dé~
montreront (2) pour n'importe quel corps totalement réel K (sauf peut-&tre dans
le cas F=1 ). L'affirmation (2) est due & BRUMER (non publiée), et, plus tard,
j'ai retrouvé indépendamment la m8me démonstration essentiellement. Je veux finir
en esquissant cette démonstration de (2) dans le cas o K est quadratique réel
(ctest évident pour K = Q , vu la formule explicite pour SF(b s 0) ). Donc nous

supposons que K est quadratique réel. La preuve est basée sur deux faits
(a) une propriété modulaire de la fonction n2(z) de Dedekind, et
(b) une formule explicite de Siegel-Hecke pour SF(b , 0) .

(a) Propriété modulaire de nz(z) . — Rappelons que, si z appartient au

demi-plan de Poincaré H , nous avons
2,y _ 1/12 my 2
1°(z) = ¢/ T, (1 =),

ol q = exp 2miz et q1/12 = exp miz/6 . Soit M = (: 3) un élément de SLZ(Z).

Alors on sait que

12(Me) = e(M(cz + 4) 1°(z) ,

ou g(M) est une racine 12¢ de 1'unité. De cette fagon, on obtient un homomorphis—
me de groupes ¢ SL2(§) > yp e On appelle souvent ¢(M) une "somme de Dede-
kind". Le lemme suivant ne semble pas &tre explicitement daps la littérature, mais
il est assez bien connu (BRUMER, GROSSWALD et OGG m'avaient donné des démonstra-
tions). Soit Mz(g) 1l'ensemble de (2 x 2)-matrices & coefficients entiers, et

soit A un élément de M2(Z) .

IEMME 54 = Supbosons que N = déterminant de A est positif et premier & 6 .

Soit Me SLZ(Z) tel que W = Al My soit aussi dans SLZ(Z) . Alors on a

em = @Y, ) =Y.
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Voici une démonstrétion de ce lemme basé sur la formule explicite pour ¢(M)
(ef. [12], p. 126). Notons d'abord que les deux affirmations du lemme sont équiva-

lentes parce que N2 =1 mod 12 pour (N , 6) = 1 . Nous pouvons écrire
A = AWB ?
oh A, Be SL2(_Z) , et W diagonal.

Puisque ¢ est un homomorphisme de groupes, on conclut qu'il suffit de démontrer

le lemme dans le cas ou A est diagonal. Supposons que
_(a¢ O _(a b
A"‘(o _Y)’ m—(c d).
Alors, par un calcul direct.
2
n-( 8 v/
ey /N d
D'autre part, on peut évidemment supposer que ¢ >0 , et, dans ce cas, la for—

mule explicite pour e(ﬂO est

(3) exp(%% {va(1 - 02) +cla+d)} - E%S- si ¢ est impair,
et
(4) exp(%% {ac(1 - d2) +d(b~c)} - Ei£§§:—ll) si ¢ est pair.

Remarquons que ¢ et ch/N ont méme parité parce que vy divise N et
(N, 6) =1 . Supposons ¢ impair. Utilisant la formule (3), pour N , on obtient

N w2 2 v2 2 micy?
e(n)” = eXPC?; {«° bd(1 - 5 ) + ey (a +d)} - 5 )
o

dtou le lemme parce que a2 = y2 =1 mod 12 pui-que (o 5 6) = (Y y 6) =1,
étant diviseurs de N , Le raisonnement est analogue pour c¢ pair, grfce au fait

que d est alors impair.

(b) La formule de Hecke-Siegel (voir [10]). - Soient t €l et z€H. On

définit la fonction théta o(t , z) par le produit infini

e(t ? Z)

T = exp(miz/6) 2 sin(mt) ﬂ:zlh - 2q" cos ont + q2m) ,

ou = exp 2niz , et (z) est la fonction de Dedekind. Soit U =(u s V) un
q il

vecteur dans _32 .

Définition, - ¢(U ; z) = exp(niu.v)exp(niu2 2 6(v + uz , z)/1(z) . Gréce aux
équations fonctionnelles bien connues de la fonction théta, on déduit deux équa-

tions fonctionnelles pour (U ; z) :
(1) si Mesi,(z),
Yt 5 me) = e(m) 4(u 5 ) ,
od (M) est la racine d'unité 12 dans 1'équation fonctionnelle de ﬂz(z) .

(1) y((u+ 1, v) ; 2) =—exp(=~ miv) y((u , v) 5 z) ,

y((w 3 v+1);2) ==expmiuvy((u,v);az).
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Soit maintenant b un idéal (entier) de K avec (b ’ F) = 1 . Posons u=b/eF :
ou O est la différente de K sur Q . Choisissons une Z-base o , B de ¢
telle que w = - B/a soit plus grand que son conjugué w' . On note Tr(x) la
trace d¢ x € K , et on écrit U = (Tr(y) , Tr(B)) e Soit EF le groupe des unités
de K qui sont totalement positives et = 1 mod F ; c'est un groupe abélien libre
de rang un. Soit T 1le générateur de EF qui est > 1 . Définissons M e SL2(§)

par 1l'équation
e s 8) = (@, B .

Soient C 1le demi-cercle dans H passant par o' et w, et Zy un point ar-
bitraire de C dans H . Enfin, on écrit v(y) = Ny/lnyl pour tout y € K ., La
formule de Hecke-Siegel est la suivante (cf. [10], §5).

THEOREME 6.
1°8i FP#1, o0na
o —_— () IZO R
(b,0)=:—z—3—- . —1og\y(U-z)dz‘
SF 2ni irl 7, dz ’ ’
2°8i F=1,o0na
z
0
- V(Q/) f 1 a4 2
8p(b 5 0) = =% Jo-1 zo{———z —— + 35 log 1(2)}az

(on prend le contour d'intégration de i z, a 2, le longde C ),

Le lemme qui suit est valable pour n'importe quel corps de nombres totalement

réel K , et n'importe quel entier n > 1 .

LEMME 7. - Soit r un entier positif tel que wn(ﬂF) divise r . Alors wn(ﬁF)

~est le plus grand diviseur commun de l'ensemble des entiers {(Na)n - 1} ’ gg a

parcourt tous les idéaux entiers de K avec a~1 mod F Ei (u ’ Fr) =1.

La démonstration (cf. [3], [11]) est un exercice assez facile avec les propriétés
formelles du symbole d'Artin. Supposons encore une fois que K est quadratique
réel, On voit sans difficulté que WI(RF) divise 12f , oo (f) = F nZ « Donc
1'affirmation (2) du théordme 4 est une conséquence du lemme 7 et du résultat sui-

vant,

THﬁOREME 8+ = Supposons que K est quadratique réel. Alors sl(b sy ¢ 3 F) € 7
pourvu que (c 4 6F) =1 .

Commengons la démonstration du théoréme 8. Poseons
*=um, U=(@,v), ¥-u=(,k).

Gréce au fait que 1 ' o - o et 17!p - 8 appartiennent & o' , on conclut

que

h = Tr(ﬂ-l o=~-0) s k= Tr(ﬂ-l B - 8)
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appartiennent & Z . Supposons d'abord que F# 1 . Pour a , b €Q,on écrit

a=b medZ si a-be€Z. Llaire formule du théoréme 6 implique que

8506 » 0) = = X2 10g(4(U 5 2)) / 4(v 5 W 5)) moa 2
(on obtient seulement une congruence & cause des valeuvrs multiples du logarithme).

Evidemment,

(4(U 5 20)/4(v 5 T 2)) =1, 1, »

e
5I
oy
3
o
~~—
N’
)

~1 * ~1
my = (0 5 20)/p(0m 5 W0 2)) 1, = (y(UF 5 W0° 2,)/4(u
L'équation fonctionnelle (I) donne I, = e(m) , et (II) domne
I, = (- 1)Y exp mi(uk = vh) , o v =h + k + hk .
D'autre part, un calcul assez facile montre que
Wk - vh = v(a) Nb =py, o g = (N~ 1 1)/(veh)
ici A désigne le discriminant de X . Donc
- _Nb v(a) v
(5) 8(0» 0) = - o e 1op(c(m)(= 1)) moaz.
Soit maintenant c¢ un idéal entier de K avec (c , 6F) = 1 ; en particulier,

(Ne , 6) = 1 . Notons b, = bc , et écrivons . , » U, » I , ete, pour les pa-
1 17 B Uy

ramétres de b1 correspondant & ceux de b . On voit sans difficulté qu'on peut
choisir les bases o , B et @ » Bl telles que v(g) = v(al) » et que la matrice

A donnée par (ql ’ Bl) = (a., B)A soit de 1la forme A = (? 2) « De plus, on

vérifie que, avec ce choix des bases, on a
det A=Ne¢>0.
Puisque ml = A—1 A 5 on conclut de (5) et du lemme 5 que

. - _ (o) - 1)WNC=vy
6,(b y ¢ 5 F) = - 2= Tog((~ 1) ) mod Z .

Enfin
(hy 5 k) = (h:X)A,
et, grlce au fait que a et d sont impairs, un calcul direct montre que

wW¢ = v = vl mod 2 .

Donc la démonstration du théoréme 8 est compldte dans le cas F # 1 . Nous lais-

sons au soin du lecteur, la démonstration dans le cas F = 1.
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Note ajoutée & la correction des épreuves. — Il semble que les preuves de DELIGNE-
RIBET ne sont pas tout a fait complétes & l'heure ol a été rédigé ce manuscrit,
aussi le lecteur doit-il regarder les théordmes 2, 2 (a), 2 (b) 5 et 1'affirmation
(1) du théordme 4, comme encore un peu provisoires. Bien entendu, ces résultats
sont entidrement démontrés dans les cas K = Q ou K quadratique réel.
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