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10-01

RÉPARTITION ET ERGODICITÉ

par Pierre LIARDET

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
19e année, 1977/78, n° 10, 12 p. 28 novembre 1977

Résumé. - Soit T~ le produit croisé (x , 9 g) t2014~ (Tx , g.f(x)) sur X x G ,
X espace de probabilités et G groupe métrique compact. On étudie l’ergodicité et
le mixage de T f 9 les théorèmes classiques de H. FURSTENBERG et J. P. CONZE 

sont précisés par quelques améliorations appliquées à. l’équirépartition. Au
passage, on verra que le théorème de W. A. VEECH sur les suites génératrices de
suites équiréparties (théorème 2 ~ 13 ~~ est inexact dans un cas (et seulement ce
cas).

1. Introduction et notations.

Soit n ~---r x une suite x d’éléments du tore T = R/Z et, soit I un arc de .
n 2014 ~/ ~ ’

,T , y de fonction caractéristique de longueur l(I) . La suite x est équiré-
partie dans le tore si, pour tout I , la suite s des moyennes

converge vers ~(l) . De nombreuses études ont eu pour objet de préciser le compor-
tement asymptotique de ces moyennes. A ce sujet, Inattention se porte naturellement

sur la suite a- définie par = s(n) - 1 = (o ~ a( , W. M.
SCHMIDT [11] a montré que n’est bornée que pour au plus un ensemble dénombra-

ble de a . Nous verrons y comme conséquence d’un théorème ergotique, le résultat

suivant.

(l.l) Supposons 0  j~(l)  1 . Alors y pour presque toutes suites x , la suite

~T est équirépartie dans ~ .

On peut préciser. Rappelons que la suite x est dite complètement équirépartie
(dans le tore! ) Si, pour toute suite finie 1 , ... , L d’arcs de T ~ la

suite des moyennes N ~ (1/N) 03A3Nn=1 ~I1 (xn)...(~Ik(xn+k-1) converge vers

... l(Ik) . D’autre part, une suite n dans un groupe abélien locale-

ment compact Z est dite équirépartie au sens de Flartman [5]y si, pour tout ca.ractè-
re n de Z y on a :

Alors y nous avons le résultat suivant.

(l.2) Pour toute suite x complètement équirépartie dans 1 , et tout arc I de

longueur non nulle et distinct de T , la suite

est équir0partie dans Z2 au sens de Hartman.

Dans un autre ordre d’idée, soit 8 un nombra 2-.normal9 de développement dyadi-
que suivant : 

’



et soit k ~ nk la suite des entiers successifs tels que ank = 0 .
(1.3) La suite k ~ (nk , , k) est équirépartie dans Z2 au sens de Hartman.

Ce résultat s’ obtient comme cas particulier des propriétés des suites génératri-
ces de suites équiréparties de Veech. Posons rk = nk , y pour k  1 , y alors

pour toute suite n zn à valeurs dans un groupe compact métrisable G qui en-

gendre un sous-groupe dense dans G , y la suite w définie par wk = Zr1 
.... 

zrk
est équirépartie selon la mesure de Haar dans De plus, nous verrons en par-

ticulier le résultat suivant ,

(1.4) Si {zn ; n  1} est dense dans G 9 le spectre de w se réduit à {0} .

La notion de spectre que nous adoptons est celle donnée dans [7], très proche de

celle de Soit P ~ t ~I ---~ Ç . Le spectre de F est l’ensem-

ble des a de T tels que

Le spectre d’ une suite u à valeurs dans un espace compact X est alors la

réunion Sp(u) des spectres des applications fou, où f est élément de l’es-

pace des applications continues sur X à valeurs complexes.

Dans toute la suite, Q désignera un espace compact métrisable, l’ensem-

ble des mesures de probabilité, boréliennes sur une telle mesure, G un

groupe compact métrisable de mesure de Haar normalisée m . ~(~~~ sera muni de la

topologie faible. Etant données les applications T : Q ..-~.. ~ et c~ : Q -.-.~ G ,
on définit T 

ç 
sur Q x G par T ç (x , 9 g) = (Tx , gc~(x~ ~ , la loi de G étant no-

tée multiplicativement. Nous adoptons la terminologie de IL FURSTENBERG [2] . Le

triplet (0, 9 T , est appelé PROCESSUS , si T est -mesurable et  inva-

riante par T . Rappelons qu’un tel processus est ergodique si les seules solutions

de Inéquation

avec a = 1 , sont les fonctions constantes ~-presque-partout. Il est faiblement

mélangeant si (1.5) n’a que les solutions a= 1 , f constante -presque-par-
tout ou 03B1 quelconque dans Ç et f nulle -presque-partout [4].

Une application f définie sur ~~ et à valeurs dans un espace topologique sera
dite -continue, si l’ensemble D de ses points de discontinuité est -négli-
gea.ble, f sera dite T-quasicontinue si 9 pour tout ~ > 0 , il existe

g : > Q ~ (0 , 9 1) , continue, telle que g (fonction caractéristique de D )
et

Cette notion a été introduite par G. RAUZY [8].

Rappelons qu’un point 03C9 de Q est dit (T y )-générique si, pour toute f



dans C(û) ~ on a :

Enfin désignera un ensemble complet de représentations unitaires non tri-

viales, irréductibles et non équivalentes entre elles, de G et H l’espace de

Hilbert de la représentation n dans A . H est de dimension finie sur C , de

norme notée il ~03C0 .
Je suis reconnaissant aux professeurs J. P. CONZE et G. RAUZY qui m’ont aidé dans

ce travail par leurs remarques riches d’enseignements.

Ergodicité et équations fonctionnelles.

Soient (Q y T , ) un processus, (p : Q ~ G une application -mesurable et

envisageons le3 trois propositions suivantes :

(i) Si (u y élément de Q ~ est (T y 11)-générique, alors (~ y g) est

0 m)-générique pour tout g de G .

(ii) Le processus (~ x G y T(p ~ ~ ~ ~) est ergodique.

(iii) Pour toute n de A(G) , y l’équation

(*) X( a)) == -presque-partout

n’a ;pas de solution -mesurable X : Q ~ End(H03C0) autre que la solution nulle

(presque-partout).

Le théorème suivant est classique dans le cas continu [2~j et son corollaire gé-
néralise le lemme 3 de J. P. CONZE [l1.

(2.l) THÉORÈME. - Les propostions (ii) et (iii) sont équivalentes lorsque
(03A9 , T , ) est ergodique. Si T sont -continues alors (iii) implique (i).

Si de plus le processus (03A9 , T y est ergodique, (i) implique (ii)y et (i ~ ïn

est la seule mesure de (P(~ x G) invariante par T 
({) 

dont la projection sur le

premier facteur soit .

Envisageons maintenant les propositions :

(j) II existe une mesure 03BD e (?(Q x G) telle que tout (03C9 , y g) de Q x G soit

(T 
c.p 

B))-générique.

(jj) T est uniquement ergodique (l’unique mesure de P( 03A9 x G) invariante par

T 
cp 

étant ~ m ).

On peut déduire du théorème précédent le théorème suivant.

(2.2) COROLLAIRE. - Si T et (p sont -continues, pour que T soit unique-
ment ergodique, il faut et il suffit que T soit uniquement ergodique et

ergodique. Supposons en outre que T soit T-quasicontinue,
alors si T est ’uniquement ergodique, les propositions (j)y (jj)y (ii) et (iii)
sont équivalentes.



Démonstration. - L’éqv.ivalence entre (ii) et (iii) est facile. Elle se montre

comme dans [l]. Supposons T et cp -continues et la proposition (i) fausse. Soit
alors w un point (’~ 9 ~)-générique et ( ~,~ , g) non ;’~ ~ , ~, ~ Le

théorème de permet d’établir l’existence représentation rr dans

et d’une application continue ---~ ~~ telle que

(où Tï.f est défini par z) = ~r( ~~.f (x~ ~. Notons que l’égalité (1.7) res-
te satisfaite pour toutes les applications bornées de 03A9 dans H03C0 qui sont p-

continues. Le lemme ergotique de assure alors l’existence d’une so-

lution non triviale X : Q --~ il 
m 

de l’équation (*) et par suite (iii) est fausse.

Dans le cas T , ) est ergodique, -presque tout élément 03C9 de Q

est (rC , et si on suppose (i), on en déduit (ii) par application du
théorème ergodique individuel de Birkhoff. Désignons par A l’ensemble des mesures

v dans x G) ] invariantes par T 

W, 
et dont la projection sur le premier fac-

teur est . . Si A est faiblement adhérente à A , sa projection sur le premier
facteur est l.L. Il en résulte que T 

~P 
est ~~continue et un raisonnement type

"intégrale de Riemann" montre que À est invariante par T03C6 . A est alors un

convexe faiblement fermé (et par suite faiblement compact). On observe alors, com-
me dans [9], que les points extrêmaux de A le sont aussi dans l’ensemle des me-

sures dans x G) invariantes par T ; ils sont donc ergodiques relativement à

T . Supposons (i), alors ces points se réduisent au seul point il. ~ m et par le

théorème de Krein-Milman, A = {  ~ m} .

La première partie du corollaire est une conséquence directe du théorème, la se-

conde partie s’obtient par application du lemme général suivant.

(2.3) Pour que T , supposée T-quasicontinue, soit uniquement ergodique,
il faut et il suffit qu’il existe B~ = G’~~~ telle que tout élément de Q soit

(T , 

La condition du lemm.e pour avoir l’unique ergodicité est évidemment suffisante.
Par ailleurs, pour tout w de y les valeurs d’adhérence (pour la topologie fai-
ble) de la suite des moyennes de Dirac N ~ (1/N) 03A3Nn=1 

1 
b sont invariantes par

T d’où la nécessité. 

Remarques.

1° Si cp est supposée continue hors d. t un ensemble fermé de 03BC-mesure nulle com-

me alors Test T -quasicontinue lorsque T est uniquement ergodique
et T-quasicontinue.

2° On peut introduire une notion d’uniforme quasi-continuité en remplaçant la

condition (1.6) par : ’

Si T et 03C6 sont uniformément quasicontinues, il en est de même de T 
w 

et de



plus la condition (j) peut être remplacée par la suivante : i

~~’ ~ Pour toute f : ~~~ x G -.-.~ C continue, on a

Ce la tient de l’ équiva,lence entre ~ ~’ ; et (jj) qui e’3t classique lorsque T est
continue. Dans le cas présenta 9 faute de référence y nous la démontrons en annexe.

3° La démonstration de l’équivalence entre (ii) et (iii) dans (2.1) peut se géné-
raliser aux cas des mixages et donne le résultat suivant.

(2.3) Le processus ~~~ x G , y T ~ 9 ~ m) est faiblement mélangeant si, ~t seule-

p pour 03C0 de A(G) 03C6 et tout nombre complexe 03B1 , l’ équation

n’ a pas de solution -mesurable X : li ~ End(H) autre que la solution nulle

3. Processus disjoints.

03A9* un espace compact métrisable. Pour toute mesure 03BB dans x 03A9*) ,
notons 

., 

et 03BB|2 les mesures boréliennes images de À par la première pro jec-
tion 03A9 x 03A9* ~ 03A9 et deuxième projection 03A9 x 03A9* ~ 03A9* , 9 respectivement. Disons

avec H. FURSTENBERG [2] que les processus (03A9 , 9 T , ) et (03A9* , T* , 9 *) sont

disjoints si, pour tout processus (~L x ~~’~ 9 T x T~~ y ~~ 9 , on a

Le résultat suivant est classique dans le cas continu.

(3.l) Soient (03A9 , T y ) et (03A9* , T* , *) deux processus disjoints. Suppo-
sons T et T* respectivement -continue et *-continue. Si 03C9 est (T , )-
générique et 03C9* , (T* , *)-générique, alors (03C9 , 03C9*) est (T  T* ,  ~ *)-
générique.

En effet, si 03BB est une valeur d’adhérence de la suite

alors 03BB|1 = p et 03BB|2 = * , y et la régularité de 03BB montre que T x T* est 03BB-

continue. Un raisonnement standard style "intégrale de Riemann" donne l’invariance
de 03BB par Il’ x T’" et par suite X =  &#x26; * . Utilisant la séparabilité de
C(Q x ~) on en déduit la convergence de la suite (*) vers u~ u~ .

Prenons maintenant pour groupe compact y ~ sa mesure de Haar et 

la translation à droite (ou à gauche) par un élément T de Q~ qui engendre un

sous-groupe dense dans fF . Alors (Q~ , T~ , ~) est appelé ~m processus de
Kronecker ; il est ergodique, de plus on a la caractérisation suivante.

(3.2) THÉORÈME. - Pour que le processus (il , T , soit disjoint du processus



de Kronecker (03A9* , T’‘ , *), il faut et il suffit que le processus produi t
x T x T" , ~, ~ ~;"~ soit ergodique.

La démonstration de ce théorème est essontiellement la même que celle faite dans

~ 2 ~ avec ( s~4 , T y faiblement mélangeant.

Dans toute la suite, § désignera la mesure de (normalisée) du tore T ,

~ celle du sous-groupe fermé U engendré par a dans T , T la translation

de a . Le théorème suivant est classique.

(3. 3) THÉORÈME. - Pour qu’un processus ergodique soit faiblement mélangeant, il
faut et il suffit soit dis~joi nt de tous les processus de Kronecker

(ï , b ,U). ~ a a ~a 
" ~

complètement équiréparties.

Soit f : ; Q ~ G , -mesurable, y d’image au plus dénombrable. On pose

La proposition (l.2) de l’introduction est un cas particulier de la suivante.

(4-.l) Soit f : ~2014~~ ~-continue telle que 3(f) engendre ~ ~ et 0 

Alors, pour toute suite x complètement équirépartie dans T , y la suite

est équirépartie dans 2 au sens de Rartman.

Cette proposition est une conséquence directe d’un théorème plus général. Intro-
duisons la notion de spectre d~une partie A de G comme étant 1~ensemble Sp(A)
des ’3. e ~ tels que le sous-groupe fermé engendré par A x (a) ne soit pas égal à

G x U .

(4.2) Soit û = 03A9N muni de la mesure produit ~ induite par  ,

(03A9~ , T ? 1 ~) le shift sur 03A9~ , et soit f : 03A9 ~ G , -mesurable telle que

f(03A9) soit au plus dénombrable. Notons S la transformation sur 03A9 x G donnée
’ " ’ ’ ’ ~~~ ........ co ,

par:

où p désigne la projection sur le premier facteur de ~ ~~ . Alors y le processus

G , S , , 

(i) ergodique si J(f) engendre un sous-groupe dense dans G 9

(ii) faiblement si 9 et seulement sà , .~ ~ ,

Démonstration. - Soit a E T et S la transformation définie sur ( ~Z x Gx U )2014~~2014~--~..2014~.2014 - ~ - a 20142014.201420142014_20142014201420142014~2014~2014__~2014_2014__2014 ~ ’~-a

par (03C9 9 g y z) ~ (T03C9 9 g.r(00FFw) , 9 z + a) . La mesure 03BB = ~ ~ m ~ ba est inva-

riante par S 
a 

, Nous allons montrer le résultat suivant.

(4.3) 03BB est ergodique selon 



Envisageons X : 03A9~ ~ H , 9 solution mesurable de l’équation

avec x ~ A(G x !La) . L’ergodicité de p relativement à T montre que 

est ~-presque-partout égale à une constante que nous pouvons supposer être 0 ou

1 . Choisissons 1 . Prenons 11 espérance conditionnelle E(X Il p , ... , 

La norme (dans II03C0 ) de cette espérance converge ~-presque-partout vers 1 quand

n devient infini y mais par (’~) cette espérance vaut :

ce qui donne par passage à. la limite, ( ~~~ ~ ~ , ~,~~ étant de Bernoulli,

Il en résulte, par convexité y que X est constante presque partout. Alors, pour

tout g E on a a)X=X . Si d ~ Sp(3(f)) , 9 on obtient = X ,

pour tout u dans G x U . L’irréductibilité de 03C0 assure alors X = 0 , y contra-

diction. À est donc ergodique suivant Sa . Réciproquement, si À est ergodique,

d’après le théorème ( 2.1 ~ 9 pour tout w le point ( w , y 0 , 0)
est (s ~ ~ y En particulier y on observe que la suite de point

z ~.. ... (~) ~ na) est dense dans G x U . Hais, pour presque tout
n 

p ~ I~ ~ 
--a 

t q

les z 
n 

sont dans le so,as-groupe engendré par ~(f~ x 

, 

La partie (ii) du théorème se déduit soit de (2.3), soit de (3.2) et (3.3). La par-
tie (i) s’obtient en faisant a = 0 dans ( 4 . 3 ) .

Utilisons maintenant la notion de processus d’ entropie totalement positive (~ 20~,
[2]). Diaprés un théorème de R. Il. on déduit le résultat suivant.

(4.4) Supposon-s ~ = ~ et le proces sus ~ ~ x G , s g ~,p ~ m) faiblement

mélangeant. Alors § est d’entropie totalement positive.

Du point de vue de la disjonction, sous les hypothèses de (4.4) , ~ est alors

disjoint de tout processus déterministe [2]. Illustrons cet aspect en choisissant
un résultat d’expression simple obtenu en utilisant l’aspect générique en (3.1 ~ , et

qui généralise (1.2~.

(4.5) Soit n ~ x une suite à termes dans T , complètement équirépartie modu-

lo 1 , e t soit I un arc de T de longueur l te lle que 0  l  1, . Alors ,

pour tout polynôme P à coefficients réels et tout nombre irrationnel û , la sui-

te n ~ P(n) + 8 ~._ est équirépartie modulo 1.

5. Générateurs de s ’ tPs équiréparties.

Une suite d’ entiers n ~ ol, est dite s-générateur de suites équiréparties

( s entier > 0 ) au sens de ~~~T. Veechy pour tout groupe compact G et toute

suite n ~ z 
rl 

dans G telle que la famille (z n 9 n  s} engendre un sous-

groupe dense dans G, la suite



est équirépartie dans G selon m. Dans [13], W. VEECH donne des exemples de sui-

tes s-générateurs de suites équiréparties.

Quelques définitions et notations seront utiles. Pour m entier 3 2 y notons

S la transformation de T donnée par

~’i~ons ~ 9 partie de T ~ 9 de frontière négligeable y de mesure §(il) > ~ . Soit

q = q~ l’application de T dans !* u définie par : ë

Une transformation T03A9 : Q ~ Q est dite induite par S sur Q siy pour

b-presque tout x dans 03A9 , on a == (x) . On note  la mesure de pro-

babilité induite par b sur Q . On sait que (Q y p,) est un processus ergo-

dique.

(5.l) THEOREME (W. VEBCH). - Soit ù une partie de T d’intérieur non vide, de

frontière F telle que

(ou F est le voisinage de F à ~-près pour la distance usuelle sur T iden-

tifié à (0 y le ). Si Q satisfait à l’une des conditions

C~== (a , b) , intervalle tel que a ~ 0 , 1 ~ et dans le cas où m= 2 i

1/6 et b  5/6 ;

(C2) Qc: (l/m , i( ou bien 03A9 ~ (o , 1 - (i/m)) ;
alors pour toute suite z dans G y la transformation W définie sur Q x G par

détermine le proces sus (03A9  G , W 9 qui est : p

(i) et seulement si, 0 ~ Sp(J(z . q)) ,

faiblement mélangeant si, et seulement si, o q~ ~ _ ~ ,

Remarque 1. - Sous l’hypothèse C2 du théorème, 9 il existe un entier s

tel que

Il en résulte que, pour tout 03C9 m-normal, la suite d’entiers n ~ q(Tn03A9 03C9))
est s-générateur de suites équiréparties. On retrouve ainsi la formulation du
théorème 2 de à l’ exception du seul cas où a = 1/6, b = 5/6 et

m = 2 . En fait, la démonstration de W. VEECH est insuffisante dans le cas que pré-
cise la proposition suivante.

(5.2) Soit s~ = ~ ~.~6 , 5~6~ , 2 et D l’ ensemble des rationnels p/q de

dénominateur q égal à une puissance de 2 .


