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Exposé n° 5

‘ 7 /
ViRIETES ALGEBRIGUES, V &
TRENSFORMATIONS BIRATIONNELIES, ESPACE PROJECTIF,
VARIETES ABSTRAITES

par Léonce IESIEUR

A, Transformations birationnelles,

1, Transformation. unirationnelle.

r

V' étant une variété définie dans S° par son point générique P = (x) sur

un corps de définition k , posons

f.(x)

(1) vy = —%TET 5 §=1,2, eea,m 3 £(x)£0.

L'extension k(y) < k(x) est régulidre puisque k(x) est réguliére. le point
- Q= (y) décrit donc, dans s™ , une variété W définie dans s™ sur k.
On dit que W correspond & V par une transformation unirationnelle T définie

sur k par les équations (1). La dimension de W , qui est celle de k(y) sur

k , est inférieure ou égale & la dimension r de V , qui est la dimension de
k(x) sur k. On écrit Q = T(P) et W=T() .

2. Variété image. d'ume transformaticn unirationnelle,.

Une autre conception de la transformstion unirationnelle, due & F. SEVERI,
fait intervenir le produit des points P et Q . Soit M=PxQ= (x, y),
un produit dans 1l'espace S™ x S” . Comme on a k(M) = k(P) , le point M décrit

une varicté V de dimension r , définie sur k . C'est une sous-variété du

H
produit V x WT, qui se projette dans s" suivant V et dans S" suivant W
(exposé 4, n°2), Vg s'eppelle 1l'image de la transformation T ; certains
auteurs (F., SEVERI, A, WEIL) 1'identifient sans inconvénient avec T . Elle
joue en effet un rb8le essentiel dans la recherche des corps de définition de la
transformation unirationnelle, ainsi que dans la définition et 1'étude des points

homologues de la trensformation.

3. Corps de définidion de .-la trgnsformation T .

Un corps k est corps de défintion pour T s'il est un corps de définition
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pour VT .
Pour justifier cette définition, on passe par 1l'intermédiaire du plus petit

corps de définition ky de Vy . Comme ona ko> ki, le point M=Px Q= x, ¥

est un point générique de Vo sur k, et les corps k et ko(x , ¥) sont

linéairement disjoints (exposé 2). D'ailleurs, k, est un corps de définition

de V , projection de V, dans s etde W projection de V_ dans s™ (ex~

T
posé 3, n® 2). Nous allons montrer :

ko(y) c ko(x) . Considérons un ¢1lément Vg = 2 et un systime meximal = >
d'éléments lindairement indépendants sur ko parmi les coefficients de fj (x)

et f(X) . Ces polynbmes s'éerivent donc :

fj(x)='>'__" §>fj)(x); £(X) =Z§) f>\(X)

ce qui donne

S f - f o = .
£ 3,00 xzmsy )= @

Le coefficient de % 5 est un élément de ki(x , y) , et les € 5 sont des
éléments indépendants sur ky(x , y) come sur k, , puisque k et ko(x y V)
sont linéairement disjoints. D'ol

pA f>\(x) - fj 5 (x) = 0 pour tout X .,
I1 existe d'ailleurs un )\ pour lequel fx(x) # 0, sinon f(x) = 0.

On en tire

1
i n
Z = Ti—(;)- f>\(X) 74 0.
Tous les v sont des éléments de ko(x) « On a bien ko(y) e ko(x) .

On peut donc supposer les équations (1) écrites sur LI

Considérons un point générique (x' , y') de Vo sur un corps de définition
k' quelconque de VT . Ce point est aussi un point générique de VT sur k
donc une spécialisation gunérique de (x , y) sur k, . Il existe alors un
isomorphisme ( , sur k, , entre ko(x , ¥) et ko(x' , ') appliquant
(x , y) sur (x', y') . Les relations (1) , supposées derites avec des coef-
ficients dans k. , entrafnent per cet isomorphisme - :

£.(x")

y‘]!:—i]p(}—c-‘-)- ;f(x')#o;jzl,.?,...,mc

0O *
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On a donc pour tout point générique (x' , y') de Voot k(y') € k(x') et
les points P' = (x') et Q' = (y') sont deux points génériques homologues

par T .

Un point générique (x', y') de Vy sur k' est tel que P(x') et Q= (y')

sont deux points giénériques homologues de V et W par T.

4, Projection régg}iéjre en un point..

soit P! = (x') un point de V ; (x') est donc une spécialisation finie de
(x) sur k . Supposons comme au théoréme 25 (exposé 4) les ¥ dans 1l'anneau
de spécialisation de (x') dans k(x) , done

£ (x)

yjz—%-(ﬂ- avec f(x')£0, j=1,2, ¢eo ym.

Nous allons montrer qu'il n'existe qu'une spécialisation de (x , y) en
(x* , y') sur k , et que celle-ci est finie avec la valeur :
f.(x')
y!:'] j:l,Z,o..,m.
j - TED
pour (y') . Cela signifie que les points ou pseudo-points de V, qui se
projettent en P' se réduisent au point unique (P! , Q') de coordonnées
f.(x') '

'
X', X .

Prenons d'abord un seul y, , soit z . Si 2z = 0, la propriété est vérifide.
Supposons z # 0 , il faut d'abord montrer que la spécialisation (x, 2z) - (x', 2)
n'est pas infinie, donc que (x , }Z-) n'admet pas (x' , 0) comme spécialisation
sur k , Comme on a 3

. 1 _
f(x) - = fj(x) =0
on en déduirait f(x') = 0, ce qui est contraire & 1l'hypothése, Toute spécia-
lisation (x, z) - (x', 2z') étant finie, la relation
zf (x) - fj(x) = 0 entrafne z' f(x') - fj(x') =0, ou
' f.(x")
7! = -
f(x')

z' est donc uniquement détermin?. Il en est de méme pour tous les yJ! o I1 reste
. (x

& prouver que ces valeurs y3 = _d;,.)— sont bien une solution, donc que 3
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(x ’ yj) T (X ’ yj) L4
Supposons F(X , Y) € k [X, Y] et tel que F(x, yj) = 0 . On peut trouver
un entier d > O assez grand pour que

y od £.()

HX) = 1 (X)" F{X , _%.Ga.)é k [X] .

On en tire L(x) =0, d'oh H(x') =0, et comme £{x') #0

F(X' ’ y';) =0 .

(x', yg) est bien une spécialisation de (x , y) sur k.

Pour exprimer que les ¥y sont dans 1l'anneau de spécialisation de (x') = P!
dans k(x) on dit que la projection de VT
P' ou encore que T est réguliére en P' . Le point unique (P', Q') de V.
qui se'projette en P' dans V détermine par projection sur W un point unique
Q' de W qu'on appelle le transformé de P' par T .

sur V est réguliére (1) au point

Donec ¢

THEOREME 26, - Lorsque le transformation T est régulidre en P! = (x') il

n'existe qu'un point Q' transformé de P' par T . Ses coordonnées sont

f.(x")
(1) 33 = T%gry-
Si P' déerit sur k une sous-variété V' de V , le point Q' décrit sur
k une sous-veriété W' de W . Les tormules (1)' montrent que W' correspondant

by

& V', est la sous-variété Vo, de Vg définie par le lieu du point P' x Q!
sur k .

5, Transformation birationnelle,

Soient V et W deux variétés, la lre définie dans s® sur un corps X ,
la 2¢ dans S" sur le méme corps k . P = (x) &tant un point générique de
V sur k¥ et Q= (y) un point genérique de W sur k , nous supposons

k(P) = k(Q)
ou, ce qui est équivalent ¢
£.(x)
Vi = TR 5 J=1,2, ea,m; f(x)#0
(2) )
g\
XiZEJ(-—ﬂ— ;l:l’d,noo’n;g(y)#oo

(1) Cette propriété est indeépendante du corps k de définition de T .
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On dit alors que V et W se correspondent birationnellement par une trans-

formation birationnelle T définie sur k , ayant P et Q comme points

génériques homologues. Chacune des variétés V et W correspond & l'autre par

une transfcrmation unirationnelle . les varidtés V et W ont la méme dimension

r, qui est la dimension commune des corps k(P) et k(1)) sur k.

La transformation T est également définie par sa variété-image VT définie
sur k par le lieu du point F x Q dens g VT est une sous-varieté de
VxW, Comme ona k(PxQ)=k(P)=k(@Q), la variété Vo

nellement & V par la transformation birationnelle (monoidale) T' et a W

correspond biration=

par la transformation monoidale T" . On a

1

T=T"" xT',

On éerit W=T(@), V=T (W) et VTW.,

1l

Q=1(F), P=T1(Q) et PTQ.

Prenons un autre point générique P' de V sur k . Nous savons d'aprés le
lemme 3 (exposé 1) qu'il existe entre les extensions k(P) et k(P') un
iscmorphisme sur k entre les extensions k(P!') et k(Q) . De mfme on montre
l'existence d'un isomorphisme sur k entre les extensions k(P') et k(Q') ,
lorsque P' et Q! sont deux points géhériques de V et W (respectivement)
sur k . Inversement, supposons qu'il existe un isomorphisme s~ , sur k , entre
les extensions k(P') et k(Q) ; s~ applique P' sur un point P , également
générique de V sur k , tel que k(P) = k(Q) . Les variétéds V et W se
corresponcent alors birationnellement sur k , les poinus P et Q étant des

points génériques homologues. Donc :

} \
THEOREME Q7. - Pour gue deux variétés V et W se correspondent birationnellement

il faut et il suPfit qu'il existe un isomorphisme sur k entre les corps k(P?)

et k(Q'), P' et Q' étant deux points gémeriques de V et W sur un corps

k de définition commun ayx deux variétés.

6. Points et variétés homologues.

Soit P! = (x') un point de V tel que la projection de V,, en P' soit

T
réguliére, Il existe d'aprés le théoréme 27 un point unique Q' = (y') transformé
- (x
’ e — » K . ]
de P' par T . Ses coordonnées sont vy = ?%§7— et la spécialisation

x, ¥ - (x* , y') est la seule dans laquelle x —> x' . Supposons en
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outre que la projection de Vp sur W soit réguliére au point Q' = (y')
c'est-d~dire que (x) soit dans l'anneau de spécialisation de (y') dams k(y) .
On a donc
g (y)
Xizgl'(?r;izl,ooa,n;g(y’)éoo
I1 n'existe alors qu'une spécialisation x > x" telle que (x, v 2 (x" , y*)

d'aprés le theoréue 27 applique dlaprojection réguliére de VT sur W au point
Q' . Comme on a déja

(x, ) 5 &',
on en déduit

g; (')
') = (x")) =
(Xi) (Xl) —g-'@-,—

le point P' est le point unique transformé de Q' par 1 . on ait que la
transformation T est biréguliére en P! et Q' et que ces points se corres-

pondent biréguliérement par T

©i les points P! et Q' sont les points génériques sur k de deux Sous-
variétés V' et W' de V et W (respectivement) on dit que V' et W' se

correspondent biréguliérement par T . Les formules

ro(xt)
yJ!: X ;j=1’2,“.,m;f(x');é0
2!
@) g, v") .
X! = 5 i=1,2,...,n 3 gly')#0;

i~ gly")

montrent que V' et W' sont en correspondance birationnelle T! , l'image de

cette correspondance etant la sous-varidté Ve de V., définie par le lieu du

T
point P' x Q' sur k. V' et W' ont donc la méme dimension. Le théordme 25

de l'exposé 4 entrafne immédiatement le

COROLIAIRE, = Si deux varietds V! et W' se correspondent biréguliérement

par T et si l'une est simple sur V 1'autre est simple sur W ,

Lorsque la projection de Vp dans V n'est pas réguliére au point P' , il
existe cependant des points ou pseudo-points P' x Q! de VT qui se projettent
dans V suivant P' (voir la note sur 1l'extension 4'une spécialisation dans
1'exposé 4,n° 2), Les points Q' éventuels s'appellent transformés de P! par
T . Si le point P' décrit sur k une sous-variété V' de V et si wn point
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quelconque Q' transformé de P' par T déerit sur k une sous-variété W' de
W, cette variété W' s'appelle transformée de V' par P . On derit
W' = T(V')
V' et W' n'ont plus nécessairement la méme dimension.
L'analyse des points non réguliérs d'une transformation birationnelle T doit
faire intervenir les pseudo-points Q' homologues de P! , elle ne peut donec

se traiter de fagon satisfaisante que dans 1l'espace projectif, Disons seulement qu'on
peut définir parmi les points P' non réguliers des points fondamentaux. Si P!

et Q' sont deux points homologues et si T n'est pas régulitre en P! , ce point
P! fait partie des points fondamentaux de T ; si T n'est pas régulitre en Q! ’
ce point Q' fait partie des points fondamentaux pour T'1 . L'étude des points
fondementaux et variétés fondamentales d'une correspondance birationnelle a fait
l'objet de travaux de O . BARISKI [6] et [9]. Lorsque T opére dans deux

83 elle prend le nom de transformation crémonienne de 1'egpace (du nam de CREMONA,
fondateur de la théorie) T peut alors posséder des points fondamentaux et des

courbes fondamentales, sur lesquels on pourra consulter un mémoire de L. GODEAUX [37.

7. Exemples de transformation birationnelles.

o) Correspondance birationnelle entre une Vr dans Sn et une Wr dans Sr+1 .

Soit P = (x) = (x1 y eoe xn) un point générique de V' sur k . L'extension
k(x) étant réguliere et de dimension r sur k , on peut choisir X) 9 Xy y eee, X
indépendants sur k , les autres coordonndes X419 *+e » X étant algebriquement
séparables sur l«:(x1 s ses xr) « On a donc d'aprés le théoréme de 1'élément
primitif

k(xl, ...,Xr, es e ’xl?:k(xl’ ...’xr,§).

Le point Q = (x1 sy oee s X, » §) déerit dans ST une variété W qui est
en correspondance birationnelle T aveec V. 5 Q et P sont deux points
homologues dans la transformation. La variété W' est définie par une seule
équation

On l'appelle une hypersurface.

Toute variété V° définie sur k dans S® est donc en correspondance birationnelle

avec une hypersurface W' définie sur k dans S¥ ,
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P) Représehtation de Cayley-Halphen d'une variété vE.

On peut préciser la eorrespondance birationnelle précédente, moyennant une
extension K du corps de base k . lLes notations étant celles de * , choisissons
des variables t_ ., , e.s , t en nombre n-r+l, indépendantes. sur k(x) .

Posons

K= k(¢ t )

r+2 ’ L ] ’ n

et

o

+t +ooo+txc

=X X
r+2 “r+2 n n

T+1

Comme K et k(x) sont indépendants sur k , K(x) est extension régulidre

r

de K, et P= (x) est point générique de V sur K (exposé 2).

D'apres le théoréme de 1l'élément primitif

K(Xl,...,xr, ...,xn):K(xl,...,xr,E).

Le point €= (X; 5 eee p X, 3)

= (yl 9 eee yl‘ ’ yr+1)

& donc un lieu W sur K qui est en correspondance birationnelle avec V ,
par les formules
13 000 3 I EX5 Ypg TXg t b Xpgp Feee v 5 X

(2) . £, (v)
N yi (1 =1 ’ 2 9 oee T) Xr+h = TT?T (h =1 ) eee n-r)

X

Y1

™
1}

avec

F(yl » Yo 9 o0y Jpo» .‘/r+1)=0

oi F=0 est 1'équation de 1'hypersurface W dans T+ , sur K . La corres-

pondance birationnelle s'interpréte comme une projection de V' dans la variété

linéaire X oo = eee = n=0 parallélement 3 la variété lindaire X; =0
i= 2 ses =
( 1,2, » ) Xest * Y2 ¥pa v 5 %, = 0

La projection précédente a ¢té utilisée par Cayley et Halphen dans la théorie
dcs courbes gauches, On l'appelle la représentation de Cayley-Halphen de la
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vari‘été V.
EYEMPIE. - Soit V! 1a courbe de S° lieu sur le corps k des nombres
complexes du point (x, , X, , x3) tel que

2 2 2 2 -
t Xy -8 = 0 et X - Zp(x2 +a)=0,

C'est bien une courbe irréductible, transformée monoidale de la courbe

<

X 2
2 3 i 2 _ ar s
Xl + (-5:‘3— - &.) -a =0 du pl&n (Xl » X3) p .

Effectuons la transformation (2) , définie

8 sur k(t)
A
V=% y2..x2+‘t.x3 .
—X, Cela revient a faire une projection sur le
plan (x1 , x2) parallélement & la direction
- A (suffisamment gémérale) définie par
X1 =0, X+ tXB = 0 . On obtient une courbe
W en correspondance birationnelle avec V .
La correspondance birationnelle entre V et W
OC’I ~ u est pour tout point de V réguliére dans le
(L sens V —> W ; elle ne l'est pas forcément
('}/ dans le sens inverse pour tout point de W,

par exemple pour les deux points I et ts)/

tracés des deux cordes de V paralléles a A,

Ces points I et j sont fondamentaux pour la transformation T"'1 .

X ) Transformation quadratique.

3

Soit (x1 s X5 x3) le point générique de S~ sur un corps quelconque k et

(3’1 y Ip s y3) le point générique de ’5'3 sur le méme corps k . Une transformation

biratiomnelle T est définie entre S° ot S'2 y sur k , par les formules
Iy = ‘}‘{'1' Iy = f_2_ Jg = X
17 x S 3 3

(3)
X1 =V 93 ¥ =0,093 X3 =73
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C'est une transformation quadratique (particuliére) entre 52 et S aérinie

sur k . Elle est réguliére pour tout point de s12 5 elle est réguliére pour

e

tout point de 83 qui n'appartient pas au plan X3 =0.

Elle est donc biréguliere aux points homologues

X%
P'(Xi,xé,Xé#O) T Q'(;{!;'"%": x3')

Le point (0, O, 0) de S, est fondamental pour T, la variété transformée
étant le plan de & lieu du point (y; , ¥, 0) .

La transformation (3) est utilisde dans l'analyse des points singuliers d'une
surface algébrique F . O est point double de F si 1'équation de F prend

la forme 3
(f’z(xl » Xy o x3) +k()3(x1 s X5 x3) + eee + kyn(xl s X5 x3) =0

les (§ étant des polynfmes dans k [Xl » X5 X3] , homogénes, le degré étant
indiqué par l'indice, la surface F est une variété réguliére pour la trans-

formation T ; la surface transformée F' a pour équation :

. . -2
kfz(yl ) y2 ’ 1) + }’3“\’3(371 » y2 ’ 1) t oo * YI; l‘(’n(yl ) y2 ) 1) =0

F et F' se correspondent par une transformation birationnelle T' , empreinte
de T . Le point O est fondamental pour T' et les points homologues sont les

points O' qui vérifient :
y,)’,:O t{’g()’i;)’éyl)zo'

Si le céne Wolxy y x,, x3) = 0 est irréductible, tous les points O' scnt
simples sur F' , On dit alors (par définition) qu'ils constituent les points
simples de F situés dans le domaine du ler ordre de 0 , ou infiniment voisins

de O dans son domaine du ler ordre. On voit ainsi 1'amorce d'une analyse possible,
au moyen des transformations birationnelles quadratiques, des points singuliers
d'une surface algébrique dans 83 . C'est la méthode qui a été suivie par

Max NCETHER [4] et [57] ; elle donne des résultats simples dans le cas des courbes
planes ; ils sont déja beaucoup plus compliqués dans le cas des surfaces ; ils

déviennent inextricables pour les hypersurfaces.

Les transformations quadratiques du plan jouent un réle fendamental dans le
groupe des transformations er¢moniennee planes sur le corps des nombres complexes,
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puisque CLIFFORD, Max NOLTHER et ROSANES ont démontré presque en méme temps
(1869-1871) qu'une transformation crenonienne est toujours le produit d'un nombre

fini de transformations quadratiques . Leurs dé-onstrations, imparfaites, ont &té

complétées par la suite par les géométres italiens ( [1], p. 260) . Aucun résultat
de ce genre n'est connu jusqu'd présent pour les transformations crémoniennes de

1l'espace ou des hyperespaces.

%) Varidés rationnelles.

On dit qu'une varieété vr , définie sur k , est rationnelle si elle est en

2 3 . ’ 3 , 3 r K3 3
correspondance birationnelle avec une variété linéaire L , & r dimensions,

définie sur k .

EXEMPIES, = Variété de Veronese.=- C'est le lieu du point (y1 » Yo s y3 s Jgq 0 y5)

defini dans S° par

2 2 _ _
Vi =X VpEE Ky, T3 FXy, VX V5%

et qui edt en correspondance birationnelle (monoidale) avec le plan (x1 , x2) .

La correspondance est partout biréguliere.

Varieté de Segre.= Soient deux variétés lindaires, par exemple deux plans

(x, , x;) et (y,, y,) definis par des variables (x, , x,) et (3, , ¥g)
sur un ccrps k quelconque. Formons les quantités

lexl y1 z2=x1 y2 23:}(1
24:X2y1 z5=x2y2 26=X2
Z7= yl Z8= y2

Lle point 2z, , 2, , «eo , 2z, cccrit dans s® e variété rationnelle VY
& ccrregrcondance tirsticrpalle (mencidale) avec la variété lindaire lieu

du point (gt1 s Xy 5 ¥y s y,) « On l'appelle variété do Scgré dérinic par los

deux plans. Sa section par la variété lindaire Zg = 23, Zg =7 est e variété
de Veronese V2 .

On définit de néme la variété de Segré représehtant un nombre fini de varicétis
linéaires données,

¢) Variété unirationnelle,

On dit qu'une variété ' est unirationnelle lorsqutelle correspond unirationnelle-
ment & une variété lindaire 1T o LUROTH a démontré qu'une courbe birationnelle est
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L)

aussi rationnelle j; CASTEILNUOVO a démontré qu'une surface unirationnelle est

encore rationnelle, lLes variétés unirationnelles de dimension supérieure & 2 sont
mal connues ; un exemple célebre est l'hypersurface cubique de l'espace & 4 dimen-
sions [2] . On sait qu'elle est unirationnelle, mais la question de son irratione—~

lité a déja soulevé bien des controverses.

B. Espace projectif.,

1 un espace affine & n + 1 dimensions, et O 1le point de coordonnées

Soit S™*
(0,0, «es, 0) . Py = (xo) £ O_}étant un point quelconque, et t une quantité,
considérons le point P tel que OP = 56?0 « On écrira en abrégé P = tPy .
Lorsque t est une variable sur un corps kX contenant les ecoordonnées de PO
le point P décrit une variété linéaire de dimension 1 passant par 0 et Py 3
et réciproquement, toute variété linéaire de dimension 1 passant par O , définie
sur un corps k , est susceptible de cétte définition (exposé 4, n°® 3) . Cette
variété lindaire de dimension 1 s'appelle un rayon. Deux rayons distincts se
coupent au seul point O . Pour qu'un point soit sur le rayon défini par PO ’

il faut et il suffit qu'il soit de la forme WPy
que, qu'on peut toujours considérer comme spécialisation de t sur k . Les

w étant une quantité quelcon-

quantités (xo) s'appellent coordonnées homogénes du rayon OF; « Un rayon étant
donné, ses coordonnées homogénes sont donc définies & un facteur multiplicatif
pres non nul.

Un c8ne dans Sn+1

PO # (0) 1e rayon OPO

est une varieté qui contient en méme temps qu'un point

passant par ce point. Il est facile de caractériser les
équations d'un cbne.

IEME 1. = Un c8ne est caractérisé par des équations homogénes : Soit V wn
n+l

cbne défini sur k dans S et P= (x) un point générique de V sur k ;
soit P 1'idéal determiné par (x) sur k ; t &tant une quantité variable
sur k(x) 1les corps k(t) et k(x) sont indépendants sur k (et méme lindai-
rement disjoints) et (x) est aussi point générique de V sur k(t) (exposé 2).
Un systeme d'équations de V sur k est donc aussi un systeme d'équations de

V sur K = k(t) (eXposé 8, théoréme 9). Comme V est un céne, si F(X) € T
dans k [X] on a aussi F(tx) = 0 ; donc F(tX) = S £ F,(X) est un polyndme
de 1'idéal définissant V sur K ; ses composantes-ﬁg&ogénes Fy(X) sont d'aprés

lo lemne 7 dans 1'idésl %) . Cet idéal ect donc un idéal homogéne (%) ; comme

(2) Un idéal est homogéne dens k [X] si une somme de polyndmes homogénes de
dggré différents ne peut appartenir & 1'idéal sans que chacun des polyndmes homo=
genes en fasse partie. Pour qu'un idéal soit homogéne il faut et il suffit qu'il
ait au moins une base constitude par des formes.
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un idéal homogéne posséde toujours une base constituée par des formes, un cbne
posséde toujours un systéme d'équations homogénes. Réciproquement si une variété
dans SP*1 posséde un systéme d'équations homogenes, il est clair que c'est un
cbne.

IEME 2. - Une veriété V' autre qu'un cbne étant définie sur k dans Sn+1 ’

il existe un c8ne unique W de dimension r + 1 défini sur k qui contient Ve,

Tout c¢8ne contenant V contient aussi W .

Soit P = (x) un point générique de V sur k ; considérons une quantité t
variable sur k(x) . Nous avons déja vu que (x) est point générique de V sur
k(t) et k , donc que k(x, t) est extension réguli¢re de k ; le sous-corps
engendré par le point (tx) est donc aussi une extension réguliere de k ; ce
point décrit per conséquent sur k une varicté W de dimension au plus égale
a4 r+1.,50it F(X) un polyndme de 1l'idéal définissant W sur k ; d'ou
F(tx) =3~ ¥ Fy(x) = 0 . Comme les corps k(x) et k(t) sont linéairement
disjoints, 1'idéal défini par x sur K = k(t) a une base dans k [X]; il en
résulte que Fy(X) appartient & 1'idéal définissant V sur k , donc que
Fy(x) = 0 et aussi Fy(tx) = 0. F,(X) eappartient ainsi a 1'idéal définissant
W sur k , ce qui montre que cet idéal est homogéne et que W est un cdne., De
plus, F,(x) = O entrafne F(x) = O, ce qui montre quue VC W . Le céne W dont
la dimension est r ou r + 1 , a certainement la dimension r + 1 , sans quol
il cofnciderait avec V qui n'est pas un cbne. Soit W' un céne contenant V j
il contient P = (x) donc tP et par suite W . S'il a la dimension r + 1 il

n+l peut encore étre obtenu

coincide avec W ., Le rayon générique sur k dans S
d'une autre fagon.

Soit (u) = (uo s eoe un) un point générique de l'espace afiine g+l sur

k . les quantités wuy, u; , «.o, W variables indépendantes sur k , sont
les coordonnées homogénes du rayon générique sur k . Considérons les points My
d'intersection de ce rayon avec la variété lindaire L, d'équation X; -1=0.
Par exemple, M, a pour coordonnées :

1 uh
(1 ’ “‘1'6 g vee {1‘6 ) = (1 ’ Xl g oce Xn) ;
M1 a pour coorgonnées s
N o
9 oee — — ’ ,""", eseo ,—- [
1 Y Y 1 *1 *1
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Comme k(MO) = k(Ml) les deux points MO et Ml sont homologues sur k dans
une transformation birationnelle T01 . Les équations de cette transformation
(perspective) ont leurs coefficients dans le corps premier ko . La transformation
birationnelle T est donc définie sur ce corps par le point générique

01
M, , M) de V_ . Ilen résulte que T
0 1 TOl
du point générique (u) pris dans S

o1 st indépendante du choix de k et

- De plus T,, est biréguliére pour tout

couple PO Pl de points homologues car si Py = (z) et P, = (z'), les quantités

n+l1

(z1 » 2'y) doivent étre une spéciglisation finie de X, , x sur k ; elles
1

doivent donc vérifier 2)+2'g =1, et par suite 2z, £0, et 2} #0 ., Les

projections de Ty en P, et B, sont donc régulieres. Les mémes raisonnements
01

s'appliquent & la transformation birationnelle Tlgci qui fait passer de My &

Mﬁ) , et de la variété linéaire Ly & la variété lindaire L/B o

, . - +1
Ie rayon généricue sur k de l'espace a. fine Sn
Y g ] P

, peut donc &tre considéré
comme l'ensemble de n+l points My , génériques sur k de variétds lindaires

Ly , deux points My et NIP se correspondant par une transformation birationnelle
Tfldn définie sur k , Dans cette transformation birztionnelle deux points homo-

logues quelconques se correspondent toujours birégulierement. L'espace des rayons
n+l

génériques sur k dans S est donc défini par l'ensemble de n+l varidtés

lindaires offines & n dimensions relides par les transformations birationnelles

Tf* . » Son rayon générique sur k est défini par 1'ensemble des points corres-
pondants (1\;O s “1 s eee 4 M ) par les transformations T ot e Chacune des
variétés Qj stap elle un reprcsehtant de l'espace des rayons, chacun des points

M, est un représentant du rayon M .

On pourrait se contenter, pour définir le rayon générique M sur k , d'un
seul représentont, par exemple Mh « la considération de n + 1 représentdnts est
nécessaire pour la validité du théoreme suivant :

THEOREME 28, = Soit (N' Ml oy weey M') une spécialisation {finie ou infinie)
de (MO s My eeey Mn) sur k . Il existe au mpins une valeur de X pour
laguelle M! ~est une specialisation finie de My sur k , c'egt=d-dire est

un point de L. .

Exposons la démonstration sur le cas n =2 , et plagons les coordonnces de

MO hl M2 dans un tableau :
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T R

0 uo uo
u u

My 1'19 1 E‘z'
1 1

W Boh
us Uy

Les coordonnées symétriques par rapport & la diagonale principale sont inverses ;
donc si la spécinlisation de 1'une sur k est o , la spécialisation de l'autre
est O . Pour que M(') , Mi ’ M§ soient 3 spécialisations infinies, il faudrait
par exemple

1 o 0

0 1 oo}

M3’ o) 0 1

u u u
-Ez- x -1-1-(-)- X a—'li-'- =1
0 1 2
Une spécialisation M' = (M}, ..., Mr'x) finie ou infinie, sur k , de

(M0 y 0se Mn) a toujours, d'aprés le théoréme 28, au moins un point M'
c'est=a~dire une spécialisation finie M'y de My . Ce point &'appelle un repré=
sentant de M' . Si M' posséde plusieurs représehtants, ceux-ci sont sur un

rayon ; inversement tout rayon défini par des coordonnées homogenes Xo s Xy 9 erey X
non toutes nulles dans un corps k coupe au moins l'une des variétés Ly en

un point M'y 3 la spéciglisation (M-L‘E"; M',) péut étre étendue & une spé-
cialisation (Mo s My veey My, Mn) —> (MC') » MUy ooy Mr'l) dans laquelle
M', est un représentant de la spécialisation M' . Si M'0( L M'y ¢ sont
tous les représentants d'une spécialisation de (MO s see y M) sur k, les

—_— n

points M', 5 et M! C"\j sont deux points homologues réguliers de la correspondance
birationnelle T j°( i °

Le point (Mo y soe Mn) s'appelle point générique sur k de l'espace projectif

2 n dimensions ; tout systéme complet de représentants (MY 19 %0 s My ‘)
d'une spécialisation de (MO y so0 o Mn) sur k est un point de l'espace projectif

2 n dimensions, les points de 1l'espace projectif sont en correspondance biunivoque

avec les rayons de l'espace affine s+l .

r‘ o
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Soit Vi une variété de dimension r décrite sur k dans Ly par un point
gébérique P, sur k ., Considérons les correspondances birationnellies Ti o
1

qui sont birégulidres en P, ; elles transforment Py en P/5 dont le lieu
i

Vrpi est en correspondance birationnelle avec Vx . L'ensemble des variétés V x ,

V3 constitue par définition une variété ”y de 1l'espace projectif, définie sur
k ,ldont un systéme complet de représcnteats 3st formé de \{‘ et VB o Opn écrit s
‘ 1

% = (V, 'V/31’ ...,vﬁh) .

La dimension commune des Vy et des Vﬁ s'appelle la dimension r de '}9.
i

les variétés Vy et V £ ne sont pas des clnes puisqu'aucune d'elles ne contient
O+ Le cbne unique W de’dimension r + 1 défini sur k par la directrice Vg

(lemme 2) contient les variétés V; . Inversement, soit Wl wn céne dans sP*? ,

/.
défini par le point générique P = (;) sur un corps de définition k . Ce point
définit un rayon de coordonnees homogénes (8) , donc un point 6\ de l'espace
projectif, dont tout représentant By vérifie P = 2z,Py4 . le point Py décrit
donc sur k une variété Vg de dimension r ou r+ 1 ; si se dimension était
r + 1, Vy colnciderait avec W ; V, est donc de dimension r , et le cbne W
contient tous les représentants Vy d'une variété }) de dimension r dans

1'espace projectif. les variétés "3 dans 1l'espace projectif sont donc en

correspondance biunivoque avec les cffles W de dimension r + 1 daus l'espace
affine S°*1

Le cas d'une variété dans l'espace projectif n'est qu'un cas particulier de la
notion plus générale de variété abstraite, que nous allons présenter briévement.

Ce Variétés abstraites.

1, Définition d'une veriété abstraite.

Soient V; (1< A £ h) des variétés définies sur un corps k dans h espaces
affines quelconques, My un point générique de Vy sur k et M 3w point
générique de V/z, sur k (1 £ 3<h) . Nous supposons la relation

k() = k(ig)

quels que soient 4 et /3 o« et V/3 se correspondent par conséquent dans une
transformation birationnelle T définie sur ¥k , On dit que ces transformations
birationnelles formeat un groupe cohérent de transformations ~birationnelles,
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. rd s » . s 2 Id (-}::/
Imaginons de plus sur chaque variété Vy une réunion de sous-variété 1Ny

(ou bunch of varieties) qui sont normalement algébriques sur k , c'estea-dire

définies sur k et dont les variétés composantes sont conjuguées les unes des
autres sur k . Il en est ainsi par exemple du lieu des points multiples de V. .
On dira que ny constitue une frontiére de Vy (normalement algébrique sur k) etles

points de Wy qui ne sont pas dans Vy constituent 1l'ensemble V, ~ F T Dans
le ces de 1l'espsce projectif on prdnd simplement pour frontiére une variété vide.

Enfin nous supposons la condition suivante :

Condition de régularité. - P, et P, détant deux points correspondants par

. —_— R
T B ol de Vy = }; et V /g - (57/[5 ", ces deux points se correspondent birdgu=

liérement.,

Cette condition était bien verifiéde pour l'espace rrojectif. On dit alors que
Vo ‘:’E‘( ;3 T /b A définissent une variété abstraite u>3> dont k est un

)

corps de définition, et on écrit

Y =LV, s 5:; 5T[50L]°
Lo dimension commune des V5 est la dimension r de NB') . Outre 1'exemple
déja vu d'une variété abstraite de l'espace projectif pn peut citer celui d'une
variété V quelconque de l'espace affine définie sur k avec une frontiére
quelconque 65’ ' (normalement algébrique sur k) et la transformation Tyq
diagonale du produit V x V , C'est ainsi que l'ensemble des points simples d‘une

variété V peut &tre considéré dans ce sens comme une variété abstraite.
! R
REMARQUE, ~ Tout corps contenant k est aussi un corps de définition de \2 .

2. Variété complete.

Soit (M1 > My, «ee, M) 1'ensemble des points génériques sur k des varidtés
Va( s correspondants par les transformetions birationnelles T X Soit

M, ..., M!) une spécialisation sur k , finie ou non, de (M, 5 My , ees, M) .
Si, pour un certain & , M'y est fini et non dans CS”& , on dit qu'il cons-
titue un représentant de la spécialisation précédente dans Vy . L'emsemble

(M' , M?
*p T &y

constitue le systéme complet de ses représentants. On dit que la varidté abstraite
9’? est complete si toute spéecialisation My 5 eee y M) —> (M) 5 eeey M)

admet au moins un représentant, c'est-d-dire si le systéme complet de ses reprim

s ose M‘;( ¢ ) de tous les représentants de cette spécialisation

sentants n'est pas vide,
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On a vu au paragraphe B que l'espace projectif est complet (théoréme 28).

3¢ Sous=variétds de °Y .

Soit (M} 19 My oy eee , MY p) un systéme complet de représentants d'une
spécialisation de (M1 y ess 4 Mg) sur k . Supposons que le point M!Xj_ de
Vdi décrive une sous-varidété V;‘i de Vo'\i' sur un corps K contenant k : il
en est de méme de tous les points M! A1 2 vee s MU £ qui sont alors des points
correspondants biréguliérement par des transformations birationnelles T! /x o
et génériques sur K de variétes v 19 *e0 s Vi e, »

En posant C‘r\“'j\ 3\ 5 f\(— 41 pour chaque valeur de 1 , il existe une varidté
abstraite définie sur K par

RARI A PER SR U

([7], théoréme 2, p. 170, pour le détail de la démonstration).

Si “}7 est une varicté complete, *'b' est également une varicté compléte, car
si ¥ ' n'était pas compléte, une spécialisation de (bl gy eeey My @) sur
K donc sur k , n'aurait aucun représentant ; c'est-a~dire qu'une spécialisation
de (M1 9 cee y Mh) sur k n'aurait aucun représentant ; cela serait contraire
& 1l'hypothese que ‘5; est complete,

e K « 24 P . , . " ’.)
La variété ¥t s'appelle une sous=variété de ‘\07 3 on cerit Yy' ¢ a%‘ °
Le théoreme 28 entrafne alors 1le

COROLLAIRE : Toute variété abstraite de l'espace projectif est compléte.

Cette propriété justifie la préférence qu'on accorde aux modéles projectifs par
rapport aux uodeles affines en géométrie algébrique classique.

La dimension de Q'};’ est r'crj;sei r'=r, °‘§7' = 9’5).

Si r' =0, on obtient un point abstrait de “y' .

I1 est facile de construire une sous-~variété “’S’ de ")\) » & partir d'une sous=
variété V! de V, non situde dans Cr};,\\ 3 11 suffit de prendre les transformées
de V! par les transformations . g biréguliéres le long de V' 5 la varicté

obtenue est définie sur un corps de définition K cémmun & Vy et VY, (voir
theéoreme 3 dans [7], p. 171).

La plupart des définitions et résultats concernant les varidtds s'dtendent aux
variétés abstraites, & 1l'exception de ceux qui font intervenir les iddeux et les
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systémes d'équations (3) ; i1 suffit pour les obtepir de raisonner sur un repré=
sentant V, de ¥ et de vérifier que les propriétés utilisdes pour ce représentant
V, restent aussi valables pour les autres représentants, c'estma-dire sont des

propriétés invariantes par des transformations birationnelles biréguliéres. Il en

est 2insi par exemple de la notion de point simple ou muitiple M', d'une variété

Vog" , d'aprés le corollaire du theoréme 25 vu dans cet exposé au paragraphe 4 ,

On peut alors parler d'un point abstrait simple ou multiple sur une variétl abstraite

eﬁ? , par exemwple d'un point simple ou multiple d'une varicété projective.

I1 est possible également de définir le produit de deux varidétés abstriites, la

projection d'une variété abstraite, et la correspondance birationnelle entre deux
variétés abstraites ( [7], p. 180 & 189),

L'application la plus importante des varicétés abstraites est celle qui concerne
les varic¢tés d'un espace projectif. Quand on veut les utiliser dans d'autres
cas la condition de régulakité imposée aux transformations birationnelles est
souvent difficile & vérifier, (Cf. une observation de O, ZARISKI & propos d‘une con-

térence de BsL, VAN DEx WAERDEN [6] ) .
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