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STRUCTURE DES ANNEAUX ASSOCIATIFS

par N. JACOBSON

Faculté des Sciences do Paris

Séminaire £0 CHAPELET et P. DUBREIL
et DES NOMBRES)
.Année 1950/51

-:-:-:-

Exposé n° 3

1. Le radical.

Dans cet expose; nous donnons des indications sur quelques méthodes nouvelles qui
ont été développée.: , durant les récentes années, dans la théorie des structures ’

de’ anneaux. Ces méthodes s’appliquent pour donier des renseignements sur des
anneaux plus généraux que ceu.x qu’on considérait autrefois (anneaux qui satisfont à
la condition minimale pour les idéaux à droite), et elles donnent aussi un meilleur

éclaircissement, même sur les anneaux avec la condition minimale.

1~ La théorie des modules joue un r$le fondamental dans notre théorie. Nous suppo-
sons connus les définitions et les résultats principaux de 1~ théorie des modules. 0
Rappelons seulement le report entre la notion de module et celle de représentation.
On définit une représentation d’un anneau ~ comme un homomorphisme de 3~ dans

d’endomorphismes groupe commutatif M. Si a~A est une re-

présentation, la définition x~. pour x ~ ~ donne une structure de module
a droite au groupe Réciproquement, si est un module à droite, la corres-
pondance entre l’élément a de et la multiplication dans est une

représentation. D’une manière semblable on a un rapport entre les modules à gauche
et les antireprésentations. anti-homomorphismes de U dans les
anneaux 

Donnons maintenant quelques indications sur les notations. Nous désignerons le
module quotient de R par rapport au sous-module ’% par R - R ; l’anneau quo-
tient de par rapport à l’idéal bilatère £ par Si R est un

sous-module du module nous emploierons 1~ notation de quotient (~ : i s) 
’

dans le cas suivant ~ t

S ~ R . Alors (R: S) ={b}, sb ~R pour tout s de S .

Cet (~jt : t S) est un idéal à droite et il est un idéal bilatère si S est un
sous-module.

Si x est uu élément de l’idéal a droite (0 1 x) = ({0} : 1 {x}) s’appelle



l’ ordro de l’élément x. La proposition suivante est évidente et nous supprimons
la démonstration.

PROPOSITION.1.

(l) Si ’jt est un sous-module, (0 1 R) = (R : l R) .

( ) Si j~ ~ le sous-module x~ (0 t x) .

2° Un module (à droite) s’appelle irréductible si

(1) ~’~0 , .

(2) il n’existe aucun sous-module tel que 0 ~ R C R . (" ~ !: désigne l’inclu-
sion stricte). Si S est un ensemble de modules, l’ensemble (0 :m) s’ap-

le noyau de S. Evidemment, le noyau est un idéal bilatère. Nous conviendrons

qu’une intersection vide fi de sous-ensembles est l’ensemble entier. On dit

que l’ensemble de module S est fidèle si son noyau est nul.

nous pouvons donner maintenant les définitions fondamentales de notre théo-

rème comme il suit 1

DÉFINITIONS. - On dit qu’un anneau U est primitif (à droite) s’il existe un mo-

dule (a droite) irréductible et fidèle pour On dit que ~JL est semi-simple
(à droite) si tous les modules irréductibles à droite sont fidèles. Plus généralement
le noyau de l’ensemble des modules irréductibles à droite s’appelle le radical (à
droite) de 9jL .

Alors ~ est si et seulement si son radical R est nul. On peut
donner des définitions analogues pour les modules à gauche. Nous verrons que le
radical à gauche coïncide avec le radical à droite et par conséquent -3LJL est

semi-simple à droite si et seulement s’il est semi-simple à gauche. Une question ou-
verte est i existe-t-il un anneau qui est primitif à droite, mais pas primitif à

gauche ?

On défiât un idéal bilatère £ de primitif (à droite) dans si /
est un an primitif. Ceci entraîne que (, est ~  . Si on rappelle que tout
~./j~ module peut considéré comme un module et réciprocuement que tout
L module peut être considéré comme / module si  ~ (0 : i 3t) on voit
aisément les résultats suivants : i

est primitif dans 9jL si et seulement si £ = (0 : R) où est irréduc-
tible.



Le radical est l’intersection de tous les idéaux primitifs de ~..~, .

Si est le radical;, ~.~/ ~~,~ est semi-simple.

3° Les définitions que nous avons données sont extrinsèques. Pour les applications
il est nécessaire d’avoir des définitions intrinsèques. On peut établir un rapport
entre le radicale qui était défini car l’utilisation des idéaux bilatères, et un

ensemble d’idéaux à droite (ou a gauche). Pour obtenir ces résultats nous avons be-
soin de quelques faits élémentaires de la théorie des modules monogènes et des modu-

les irréductibles.

D’abord nous dirons qu’ un module â est strictement monogène s ’ il exis-

te un élément tel = u . o Soit l t idéal à droite (0 : u) et

soit e un élément de tel que u = ue o (L’élément e existe paroe que

Si a ~ on a ua = uea et par conséquent a - ea idéal à

droite s’appelle régulier s’il existe une unité à gauche modulo  c’est-à-dire un

élément e tel que a = ea pour tout ~~ ~ o Alors si ‘~‘~~ est stricte-

ment monogène avec le générateur ~- (0 : 1 u) est un idéal régulier à droite

Réciproquement, on peut vérifier si 9 est un idéal à droite régul ier, le mo-

est strictement monogène avec le générateur e +  et l’ordre de ce

générateur est l’idéal  . Cette caractéristique des idéaux réguliers donne la

proposition suivante .

PROPOSITION 2. - Si £$ est. idéal régulier ç~ ;;~y ~ (  i 
( °;~ ~ ~~ ~ e:~ t le plus grand idéal bilatère con tenu dans $ .
Pour la démonstrations nous pouvons supposer (0 ~ 1 u) où u est un géné-

rateur d’un module monogène a Puisque

Ensuite supposons soit un idéal bilatère contenu dans 3 . On a

par conséquent ~ ~ (~ ~ g 

A chaque e de on peut a socier un idéal régulier à droite

(1 - e) ~C = (a - ~~ qui possède e comme unité à gauche module d’idéal
donné. On remarque qu’un idéal 1 droite est régulier si et seulement s’il contient un
idéal de la forme (1 - e)’~C . Il s’ensuit que tout idéal à droite qui contient un

idéal régulier régulier ~ droite.



Si z on peut avoir (1 - z ~ ~~J, = ~,, . Dans ce cas on dit que z est un

élément quasi-régulier à droite. On remarque qu’ un idéal à droite qui contient

(1 - z)~ est égal à v,~,~ si et seulement s’il contient Isolément z . En parti-

culier, la condition nécessaire et suffisante pour Inégalité (1 - z)~ est

que z ~. (1 - z~~,~; ~ c’est-à-dire qu’il existe un z’ tel que z = - z’ + zz’ ou

z + z’ - zz’ =0.

PROPOSITION 30 - Soit .~ un idéal régulier à droite tel 0 

peut se plonger dans un idéal maximal (nécessairement régulier) à droite.

Rappelons que est idéal maximal droite si et s’il nt existe au-

cun idéal à droite ~,,’ tel que ~~, ’~~ a Alors soit régulier avec l’u-

nité e mod  et supposons ~  . Puisque ~ , e ~  . Alos la fa-

mille des idéaux qui ne contiennent pas e mais qui contiennent $ n’est pas vi-

de. Elle est inductive d’après le lemme de Zorn5 elle contient un élément maximal

On vérifie que "~,~ est un idéal maximal à droite.

4° Pour bien étudier la notion de quasi-régularité il est commode d’introduire

une nouvelle composition binaire dans :~, . Si a, 9 b ~ ~,~, nous posons

a, o b = a + b - a,b a Jn vérifie que cette composition est associative et que 0 est

unité pour o (a o 0 = a = 0 o a) . Si possède une unité 1 9 la, composition o

correspond à la multiplication pc.r rapport à la correspondance

Comme nous l’avons démontré ci-dessus~ z est quasi-régulier à droite si et seu-

lement s’il possède un quasi-inverse à droite z’ 9 c’ est-à-dire z o z = 0 .. On

dit que z est quasi-régulier s’il existe un élément z’ tel que

z o z’ = 0 = z’ o z o L’ensemble des éléments ayant cette propriété forme un grou-
pe par rapport à la composition o . Si ~ possède un élément unité 9 ce groupe

est isomorphe au groupe multiplicatif usuel de La correspondance

03C3(a03C3 = 1 - a) est isomorphisme.

Un idéal à droite  s’appelle quasi-régulier si tout élément z est

quasi-régulier à droite. Signalons maintenant le résultat suivant 1

PROPORTION 4. - est un idéal r droite, est un

sous-groupe du groupe des éléments quasi-régulier (par rapport à o).

Si il existe un élément z’ tel que z o z’ ~ 0 . Alors

z’ = - z + Il s’ensuit existe un z" tel que z’ o zn = 0 .

Puisque z o z’ = 0 = z’ o z’" on a z = z’q . ’ ors z est quasi-régulier et son



quasi-inverse z’ ~  . Ceci entraîne est un groupe par rapport à la

composition p .

5° Un module irréductible est un cas particulier d’un module monogène. En effet,

on a la proposition suivante.

PROPOSITION 5. - Un module est irréductible si et seulement si on a les con-

ditions suivantes ~ i

(1) ~~ ~ 0 >

(2) est strictement monogène et admet tout élément non nul comme générateur.

La démonstration est simple et nous 1.. supprimons. Nous laissons aussi comme exer-

cice la démonstration de la proposition ci-après.

PROPOSITION 6. - est irréductible sî et seulement ;l  -  où 
est régulier ev droite.

Si on rappelle est un idéal primitif dans 3~L et seulement si

~~ = ( Q ~ ‘,~, ) où est irréductible on voit est primitif dans ~~ si

et seulement si ~ - ~ r~ ~ t ~,~ j ~ ~ étant un régulier et maximal à droite.

Ce résultat donne une caractéristique intrinsèque des idéaux primitifs o Nous pou-

vons démontrer maintenant le théorème suivant.

THÉORÈME 1 a - Tout commutatif, es t un corps.

Puisque 3V est 0 est un idéal primitif dans ~r . Donc il existe un

idéal régulier maximal à droite ~ tel que ( ~ ô ~) - 6 . Puisque est com-

est et puisque ( s lL ) est le plus grand idéal bilatère

contenu dans  ( ~ s ~,, ) _ ~ . 0 et 0 est maximal. Remarquons

maintenant qu’il existe une unité e module $ * 0 . e est un élément unité de

~ . Puisque 0 est maximal ceci entraîne que ~ est un corps.

6° Donnons maintenant la réponse aux questions que nous avons posées ci-dessus.

~A

(1) Le radical(à droite ) est l’intersection de tous les idéaux réguliers et

maximaux à droite.

(2) Le radical est un idéal quasi-régulier et il contient tout idéal régulier à

droite.

(1) On sait que ( ’~ ~ régulier et maximal a droite et que



3 3 Alors ~~ 3~S. D’autre part, ~ = ~ (0 ? un

module irréductible et (0 1 ~) = ~ (0 ~ 1 u) . Puisque (0 s u) , où u~ 0

est un élément du module irréductible? est un idéal à droite maximal et régulier, on

a 5 ~ ~ , ~ maximal et régulier à droite. Alors ~ = ~~ ~ .

2° Soit z dans Si z n’est pas quasi-régulier à droite (1 - z)~ .
et par conséquent (proposition 3) on peut trouver un idéal maximal à droite ~J

qui contient (1 - o Mais, d’après (1), z et par conséquent  = 

ce qui contredit maximalité de  Alors est quasi-régulier. Supposons
maintenant que z soit un élément qui appartienne à un idéal quasi-régulier à

droite. Alors est quasi-régulier à droite pour tout a dans Soit 

un module à droite irréductible. 0 Si z~ (0 1 :)~) il existe un u tel que

uza = u . 0 Mais il existe un élément w’ tel que za o w’ = 0 , Alors

Cette contradiction, entraîne que z ~ (0 Alois = ~ (0 ~~) ~
irréductible.

Le même raisonnement que nous avons utilisé dans la démonstration de (2) donne

aussi le critère suivant. ,

PROPOSITION 70 - si et seulement azb est quasi-régulier pour tout

a , s b ~ % .

0 ’ voit donc que le radical à. droite coïncide avec le radical à gauche. Plus

explicitement, on a ~

THÉORÈME 30

( 1 ) Le radical (à droite) t module irréductible à gauche.

(2) R == ~ ’ ’ idéal maximal et régulier à gauche.

(3) ~~ contient gauche quasi-régulier.

Si z est un élément nilpotent et z’=-z-’z -z +... est un

quasi-inverse de z. Il s’ensuit que R contient tout nil-idéal à droite ou à

gauche. Il est immédiat aussi que si e est idempotent ~ 0 , e pas

quasi-régulier. Alors le radical ne contient aucun élément idempotent.

. 7° Ou peut une autre formulation rapport entre les anneaux semi-simples
et les anneaux primitifs. Pour cela, il faut rappeler la notion de la somme directe

complexe (produit au sens de Bourbaki) d’un ensemble anneaux



des anneaux On définit la somme directe complète (A , comme l’en-

semble des fonctions a(~) , ~ ~. ~ où ~ o L’addition dans

(A ~ est définie par (a + b)(~) = a(~) + et la multiplication par

ab(/) = a(~) b(o) . De cette manière~ on obtient un anneau. Si L est un

sous-anneau de (A ~ ~~) ~ pour chaque ~~. A on a un homomorphisme b-~b(~)
de ~ dans On dit que J~’ est une somme sous-directe des anneaux 

ci b est un homomorphisme sur pour chaque .x . Supposons que ceci

soit le cas, et posons ~~ = le noyau de il est clair que

( 1 ) 03B1 est un idéal bilatère.

(2) ~/~~ ~.,~ "

(3)  03B1 = 0 . Réciproquement supposons que {03B1 Î 03B1 6. A} soit un ensem-

ble d’idéaux bilatères dans un anneau! tel que = 0 . On forme la somme

directe complète (A ~ ~~~) ~ = ~/~~ " Chaque b donne un élément

b’ ~ (A , 03B1) tel que b’(o) = b + 03B1 . Ainsi on obtient un homomorphisme
de -~ sur un ~’ de (A ~ -~~) ’ Puisque ~)~r~ ~ ~ on voit que

cet homomorphisme est un isomorphisme et puisque = ~/~~ ~ est une som-

me sous-directe du On peut alors identifier  avec une somme sous-directe

des anneaux ~/~oj’ * On peut démontrer maintenant le résultat suivant s

THÉORÈME 4. - Un anneau est semi-simple si et seulement est (isomorphe
à) une somme sous-directe d’anneaux primitifs. Un anneau commutatif est semi-simple
si et seulement s’il est une somme sous-directe de corps commutatifs.

D’après les remarques ci-dessus et le théorème 1 les conditions sont nécessaires.

Supposons que soit somme sous-directe d’anneaux primitifs, autrement dit,
on a une famille primitifs £03B1 dans -26 tel que = 0 . On peut
aisément voir que si 9 ~ a ~2014~~ ’ 1 est un homomorphisme de J~C sur 1~ ima-

ge ~$ du radical ~ de est contenue dans le radical de 3j,~ , Par consé-

quent, R est contenu dans tout idéal bilatère JS de tel que / soit
semi -simple. ~%~-~/ parce que .)?(y est primitif dans il s’ensuit

que = 0 et que est semi-simple. La seconde partie du théorème

est évidente.

Le théorène procèdent donne une fortule très frappante du rapport entre semi-sim-

plicité et primitivité. Pourtant, il faut faire attention : i le rapport entre une

somme sous-directe des anneaux ~. et les composants ~~ n’est pas très étroit.

deux anneaux ayant des propriétés tout à fait différentes peuvent $tre



représentés comme sommes sous-directes des mêmes anneau et un anneau peut être

représenté .comme somme sous-directe de composants tout a fait différents. Par exem-

ple, l’an’eau 1 des entiers et la somme directe complète (P , 1 ) du corps

1 = I/(p) sont tous les deux sommes sous-direct-s des corps 1 ~ Aussi 1 peut

être considéré comme une somme sous-directe des anneaux où p est fixe

et e=1~2~3~**~

8~ Il est important de donner les extensions de la notion de radicale etc. pour

les anneaux avec opérateurs et pour les algèbres. Rappelons qu’un anneau ~ avec

un domaine 03A6 d’opérateurs est un eouple (03A6 , ) où 03A6 est un ensemble quel-

conque, est un anneau et on a une loi de composition oa de et .

a tel que

Si 03A6 est un corps et que la loi de composition aa donne une structure d’un

espace vectoriel P. ~ , on dit que le couple ( ~ , est une algèbre, ou -~

une algèbre sur le corps ~R *
Si ( ~’ ~J~L) est un anneau avec opérateur on définit un ( ? ~ 

(à droite) R comme un ensemble R qui est à la fois un module (à droite)

et un group- avec le domaine d’opérateur 03A6 et qui possède la propriété suivante : t

(3) = (o(m) ,

($’ ,~) est une algèbre on exige d’ailleurs que

~ soit espace vectoriel (à gauche) Le 9~ est dit

irréductible si i 
.

1. 0 et 
.

2. s’iih n’existe aucun ~ tel que ~DÎ~ ~0 . o

Cette notion permet d’étendre les notions de primitivité; de semi-simplicité et

de radical aux cas des anneaux avec opérateurs et des algèbres. Une question inter-

vient : celle de savoir comment ces notions dépendent des domaines d’opérateurs.

Nous verrons que ces notions sont complètement indépendantes des domaines d’opéra-

teurs. Le résultat fondamental pour ceci est la proposition suivante.

PROPOSITIONS. - Soit (~,~) un anneau avec opérateur ou une algèbre. Un

sous-ensemble  de est un 03A6 -idéal régulier et maximal à droite si et seu-

lement est un idéal régulier et maximal à droite de l’anneau (sans



opérateur)4

Supposons d’abord que  soit régulier et maximal à droite dans sans opéra-
teurs. Soit ~ ~ ~ l’ ensemble ~~ = ~~b’ b ~ ~~ est alors un autre idéal à

droite dans . Si ~c~ on a ~ ~ + ~ - :~.~ parce que ’~ est maximal. Si

e est une unité à gauche mod  on a e = b 1 + 03B1 b2 , b. 1 
e2 = b e + e) ~ J . Mais e2 - e et par conséquent ce qui con-

tredit l’inégalité  ~  . Nous pouvons conclure maintenant que pour

chaque et que est un 03A6 -idéal. Evidemment J est maximal comme

03A6 -idéal. Supposons ensuite que  soit un 03A6-idéal régulier et maximal à droite.
Alors  ~  et si  n’ est pas maximal dans l’ anneau sans opérateur, il existe

régulier et maximal à droite tel que ’ ~  . Mais % ’ est un 03A6-idéal
et ce fait contredit la maximalité de

Comme dans le cas ordinaire, on voit ~u’ur~ ~ ~ 9 ‘~~ est irréductible

si, et seulement si il est de la forme QL - ~ où § est un -idéal maximal et
régulier à droite. La proposition précédente entraine que ~,~, ) -module
irréductible est irréductible comme tL-module et que tout ~,-module irréductible

peut être considéré comme -module (nécessairement irréductible). on a main-

tenant le résultat suivant :

5 n - ~~, ) un anneau avec opérateur ou une algèbre.

( 1 ) Un sous-ensemble 1; de :JJ, est -idéal primitif dans ‘,.~", si et seule-

ment s’ il est un idéal primitif d ans 

(2) Le radical de ( ~ 9 coïncide avec le radical de 3L .

~° Nous donnons maintenant quelques indications (sans beaucoup de détails) sur des

cas particuliers des notions que nous venons d’étudier et sur quelques questions ou-

vertes : i

Supposons d’abord que ~.G = I l’an eau des entiers. o Le’ éléments quasi-réguliers
de sont 0 et 2) I est semi-simpleo Tout corps est semi-simple 3 sinon il

coïnciderait avec son radical et cela est impossible, parce que l’élément 1 n’est

pas quasi-régulier.

Soit ~~, un anneau un élément unité et ayant la propriété que l’ensem-
ble des éléments inversibles forme avec 0 un sous-corps 0394 . Il s’ensuit que tou"t

élément quasi-régulier est contenu dans ~ . Puisque à ne contient aucun idéal

~ ~~ 0 ~ on conclut que ‘~, est semi-simple. Quelques cas particuliers de cet"t.e

espèce d’ les suivants â



(1) L’anneau de ~1", ~, 9 . o . 9 ~ ~ r où ~ est un corps et les

?le 1 sont des indéterminées.

(2) L’algèbre libre sur un corps. ,

(3) L’algèbre associative universelle (l’algèbre de Birkhoff-Witt) d’une algèbre de

Lie quelconque.

Parmi ces algèbres il existe une algèbre primitive â l’algèbre universelle d’algè-
bre de Lie ayant une base s ; > t s . Aussi~ il existe des algèbres

non-primitives universelles, par exemple les algèbres commutatives. Un problème in-

téressant; y et peut-être difficile, est de donner une condition sur l’algèbre de Lie,

qui entraîne que son algèbre universelle soit primitive.

Supposons ensuite que lL est un anneau avec un élément unité tel que l’ensemble

des éléments non-inversibles forme ~~n idéal. On voit aisément que cet idéal est le

radical. Soit, par exemple, ~,L l’anneau des entiers p-adiques. L’idéal des multi-

ples des p inclut tous les éléments non-inversibles. Cet idéal est alors le radi-

cal. Un autre exemple de la même aorte est l’anneau des séries formelles
~o .

03A3 ai z1 , les a. 1 appartenant à un corps. Ici l’ensemble des séries aux termes
o

constants nuls est le radical.

On peut démontrer que si ~ est un anneau quelconque 3 le radical de l’anneau

~ 
n 

des n x n matrices sur  est 
n 

où est le radical de ‘~ 9
ce résultat entraîne que I 

n 
et Û 

n 
sont semi-simples, I l’agneau des entiers

un corps quelconque.

On dit que est simple si ~~,~ ~ o et s’il ni existe:.ucun idéal bilatère
tel que Si ~ est simple 3 ou bien ~ est semi-simple, ou bien ~
coïncide avec son radical. Une question ouverte est celle de savoir s’il existe un

anneau simple et non semi-simple.

On peut démontrer que si est un anneau sans nil-idéaux, l’anneau des polynômes
.~G C ~ ~ g ^~ une indéterminée est semi-simple. Ceci est un résultat récent 

Une question ouverte est la détermination du radical de dans le cas d’un

:~,,, arbitraire.

0~~ peut voir que l’algèbre qui est engendrée par deux éléments u p v qui satis-

font à la seule condition uv = 1 est primitive.

Une autre question ouverte est celle de savoir si l’algèbre d’un groupe arbitraire
sans élément d’ordre fini est lemi-simple. Ceci est vrai si le groupe est commutatif.



2. Modules irréductibles.

Soit un %-module à droite arbitraire et soit ~ l’ensemble de tous les

endomorphismes C de qui commutent avec les homothéties 

est évidemment un sous-anneau de l’anneau des endomorphismes de R con-

tenant l’opérateur unité. On peut considérer comme un module unitaire

par rapport à Nous préférons placer ~ à gauche. Pour cela nous introduisons

un anneau i qui est anti-isomorphe à (t par la correspondance C . La défi-

nition x m = m ~ R , donne une structure d.e 0393-module à gauche à Bien

entendu, ’lE Î~ et ;,~ est !-unitaire et fidèle. Nous appellerons r le com-

mutant de ou du £-module R.

Maintenant, ov p"ut considérer le commutant t de F . On place cet anneau à

droite et on considère ~~ comme droite. Supposons que est fidèle.

Dans ce cas on peut identifier avec un sous-anneau de ,~ , Une question inté...

reusante est celle du rapport entre et ~’’ . Par exemple, on peut chercher des

conditions qui impliquent ~ = ,~; a On peut voir que l’égalité est rarement remplie
pour les anneaux ~r qui ne satisfont pas à la condition minimale sur les idéaux à

droite, mais il y a beaucoup de cas i téressants où ~ et £ sont ~res que égaux
dans le sens suivant: Pour toute partie finie F et tout élément 1 E J!~
il existe un a = a(F) ~, ~, tel que xl = xs, pour c~~aque x  F . Nous verrons que

ce résultat est vrai pour les modules irréductibles.

1° Supposons maintenant que R soit irréductible. Le premier résultat fondamen-

tal sur de tels modules est le :

de Schur. - Soient m1 et m2 deux -modules irréductibles, et soit

B un homomorphisme de dans ou bien B = 0 , ou bien B est un

isomorphisme sur.

La démonstration est immédiate. Si B ~ 0 , R1 B est un sous-module ~ 
A 

o de

Alors ’yv B = ~i . Le noyau de B est un sous-module de et d’après
i’irrédUctibiiité de ce noyau est 0 ou Mais, s’il est ~~ 1

P = 0 et B = 0 . Alors le est 0 ~ et par conséquent B est un isomor-

phisme.

Une conséquence immédiate du lemme de Schur est le théorème suivant.

THÉORÈME 1. - Le commutant F d’un module irréductible est un corps (non-commuta-
tif).
On peut considérer comme un espace vectoriel (à gauche) sur 0393 .



Le commutant de comme f-module est l’an..eau 2 de toutes les transformations

linéaires de sur r. Si est fidèle pour (et désormais nous suppose-
ron’:, que c^la est le cas) on peut identifier avec un sous-anneau de Nous

démontrerons que ~~? et £ sont presque égaux.

2° Plus généralement, soient et deux espaces vectoriels à gauche sur

le même corps f~ ~ le groupe additif de toutes les transformations

linéaires de dans 3J~ , ’ ~ l’anneau des transformations de ~~~
dans Si posons

et si S ~(3~ ,~) posons

Si S~ est un sous-groupe de ~(~ , ~) et S~(~ ,M~)CS~
Si m2) , S| est un a évidemment 

de SSE Si S~ (m1 , m2) , les éléments de S

introduisent des transformations linéaires de ?. - S dans m2 . Le théorème
que avons annoncé pour les modules irréductibles est un cas particulier du thée-

rème suivant.

TH~OHÈ~2. - Soit ~G un sous-anneau ~p) un sous -groupe

de J~(3~ ~Y~?) tel que j&#x26;’~ ~ J~ ’ Faisons les suppositions suivantes s

(1) est un ensemble irréductible d’endomorphismes du groupe additif 

(2) le commutateur de , est Alors l’emsemble L de transformation, induit

parles sur ~= ~ - ~ dans ~6~ est presque égal à 
Il suffit de démontrer que si xl’ ... ~ x sont des éléments de 9~ linéaire-’

ment indépendants module ~ et si ~. ~ ... 3 y sont arbitraires dans 

il existe un b ~.~ tel que x. b 1= y. y i = 1 , 2 , ... , n . Nous démontrons

d’abord le lemme.

LEMME. - Soit u. ~ ... ~ u ~ une partie finie quelconque On a s

Démontrons d’abord le cas n = 1 . Puisque J~~J~~u ~~/ 



et puisque u~ , Fu~u~~ = (~ Hu~)~ . Alors
| + F u ~ (u| ~ £ )| / Supposons que v ~ (u| ~£)| . Alors pour chaque b

tel que ub = 0 , on a aussi vb = 0 . L’ensemble u ~= {ub!b est d’après

~~~~ un sous-module de considère comme 0~-module. Si u ~~0 ;

u = et l’application ub~vb définit un -homomorphisme de R2 . D ’ aprè s

la condition (2) il existe tel que vb = pour tout b ëL~ . Si

u  = 0 , on a vb = 0 et on peut choisir pour 03B3 un élément quelconque de F .

Maintenant on a a(v - Yu) b = 0 pour tout qui entraîne v - 

et v 
**’ 

+ r’u . Ceci démontre le lemme dans le cas m = 1 . Supposons ensuite

que (l) soit vrai pour m - 1 . Posons :

~~ = ~ u~ On a J~’~~J~ et, par hypothèse :
1 ~

D’après le cas m = 1

La substitution de (2) donne

Pour démontrer le théorème remarquons que si x. 9 ..0 , x sont linéairement

indépendants 
| 

+ ‘ r xi ~ 
| + 

x .. D’après le lemme

/l j§ ~ ~ x. Autrement dit il existe un b ~ £ tel que
1 

1 
1 ~

Xi b = ... 
= b = 0 9 mais xn b  p . Pour chaque x . 9 i = 1 9 . s . f n g on

peut . alors trouver un e . 1 ~ :~ tel q.ae x. l e . 7. ~ 4 ~ x, 1 e . - 1 
= 0 , i ~ j . Puisque

est irréductible dans on peut trouver un tel que x. 1 e. s,. 1 
= y..

L’élément b = e . 1 ai ~ £ , Q remplit les conditions x . 1 b 
= 

y. 1 q i = 1 , ... , n

ce qui démontre le théorème.

Si est un sous-anneau de l’anneau £ = y qui est irréductible, et

tel que le commutant soit peut, ’ pour R1 = = R = £ . On a
= 0 et par conséquent :~;i presque égal à à . on a alors le corollaire.



COROLLAIRE. - Soient -module irréductible et fidèle, F le commutant

le commutant de cornue 0393-module à gauche. Alors est presque égal

à £ .

3° On peut donner une interprétation topologique des résultats que nous venons

d’obtenir. Donnons-en une brève indication :

Rappelons d’abord que si X et Y sont des ensembles quelconques~ l’ensemble

Y des applications de X dans Y peut être muni de la topologie-produit usuelle

où on considère X et Y comme des espaces discretso Un système fondamental des
~r

voisinages d’un point f ~ YX est formé des ensembles des applications g telles

que = pour une partie finie {x1 , ... , xn } de X. Désignons ce

voisinage par 0(f j; x. , > ... , x ) . Si X et Y sont des groupes, on munit l’en-

semble H(.X p Y) d’homomorphismes de X dans Y de la topologie d’un sous-espace
de Si X et Y sont commutatifs, H(X , Y) est un groupe par rapport à la dé-

finition usuelle de l’addition. On peut vérifier que Y) est un groupe topolo-

gique. Si. Z est un autre groupe commuta/tif~ on a une application de

dans H(X , Z) cette application est donnée par le produit des

homomorphismes. On peut vérifier que ce produit est continu. En particulier, l’anneau

H(X ~ X) des endomorphismes du groupe commutatif = X est un anneau topologique.

Les mêmes choses sont valables pour les ensembles ~) de toutes les trans-

formations linéaires de l’espace vectoriel R sur t dans l’espace R sur 0393 .

~(~. et ~) sont fermés dans Le voisinage

0(0 ; x. ~ ... ~ 9~) x" où S est défini comme ci-dessus. On

appelle les topologies que nous venons d’introduire les topologies faibles de Y ~
de Y) et de ~~t~) ’ La notion de presque égalité coïncide avec celle
de densité dans le sens topologique. On peut donc améliorer l’énoncé du théorème 2

’e la manière suivante i

THÉORÈME 2’. - Soient R1 , R2 ,  et L comme dans le théorème 2.

|| = la ferm-ture F() de  dans la topologie 
Si S~ est évidemment fermé. Alors ~~~ ~ F(~) . D’autre part,

soit C dans ~ et soit ... , u des éléments de ~. ~ Si U est le

sous-espace vectoriel engendré par les u. on peut choisir une base ... , v

pour ~ telle que ... ~ et telle que ... , v soient
linéairement indépendants par rapport à £1 . D’après le théorème 2, il existe un

élément tel que v, J b=v. J c ~ j=r +1 ~ ... ~ g. D’ailleurs
s’ensuit que u.b=u.c, > i=l.....m



et d 1 après la définition c~|| . On voit alors que £ || = F(£) .

Le corollaire, pour les modules irréductibles, peut se formuler comme un théorème.

de densité :

COROLLAIRE. - Soient ~ un module irréductible et fidèle~ F le commutant de

%£ , et §§’ le commutant de F . Alors ~L est partout dense dans j~ par rap-

port à la topologie faible.

4° On dit qu’un sous-ensemble S de J~ (3~. ~ ~~) est k fois transitif si

pour chaque ensemble - k vecteurs linéairement indépendants xl ’ ... , de

ot chaque ensemble quelconque de vecteurs ~. 3 ... y Y 
e 

de on peut trou-

ver un élément s ~ S tel que x. s = y. y i = 1 ~ ... ~ ~ . Il est clair que S

est partout dense dans si et seulement s’il est k fois transitif

pour tout k = 1 , 2 ~ ... Si = = ~ et si 5J~ est un sous-anneau de

~ ~ %L est 1 fois transitif si et seulement si 9~ est un ensemble irréductible

d’endomorphismes du groupe 9~ . Nous allons démontrer qu’un sous-anneau 

deux fois transitif~ est partout dense.

Signalons d’abord le résultat suivant :

THÉORÈME 3. -Si ~~ est un sous-anneau deux fois transitif de l’anneau J~ de
toutes les transformations linéaires de m sur r dans lui-même, le commutant de

F .

Soit C un endomorphisme qui commute avec tout a~.3j~ . Alors si x est quelcon-

que dans m , x et xC sont linéairement indépendants. Autrement, il y aurait un

a tel que xa = 0 , (xC) a / 0 . Ceci est impossible parce qu~

(xC)a= (xa)C=0 . si x~O ~ on a xC== 0 v x x , ~ Bj x ~F . Si 
yC = V v , mais on peut trouver un élément a ~  tel que xa = y , et ceci impli-

que que yC = (xa)C = (xC)a = ( ~ ~~ ~ ~x ~ " Alors Ïx ~ )( ~ )f et

C est l’ homothétie 

Le théorème 3, et le corollaire au théorème 2, entraînent le corollaire suivant.

COROLLAIRE. - Tout sous-anneau 2 fois transitif de l’anneau ~ est partout dense
dans ~ .

5° Le théorème de densité 3 pour les modules irréductibles donne quelques renseigne-
ments sur la structure des anneaux primitifs. Le résultat suivant est très utile pour
les applications :



THÉORÈME 4. - Soit % un anneau primitif. Alors, ou bien ~ est isomorphe à

l’anneau de toutes les transformations linéaires d’un espace linéaire convenable de

dimension finie, ou bien, pour chaque entier lf ; 0 9 ~, contient un sous-anneau

k qui est homomorphe ^ un anneau £ (Rk, Rk) où est un espace vecto-

riel convenable de dimension k .

Pour la démonstration, on peut identifier ~,~ à un sous-anneau partout dense dans

£ = £ (R , R) , R étant un espace vectoriel convenable. Si R est fini, il

est clair que = £ . Autrement, m contiendrait un sous-espace mk de dimen-

sion k . Soit Rk le de R des éléments qui appliquent mk dans

lui-même. On voit, d’après le théorème de densité que l’ensemble des transfor-

mations induites dans mk par les éléments de uk est £(Rk , Rk) . Alors
u k 

est homomorphe à L(mk , mk) .
~° Pour les applications, il est nécessaire d’avoir aussi une détermination intrin-

sèque pour le commutant d’un module irréductible. Nous allons considérer plus généra,
lement les modules strictement monogènes. Soient R un module strictement monogène,
u un générateur (strict) et. $ = (0 : u) . Nous aurons besoin de la notion du nor-’

malisateur d’un idéal à droite. On désignera ainsi le plus grand sous-anneau 4: de

~ dans le q uel ~ est contenu comme idéal bilatère. On voit que ~ peut être dé-

fini aussi comme lt ensemble des éléments b tel que car on peut vérifier

que cet ensemble est un sous-abneau de R . Il est clair que £ contient l’ensem-

ble ~ des éléments ?~ tel que .’ De plus ~ est un idéal bilatère de

~ et U idéal à droite de S.~ qui contient ~ . Nous pouvons énoncer maintenant

le théorème suivant :

THÉORÈHE 5. - Soit un module monogène avec le générateur u . Soient ~ l’or-

dre de u, ~ le normalisateur de  et  l’idéal de  formé par tous les

élément~ k tel que le commutant de ~~, est égal à 

Soit C un endomorphisme de tel que (ma) C = (mC)a pour tout a et

posons uC = ub . On a (ua)C = uba ~ c’est-à-dire que C est l’application

ua-.-~ uba . Si ua = 0 et C étant un endomorphisme, on conclut que

(ua)C = 0 . Donc ba ~~ pour tout et ceci implique D’autre ,.

part, soit b un élément quelconque de 1; et considérons l’application 
Si ua = 0 , on a uba = 0 ~ et d’après ça, on définit une application univoque Cb
dans On vérifie que C b est un ~ endomorphisme. Alors, on a une correspon-

dance b  Cb do Ji sur des ~ endomorphismes de On peut
vérifier que cette correspondance est un anti-homomorphisme. Supposons que Cb = 0 .
Alors uba = 0 pour tout a et b = k ~..,~’~ . D’après cela~ (~ est



anti-isomorphe à et, par conséquent, nous pouvons prendre comme le

commutant F de ’‘-’~ .

7° Nous allons considérer ensuite la théorie des commutants pour les modules par

rapport à un anneau avec opérateur ou une algèbre. Pour avoir une bonne théorie, il

faut supposer que les éléments de ~ commutent deux à. deux, c’est-à-dire si

c~ ~~-~ ~ oC ~ !° a) - ( ~( a) Q Supposons désormais que cette condition soit remplie
(ceci est toujours le cas pour les algèbres). Soit ~~ un ( ~’ Consi-

dérons maintenant l’ensemble et d~s endomorphismes C qui commutent avec les endo-

morphismes et x ~ ~~ x ~ D’après notre condition, il

est clair que  inclut l’ ensemble des applications x~03B1x . Si et

ce ~ 03A6 on définit 03B1C comme le produit de C et x ~03B1x . on peut vérifier que
ce produit donne une structure d’anneau avec le domaine d’opérateur 03A6 à l’anneau

~ . Il est possible de considérer ~ d’une manière évidente comme
( ~ 9 ~ ) -module.

Quelle est la situation si on passe de ( ~ 9 ~ ) Une réponse partielle à
cette question est donnée dans la proposition ci-dessous.

PROPOSITION 1. - Soit un (1’, 1,(, ) -module tel que Alors l’ anneau

de tous les endomorpbismes de R qui commutent avec les applications x~xa
et les applications x~03B1x , 03B1~03A6 coïncide avec le sous-ensemble d’endomorphis-
me s qui commut ent avec le s éléments x-xa .

Soit C un endomorphisme qui commute avec tout et soit ~~x un élément

de 03A6 et m un élément de R . Puisque = m = 03A3 m, a. , 1 g jmb ,

a. Alors 03B1
m = 03A3 mi (03B1ai) 

= 03A3 mi 1 b. , g b. = Cn a

qui implique C ~. ~ .

La proposition 1 s’applique en particulier pour les ( ~ ~~~,).~modules irréducti-
bles. 

’

Il est commode de placer les anneaux  à gauche ici aussi. On peut réaliser cette
situation si on introduit un anneau ( ~ p ~"~ ~ anti-isomorphe à ( ~~ ~ ~;,~ ~ . Tous
les résultats que nous avons donnés sont valables aussi pour les ( ~ ~ ££)-modules.
Par exemple; le théorème de densité est vrai et il entraine que tout 03A6-anneau pri-
mitif peut s’identifier avec un 03A6-sous-anneau des 1? anneau de toutes les trans-

formations linéaires d’un espace vectoriel sur un ~-corps r qui est partout



dense dans £ . Le théorème 4 est vrai aussi et également le théorème 5 sur la dé-

termination di commutant.

3. Anneaux d’Artin

On dit qu’un anneau est un anneau d’Artin (à droite) s’il satisfait à la condition

minimale pour les idéaux a droite, c’est-à-dire si chaque ensemble non vide d’i-

déaux à droite contient un idéal qui est minimal dans l’ensemble donné. Il est bien

connu que cette condition est équivalente à la condition de finitude des chaînes dé-

croissantes 1 ~ 2 ~ ... d’idéaux à droite. Les résultâtes que nous avons ob-

tenus au numéro 1 et au numéro 2, s’appliquent, et donnent des démonstrations très

rapides dos théorèmes classiques sur les anneaux d’Artin.

1° Le premier résultat de la théorie est le suivant :

THÉORÈME 1. - Le radical d’un anneau d’Artin est nilpotent.

Soit R le radical d ’un. anneau d’Artin  . Considérons la suite
~~~ ~~~~ ... et supposons que = ~%~ . Il faut démontrer que
R = 0 . Supposons au contraire que R~0 . Alors l’ensemble {} d’idéaux à

droite ; tel que

Par conséquente il contient un élément minimal ~ . Puisque 0 , il y a

un tel que b ~0 . Puisque R2 = (bR) R~ 0 , et puisque 
est un idéal à droite contenu il s’ensuit que  

m 
= Cette égali-

té entraîne l’existence d’im élément z(~~ tel que bz = b . Mais z est un élé-

ment quasi-régalier. 0 Si s o z’ = 0 , on a
0= (bz -b) - (bz -b)z’ = -b+b(z 0 zr) =-b ce qui contredit bj~/0 .
Nous avons vu que le radical contient tout nil-idéal. Par conséquente nous avons

le corollaire suivant.

COROLLAIRE. - Tout nil-idéal a -droite ou à gauche d’un anneau d’Artin est

nilpotent.
2° Nous considérons ensuite les anneaux semi-simples et primitifs.

/ B

THEOREME 2. - Pour un anneau les trois conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(l) ~ est primitif ,



(2) ~ est simple,

(3) ~ est isomorphe à l’anneau de toutes les transformations linéaires d’un espace
vectoriel convenable de dimension finie.

Supposons d’abord que (1) soit remplie. Nous pouvons identifier 3Jb avec un

sous-anneau partout dense dans l’anneau  des transformations linéaires d’un es-

pace vectoriel sur un corps r . Si dim soit xl ’ x2 , ... une

suite infinie de vecteurs linéairement indépendants de Posons

j = (0 : {x1 , ... , xj}). Alors j est un idéal à droite, et d’après le théo-rème de densité 1 ~ 2 ~ 3 ~ ... L’existence d’une telle suite contredit la
condition minimale. Il s’ensuit que dim L)?u  0153 . Le théorème de densité s’applique
maintenant pour donner l’égalité ~ = J6 . Alors, nous avons démontré l’implication
(1)~(3) * L’implication (3)~=!>(2) est bien connue et nous supprimons la démonstra-

tion. Supposons maintenant que ~C est simple. Il est clair que est primi-

tif, ou 3~ coïncide avec son radical ~ . La seconde possibilité peut être exclue
d’après le théorème 1. Alors (2)=~(l).

L’équivalence de (2) et (3) est le second théorème fondamental de Wedderburn-Artin.

Le premier théorème fondamental concerne la structure des anneaux d’Artin semi-simples
C’est le suivant.

THÉORÈME 3. - Tout anneau d’Artin semi-simple est une somme directe d’un ensemble

fini d’idéaux bilatères qui sont anneaux simples. Réciproquement, tout anneau
d’Artin avant une telle structure est semi-simple.

Supposons que est semi-simple. Alors = 0 où ~~p~ est l’ensemble

d’idéaux primitifs de ~L . Puisque la condition minimale est remplie on peut trou-
ver un ensemble fini des idéaux primitifs {p1 , ... , pn} tel que

~ 

 

r 

~ 

B = 0 . Nous pouvons aussi supposer que {p1 , ... ,pn} est minimale

c’est -à-dire . que ~ 0 pour {pj} ~ {pi} . Puisque u/p est un anneau

d’Artin primitif y d’après le théorème 2, est simple. Ceci entraîne que p
est un idéal bilatère maximal.dans Il s’ensuit que si nous posons

= 0 , u = 03B3i ~ pi et 03B3i~u/pi est simple. Supposons
plus généralement que nous ayons démontre que



D’après un des théorèmes d’isomorphismes de Dedekind, on a :

ce qui démontre que ~ . ~ ~. ~ ~B~ ~~+’~ j=l~...~n-k~ est maxi-

mal dans p1 ~ ... ~ pk . Puisque  (p1 ~ ... = 0 et l’inter-

section de tout sous- ensemble des idéaux ~« ~ ... ~~~~~P - 0 ~ le

raisonnement que nous avons employé pour ~ montre que:

Si on substitue en (1) ceci donne

Pour k + 1 = n , nous avons s

ce qui démontre la première partie du théorème. La réciproque est immédiate.

On peut démontrer que les composants simples X sont uniques. On peut démontrer

que tout idéal bilatère est de la forme V . +... 
+ 

y . 
où sont donnés

dans la décomposition u = 03B3i ~ ... ~ 03B3n . Ces résultats sont bien connus.

3° Pour la théorie des représentations d’un anneau semi-simple d’Artin il faut avoir
un théorème de décomposition d’un tel anneau comme une somme directe d’idéaux mini-
maux à droite. Le résultat fondamental est le suivant s

THÉORÈME 4. - Soit un anneau d’Artin semi-simple. Alors s

(1) ...e~~ où les -~u sont des idéaux à droite (ou à gauche)
minimaux, et

. (2) 3J~ contient un élément unité.

La démonstration de (1) est semblable à celle du théorème 3. Le point de départ



ici est l’ é gali té ~  = 0 y {} étant l’ensemble des idéaux à droite ré-
in

guliers maximaux. De cette relation, on obtient n j = 0 où on peut supposer

que ~ k ~ 0 si {k} ~ {j} . Introduisons maintenant
~ = ... ~ ~ . , rB ~. ~ ... ~ ~ . Alors on a ~ = ~. ~~ et

~1 j-1 j m ~ J

~, ~ ~. est minimal. Le raisonnement que nous avons employé ci-dessus

supplique pour démontrer que u=m1 ~ m2 (9 ... ~ mm (Il est nécessaire

d’employer le théorème d’isomorphisme pour groupes avec opérateurs au lieu du

théorème d’isomorphisme pour anneaux). La partie (2) du théorème se déduit simple-

ment des théorèmes 2 et 3 si on remarque que l’anneau de toutes les transformations

linéaires d’un espace vectoriel contient un élément unité. Mais, on peut donner

une démonstration plus directe d’après le lemme suivant :

IEMME. - L’intersection idéal à droite  régulier maximal avec un idéal

à droite J~, régulier arbitraire est régulière.

Le résultat est évident si -~ ~ ~ . Supposons donc que ~ ~ ~ . Donc
~ + ~= 3J~ . Soit e une unité à gauche et posons Z6.-) ~

Soit f une unité a gauche mod R et f = i + w , i~ , w~ il

est clair que k ~ i sont unités à gauche pour ~3 et J~ respectivement. Po-

sons a = k + i . 0 Alors

ce qui signifie que a est une unité à gauche nod (~ ~) J~) *
On a évidemment le corollaire suivant.

COROLLAIRE. - L’intersection d’un nombre fini d’idéaux à droite réguliers maxi-

maux est régulière.
20142014 

~

On voit maintenant que 0 est un idéal à droite régulier dans un anneau

semi-simple d’Artin. De la même manière, on peut prouver que 0 est un idéal à

gauche régulier. Alors~ il existe une unité à gauche u pour ~L et une unité à

droite v. On conclut que u = v est un élément unité de 

Nous rappelons que la réciproque du théorème 2 est vraie aussi : si 3~ est un

anneau qui a les deux propriétés (1) et (2), il est nécessairement un anneau semi-

simple d’Artin. Nous supprimons la démonstration. Il y a deux autres questions im"

portantes pour la théorie ; celle concernant l’unicité de la représentation d’un

anneau simple comme un anneau £ de transformation linéaire et l’unicité de la



décomposition de 9~ par des idéaux à droite, minimaux. Dans le premi r problème
il s’agit desisomorphismesearanneaux L .Bous considérerons une généralisation
de ce problème dans le numéro 4. De ce qui concerne la décomposition de ~ par

les idéaux à droite minimaux, le théorème de Jordan-Halder (ou le théorème de

Krull-Schmidt) donne l’unicité au sens d’isomorphismes (comme modules) des idéaux

4. Anneaux primitifs ayant des idéaux à droite minimaux.

Dans cette partie, nous étudierons une classe d’anneaux qui forme une généralisa-
tion très naturelle de la classe des anneaux d’Artin : i les anneaux primitifs qui

possèdent des idéaux à droite minimaux : le théorème principal pour ces anneaux en

donne une représentation comme sous-anneaux particuliers des anneaux de toutes les

transformations linéaires et continues d’un espace vectoriel, topologique La

topologie pour est donnée par un espace vectoriel à droite 
t qui est relié

à 3Î~ par une forme bilinéaire non dégénérée.

1° Nous commen-ons avec un rappel très bref des notions fondamentales de la théo-

rie des modules complètement réductibles. Rappelons d’abord qu’un module Jfv a
cette propriété où les sont sous-modules irréductibles. Il

est bien connu que si ~~~ est complétement réductible , = H 6~ ~~û , ~J~
irréductible. Le signe @ désigne que les sont indépendants en ce sens que

~y = 0 . Si s~~~ - ~’ @ ~ est une autre décomposition de ~

en sous-modules irréductible s la puissance 1 1 de l’ensemble est

égale à celle de ’~t~ ~3 . Plus précisément, on peut donner une correspondance
biunivoque ~ ~ ~ telle que ~~’ ~ pour tout p . on appelle
la puissance | {M03B2}| la dimension du module M . Si est un sous-module
de on peut écrire 331 = ~~’1~ ~±s ~ r où ~~’ 1 est un autre sous-module convena-

ble. Toutes ces choses sont bien connues. D’ailleurs, elles ne jouent pas un rôle

essentiel dans la suite. 0 Pour cette raison, nous ne donnons pas la démonstration.

Si M est un module quelconque S le sous-module Mo = 03A3 M03B2 , M03B2 irréducti-

ble, est appelé le socle du ~M~ ( ). Si C est un endomorphisme de et ~t~
est un sous-module irréductible de C est ou bien irréductible, ou bien
o . Alors C ç ~?~"~; 0 9 c’est-à-dire que 

0 
est stable par rapport aux endomor-

phismes de 

( ) est vide posons = 0 .



2° Considérons maintenant U comme U-module à droite et désignons le socle
de ce module par F . Nous appellerons F le socle (à droite) de ~ . De la même

manière on définit aussi un socle à gauche F’ de ~ . Par définition F = ~ ~ ~
où {J03B2} est l’ensemble d’idéaux minimaux à droite. Si on remarque que la mul-

tiplication x4ax est un endomorphisme du %-module à droite U on voit que
F est un idéal bilatère de ~b .

Le résultat suivant est bien connu

PROPOSITION 1. - Soit ~ un idéal à droite minimal d’un anneau ’~ . Alors, ou
= 0 , ou bien il existe un idempotent e tel ue ÀÙ = e iL.

Ensuite, nous démontrons la proposition suivante.

PROPOSITION 2. - Si e est un idempotent ~ 0 d’un anneau U sans idéaux nil-

potents, l’idéal à drpite eU est minimal si et seulement si le sous-anneau
est un corps.

On peut démontrer aisément que e ~ e est le commutant du module e . Alors, si

e est irréductible 9 est un corps d’après le lemme de Schur. Réciproque-
ment, supposons que e~e soit un corps. Soit ea un élément quelconque % 0 du

module e ~ . Puisque ~ ne contient pas d’idéaux nilpotents, l’annulateur à gau-

che de est nul. Par conséquent, 0 et aussi 0 . Ceci ehtrai-

ne qu t il existe un b tel que eabe ~ 0 . Puisque eà6 e est un corps, on peut

trouver un élément v tel que eabev = e . Si d est arbitraire dans ‘~~ ~
(ea)(bevd) = ed , ce qui signifie que ea est un générateur (strict) de ~s . Il
s’ensuit que est irréductible, et est un idéal à droite minimale

La proposition 2 a le corollaire suivant évident.

COROLLAIRE. - Si ~ est un anneau sans idéaux nilpotents, et e un idempotent

,~ 0 dans est un idéal à droite minimal si et seulement si ’~(, e est

un idéal à gauche minimal.
Nous pouvons démontrer maintenant le théorème.

THÉORÈME 1. - Si U est un anneau sans idéaux nilpotents, le socle F de +L
coïncide avec le socle à gauche F’ .

D’après la proposition 2 on a les formules

Alors et puisque F’ est un idéal bilatère, Nous voyons que



F=F’ ~ et par symétrie et F= F’ .

3° Nous aurons besoin de quelques notions de la théorie des espaces vectoriels

quelconques. Cette théorie est un cas particulier de la théorie des modules complè-
tement réductibles. Car si ~~ est un espace vectoriel (à gauche) sur r et

0 est un élément de le sous-espace ru est un module irréductible et

?? = 03A3u~m ru. La dimension de M a été définie ci-dessus et nous avons indi-

que que ce nombre est un invariant de l’espace.

Rappelons aussi la notion de fonction linéaire f(x) (notation usuelle ici 1).
Par définition x2014~f(x) est une application linéaire de 5k dans r considérée

comme un espace vectoriel à gauche. On peut munir l’ensemble ~L de toutes les

fonctions linéaires d’une structure d’un espace vectoriel à droite. Pour cela on

définit (f + g)(x) = f(x) + g(x) et (fo()(x) = f(x)~ . Cet espace est appelé
le dual de Très importants pour la suite sont les sous-espaces de ’3îb ~ défi-

nis par la définition suivante s 

DÉFINITION 1. - Un sous-espace de M’ de est appelé total si pour tout
0 dans il existe un tel que 0 .

Si on utilise’le fait que u peut se plonger dans une base de 3T~ on peut dé- ’

montrer que lui-même est total. Si on introduit la topologie faible dans 

on peut identifier les sous-espaces totaux avec les sous-espaces partout denses
dans W~ ~ car nous avons le théorème suivant.

THÉORÈME 2. - Un sous-espace M’ de M est total sictseulement s’il est par-
tout dense dans par rapport à. la topologie faible de -9~ .

Puisque û~ est total il est clair que tout sous-espace partout dense

dans ?T~ est aussi total. Supposons maintenant que soit total. Nous posons

= ~ ~ ~ =~’ ~ ~U~ = l’ensemble de multiplications 
à droite de F dans le théorème de densité. Il est clair que U est un anneau

irréductible dans F et, comme il est bien connu, le commutant de ~ est l’en-

semble de multiplicateur à gauche. Puisque -TTb’ est = 0 ..

Alors le théorème de densité dit que ~1~’ est partout dense dans ~ = f~) 

On peut expliquer ce résultat comme suit i si est total dt si

u.~u~~...~u sont linéairement indépendants dans ~~ on peut trouver un
tel que f(ui) , i= 1 , 2 , ... , n , est ce qu’on veut dans 0393 .



4° Si ~’~~ ’ est un sous-espace total de ’9TL ~ tout donne une fonction

linéaire x : f -~f ~x~ sur ~~~~r’ ’ . On obtient ici un isomorphisme entre et

un sous-espace total du dual ~.~’u’ ~ de On voit alors qu’il y a une relation

réciproque entre et Pour expliquer cette symétrie on introduit la no-

tion d’une paire d’espaces vectoriels reliés par une forme linéaire non dégénérée.

DÉFINITION 2. - Soient et respectivement des espaces vectoriels à gau-

che et à. droite sur le corps F . Nous dirons que ~~ et forment une paire

duale s’il existe une forme bilin;::ire non dégénérée f(x , y’) reliant ~ et

~~’ . Rappelons que f(x 9 ~’ ) ~ Î et

f est dite non dégénérée si f(x , z’) =0 pour tout entraîne z’ = 0

et f(z , x’) = 0 pour tout entraîne z = 0 .

Quand on n’a besoin que d’une seule f(x , y’) on peut simplifies? la notion par l’é-

criture de (x ~ y’) pour f(x ~ y’) . Nous emploierons cette notation par la
suite. ,

est un sous-espace total de on peut poser (x , f) = f(x) et on

voit que ~~’) est une paire duale. D’autre part si j~’) est une pai-

re duale quelconque, chaque y’~MB;’ t définit une fonction linéaire fy’ par la

formule fy’(x) = (x , Tr’ ) . 0n voit que est un isomorphisme et que l’en-

semble de fy’ est un sous-espace total du dual ~~ . De la même manière, on peut
identifier avec un sous-espace total de ~K)’ . Maintenant on peut transférer
la topologie de l’image de dans M* (la topologie comme sous-espace) pour
obtenir une topologie de Nous appellerons cette topologie la 3~-topologie
de ~’ . Un système fondamental du voisinage de 0 est donné par les ensembles

tô x~m’ ~ où x~ m’ = ~y’)y’~~’ ~ (x , y’) = Or . De la même manière, on
peut munir ~~ d’une %%’ -topologie. Si ~ est un sous-espace de ~H posons

’’Jb ’~0~~ = fi et si est un sous-espace de ~1~’ posons

= Un conséquence immédiate du théorème de densité est le

théorème suivant.



THÉORÈME 3. -Si (-M~~) forme une paire duale. et si ~ est un

sous-espace vectoriel de M, la fermeture F(N) de N dans la M’ 1 -topologie

est (Mu)~~)~~. Bien entendu, la même chose est vraie pour ~t’ ~ Aussi on

peut voir d’après le lemme fondamental du théorème de densité le résultat suivant :

THÉORÈME 4. - Si forme une paire duale et si N est un sous-espace
fermé de ~b~ est fermé pour tout BL de dimension finie.

Ceci entraîne évidemment le corollaire.

COROLLAIRE. - Tout sous-espace fini de (ou de ~t’) est fermé.

5° Soit i = 1 , 2 , Î deux paires duales d’espaces vectoriels sur

les corps F. * Nous voulons déterminer les transformations semi-linéaires conti-
nues de dans Rappelons que S est transformation semi-linéaire de

dans ~ si

(1) S est un homomorphisme pour les groupes additifs et

(2) il existe un isomorphisme CT de F. sur ~ tel que (0(x) S= ~ (xS)
pour tout 6" est uniquement déterminé par S

et on appelle C" l isomorphisme de F associé à S. Pour expliquer C" nous

emploierons la notation (S ~ y ) pour une transformation semi-linéaire.

DÉFINITION 3. - Soit (Mi , Mi) , i = 1 , 2 deux paires duales sur les corps

0393i , et soit (xi , y!), les formes linéaires qui relient Si

(S , C" ) est une transformation semi-linéaire de dans M2 , on dit que S

possède une transformation transposée par rapport aux (x. , y’),, s’il existe une

application S’ de M’2 dans telle que

pour tout ~l " ~ l °
On vérifie directement que S’ est unique et S’ est une transformation semi-

linéaire avec 03C3-1 pour isomorphisme. On appelle S’ la transposée de S par

rapport à (x . , y l ) ..
i i 1

LEMME. - Soit (M,M’) une paire duale et soit f une fonction linéaire sur

9Î5, Alors f est contenue dans la M’-topologie si et seulement si il existe un

y’ a §$b’ tel que f(i:) = (x , jr’ ) pour tout x £ #1 .



Puisque la topologie est discrète dans t ~ 0 est un voisinage de 0 dans

r . La continuité de f à 0 entraîne l’existence d’un voisinage Cb de 0

dans tel que f(U.) = 0 . On peut supposer que U = ~m 1 x’i M et on a

f(x) x 0 pour tout x ter que (x , x:) = 0 , i = 1 = 2 , ... , n . Ce qui veut

dire que f~M’ | M| M* où V1 est le sous-espace de engendré par les
fonctions linéaires x2014~(x ~ 5 x!) . Mais est fermé. Alors

~}’~Ut~ ’%’~ =~ ~ conséquent f(x) = Pour convenable-

ment choisi dans 
. 

0393. Puisque y’ = 03A3 x! Û.&#x26; M’ , f(x) = (x , 
Réciproquement, supposons que f(x) = (x , y’) . Donc si au voisinage y’| ,

f(x) = 0 . Il est clair que f est continue à 0 .et d’après l’additivité f est

continue partout.

Nous pouvons démontrer maintenant le théorème suivant.

THÉORÈME 5. - Soit M’i) , i = 1 , 2 , deux paires duales, et S une

transformation semi-linéaire de M1 dans M2 . S est continue (par rapport aux

M’i-topologies) si et seulement si S possède une transposée par rapport aux for-

mes données.

Supposons d’abord que S soit continue. Si y’ est fixée dans "Mt~ ~ 
tion S. Y?)?" est linéaire. Cette transformation est le produit de S ,
de l’application continue x2 ~(x2 , y’2) , et de l’application (nécessairement con-

tinue)) y2014~v " de r . Il est clair alors que Si 7~)~ est con-

tinue. D’après le lemme; on a un élément tel que

(x. S. y~) " = (xl’ y’).. L’élément y’ est unique et on peut définir S’ par

voit que S’ est la transposée de S. La démonstration de la réci-

proque est immédiate.

Si (S , ~") ~ (T , 3" ) sont continues, S + Test semi-linéaire et continue.

Comme d’habitude (S + T)’ = S’ + T’ . Si (S ~ (F ) est continue, et si (T , 
est une transformation semi-linéaire continue de dans où (M3 , M’3)
est une autre paire duale, (ST ~ ~ T~) est une transformation semi-linéaire con-

tinue de dans ~t~ . On a encore la règle : (ST)’ = T’ S’ .

6° Soit (~!~ ~’) une paire duale~ et soit 1, fllrw’ (~.) l’anneau de toutes les

transformations linéaires de qui sont continues par rapport à la M’ topolo-

gie. D’après le théorème 4, une transformation linéaire -si et seu-

lement si elle possède une transposée A’ dans M’ . On peut voir facilement que
l’application 

. 

est un anti-isomorphisme (M) sur LM (M’) .



Nous aurons besoin aussi du sous-ensemble de à) des transfor-

mations du rang fini. On dit qu’une transformation semi-linéaire S est de rang

fini si l’ image MS est de dimension finie. Il est immédiat que FM’(M) est un
- 

"

idéal bilatère de (Jif) .
,j"j, ’

Soit F une transformation linéaire de M dans 31à. de rang fini, et soit

u , u2 , ... , u une base pour MF . Si x é on peut écrire xF = É ), u, .l 
" 

m 
. 

~ 
i i

Puisque les 03BEi sont uniques x -e 03BEi est une application univoque. Il est clair

qu
’ elle est linéaire. Alors xF = 03A3 03BEi (x) ui où l es 03BEi( x)~ M * . Si F est

continue l’application x --3 § . (x) est un produit de deux applications continues.

Par conséquent elle est continue aussi. D’après le lemme du théorème 4,

b . (x) = (x , xl ) , x] IE ÙÀb’ . £lors xF = Éi(x , x] ) u.. ?.,Ious écrivons

F = ££ xl x u, pour noter l’application x =>£(x , xl ) u.. On voit aisément la
i i .. £-. i i

réciproque : tout 03A3’i X 

’J , x ’ 6I M’ , u 6 appartient à F (M) .- 

° 
--~ i 1 1 

~°~~° 

1 °. jflw ’

Supposons maintenant que jll’ = fR* et que (x , f) = f(x) . Il est immédiat que

LM*(M) = L l’anneau de toutes les transformations linéaires car si À ~ L ,
À possède la transposée f~Af ( (lif) (x) = f(xÀ) ) . On désigne transposée de

à par / o Plus généralement est un sous-espace total, on voit aisément

que à r À , (;lEl) si et seulement si t;J’l, ’ à* z jtj,’ .
’ilù

7° Nous pouvons donner maintenant une formulation topologique pour le résultat

principal sur les anneaux primitifs ayant un socle non nul. Le résultat est le sui-

vant :

THÉORÈME 6 . - LeS conditions suivantes sur im anneau )Jj sont équivalentes:

( 1 ) % es£ primitif avec socle non nul.

(2) 9# est isomorphe à un anneau partout dense de transformations linéaires con-
tenant des transformations ~ 0 fe rang fini.

( 3) il existe une paire duale (M, M’) telle que QL soit isomorphe à un 
anneau de LM’(jjs) contenant F l’Jrv) o Si jj, est donné comme dans (2) , le
socle est l’ ensemble des transformations le rang fini et si -x£ est donné comme

dans (3); le socle de U est F - - 

Supposons (1) o Alors On peut id-entifier ilà avec un anneau partout dense de

transformations linéaires d’un espace vectoriel "fÉ . Soit e% un idéal à droite
minimal contenu dans "àà , Alors  est une transformation de rang 1. sinon, on

pourrait trouver deux vecteurs xo , yre linéairemént indépendants. Il existe un
a « Àk tel que Xe-z * 0 , yea / 0 o Par conséquent 0 à ea d (eùù 11 (0 t x) ) .



D’après la minimalité de eU, eU ~ (0 : 1 x) . Puisque e ~ eU, xe = 0 , ce

qui contredit l’hypothèse sur l’indépendance de xe ~ ye . Nous avons démontré

que (l)=~(2) et aussi que le socle =Ce~~(~ l’ensemble de transfonnations

de rang fini contenu dans ~jj . Ensuite, supposons (2) , et soit @ l’ensemble de

transformations de rang fini de (~ est évidemment un idéal bilatère de 

Soit ~~ le dual de 9J~ ~ et posons ~j’ t = -~ (~ . On voit aisément qu’un idéal
bilatère ~ 0 d’un anneau irréductible d’ endomorphisrnes est aussi irréductible.

Ceci s’applique à ~f . Soit x un vecteur / 0 . Puisque est irréductible,

on peut trouver un tel que xg ~ 0 . il existe une fonction linéaire

f telle que f(xg) = 0 . Ceci veut dire que fg (x) ~ 0 . Puisque nous

voyons que est total. Puisque 
~ ~ 

~.’~=~(§~~=~(~@)~C~~~=~ ,(~ . 

>

Il reste à démontrer que ~~ Il suffit àe ’ démÔntrer que ~x 
pour tout et tout u&#x26;’MC" . Puisque (~ on peut supposer que
0) = fg* , f~M* , Soit g = 03A303C6i x u. où les u. sont linéairement

indépendants. On a fg* = f(u.) et on voit qu’il est suffisant de démohtrer

que 03C6i 
x u~U . D’après la densité il existe un tpl que ,

qui on voit que gb == 

Puisque nous avons fini la démonstration de l’implication (2)~(3). Ainsi

D ~ FM, (M) , mais d’autre part C ~ FM’(M) . Alors C = F M’(M) . Sup-posons finalement U soit donné comme dans (3)* Ainsi

Soient x. 9 ... 9 x linéairement indépendants et yl 9 ... , y arbitraires.

Choisissons 03C6i , i = 1 , ... , n tel que 03C6j(xj) = 8 . , et posons
~j~ 

, 1  -*- J -"J 
~ ‘ ~. t. ~:‘ , x y , , et x , g = ~r . ~ i = 1 9 ... ~ n. c e qui démont re

que F , ~’~~v~ et a fortiori ~ est partout dense. Autrement dit ~;~, est primitif.

Soit f ~ ~ 0 dans ~’~:~~~ et posons

On démontre facilement que ’9 est un idéal à gauche minimal. Alors (3) ~=~(l)
et aussi FM’(M) = S U . Il est clair, maintenant que le résultat supplé-
mentaire est établi aussi.

8~ Un anneau simple Y qui coïncide avec son socle est un anneau primitif &#x26; so-

cle non nul. Il est clair, d’après le théorème 6 que v est de la forme



F~.W) .
Réciproquement, supposons que B soit un anneau quelconque de la forme

F~.(~) . peut démontrer directement que est simple. Nous démontre-

rons un résultat plus fort pour lequel nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME. - Soient (~~~’) une paire duale, ~~ deux sous-espaces de

dimensions finies, de et respectivement. Alors il existe deux sous-

espaces ~b et U~’ de dimensions finies telq que et soient duaux par

rapport à la restriction de la forme (x , yr’ ) donnée.

Considérons et ~~ . Si ces deux espaces sont nuls,
~ et ~’ sont duaux par rapport à (x, y’) . Si ~~~’~ ~~ 0 , soit

0 ~ z ~:~~ et soit z’ 1 tel que (z ~ z~) ~ 0 . Posons

~/’ = + z’ i . Il est clair que C ~.? ~ ~ ’ . Par récurrence nous ob-
tenons les deux espaces BJu et 

DÉFINITION 4. - On dit qu’un anneau a localement une certaine propriété si

chaque partie finie F de ~b peut se plonger dans un sous-anneau *~L- qui pos-

sède la propriété donnée.

On voit facilement qu’un anneau localement simple est simple. Nous démontrons main-

tenant le théorème 7.

THÉORÈME 70 - Tout anneau F , (M) est localement un anneau simple d’Artin.

Soit {a1 , ... , am} une partie finie et soit R = 03A3Mai ,
9~’ ~ H~~’ t ~! la transposée de a.. Choisissons "Cb et ~’ comme dans

le lemme.) et posons ~ = le sous-anneau de ~f~t(~) des transformations b telles
° 

que et ~~’ . On voit aisément que l’application (la
restriction de b à est un isomorphisme d.e  sur des

transformations linéaires de Puisque L(U) est un anneau simple d’Artin,
le résultat est démontré.

NOTA. - Le résultat que tout anneau simple avec socle non nul est un anneau

et réciproquement, est dû à DIEUDONNÉ. Le théorème 7 est dû à 0. LETOFF.

9° Nous étudions maintenant le problème d’isomorphisme pour les anneaux primitifs
à socles non nuls. Le résultat fondamental pour cela est le suivant t

PROPOSITION 3. - Soit un anneau primitif ayant un socle non nul. Alors tous

les modules irréductibles et fidèles de sont isomorphes. 
’



Soient U un idéal à droite minimal et M un module irréductible et fidèle

pour Puisque (0 == 0 y il existe un tel que 0 . On vé-

rifie que l’application est un isomorphisme de J sur M.

THÉORÈME 8. - Soient (Mi , M’i) , i = 1 , 2 , deux paires duales et Ui deux

anneaux tels que LM’(Mi) ~ Ui ~ FM ’i(Mi) . Soit S un isomorphisme de U1
sur U2 . Alors il existe un homéomorphisme semi-linéaire s de M1 sur 

tel que S coïncide avec l’application a. s , a1~U1 de U1 sur

~2 ~
Considérons un anneau abstrait U > isomorphe à U1 par rapport à Inapplication

Cette application munit M1 d’une structure de U-module. L’application

a~aS1~ U2 donne une telle structure à ’ M2 . Il est clair que les deux modules
et sont irréductibles et fidèles. Par conséquente il existe un isomor-

phisme s du groupe sur le groupe M2 tel que (x11 a ) s = (x. 1- s) a. J. pour

tout x1~ M1 et tout a1 ~ U1 . Autrement dit a. = s 
" 

a1 s . Soit C1 l’homo-

thétie x1~ V, x.. Il est clair que s" C. s commute avec tous les éléments

a2 de M2 . D’après un théorème du numéro 2, s C. 1 s est une homothétie

Cp. x2~03B32 x2 de U2 . On voit aisément que l’application 03B31~03B32 est un

isomorphisme S de F. sur F . La relation

entraîne que

Autrement dit ( ~. x.) s = )(i(x. s) . Alors s est une transformation semi-

linéaire de M1 sur M2 . Il reste à démontrer la continuité de s ou de s
(la continuité de l’autre en résultera par symétrie). Soit M’1 , u~M1 et

considérons l’application x’ ’" x u. ’’’ appartenant à FM’1(M1) . On peut vérifier que
x u ) s est l’application x2~(x2 s-1 , x’1)~1 (u 3 s) . Puisque la dernière

application est contenue dans J~~u~(~?) ? ~ est clair que

est linéaire et continue. Par conséquente il existe un tel que



L’application x’ 2014~x~ est univoque et d’après l’équation ci-dessus, elle est -une

transposée pour s -1 . Alors s -1 est continue. 

~ ~

Il est clair, réciproquement, que si s est un homéomorphisme semi-linéaire de

~~ sur Inapplication ~.2014~s" t. s est un isomorphisme de 

sur ~~,(~n~) et elle induit un isomorphisme de F ~ sur I~(’~)~~? ~ 
et de dans ~~~ ~

9° EXEMPLES.

(1) ~’ = de toutes les transformations linéaires

de {e03B1} est une base et l~L on écrit = 03A3 03BB03B103B2 ~ 03B2 .

La matrice (~X. ) ~ propriété que pour chaque ce il n’y a

qu’un nombre fini de ~ ~ ~ 0 . On dit qu’une telle matrice est sommable par
rapport aux lignes. L’ensemble de matrices ayant cette propriété est un anneau et

l’application l~(03BB03B103B2) est un isomorphisme. L’application l est de rang

fini, si et seulement si les sont combinaison linéaire d’un nombre fini des

e~.. Autrement dit, toutes les colonnes de (~ ) sauf un nombre fini, sont

nulles. ~

(2) Choisissons un ensemble de fonctions linéaires tel = 

et soit le sous-espace de engendré par les (~ ~ ’ù7!/’ est total.
Soit ,(~t) et soit P ~ = E ~~ ~ ’ ~ ~ )’ G F .11 est clair

que est sommable par rapport aux colonnes. La condition

(03C6  l’)(e03B1) = 03C6 (e03B1 l) donne 03BB’03B1  = 03BB03B1  . Alors (03BB03B103B2) est somma-

blé par rapport aux lignes et aux colonnes. On est isomorphe à
J?L

l’anneau des matrices sommables par rapport aux rangs et aux colonnes. On voit aussi

que est isomorphe à l’anneau des matrices (03BB03B103B2) qui ne possèdent
nombre fini d’éléments non nuls. ,

(3) Soit ~îb un espace d’une dimension dénombrable sur un corps commutatif. Soit

u la transformation linéaire telle que e.u==e..~ i=1~2~... et v la

transformation linéaire telle que e.v-=0~ e..v=e.. Soit v~] l’ai-’

gèbre sur 03A6 engendrée car u et v. On peut vérifier que 03A6[u , v] contient

une transformation dont la matrice est de la forme ?



3-33

A une matrice finie quelconque. D’après ga~ on voit v] est partout
dense dans ~ et qu’il contient des transformations de rang fini. Alors v]
est primitif avec un socle non nul. Remarquons que uv = 1 , mais vu /~ 1 . On peut
démontrer que v] est l’algèbre la plus générale engendrée par deux éléments

u , v satisfaisant à la relation uv = 1 .

(4) Soit M un espace de Banach, M’ l’espace des fonctions linéaires et conti-

nues sur D’après le théorème de Hahn-Banach, M’ est total. On peut démon-

trer que LM(M) est l’anneau des transformations linéaires et continues par rap-

port à la topologie de M définie la norme

(5) Supposons que ~~j’) ~ i = 1 , 2 , sont deux paires duales, et considé-

M = M1 ~M2 , M’ = M2 ~M’2 . Posons = 

x + x2 ’
y’ = y’1 + y’2 , xi~Mi , y’i~M’i ,

On vérifie que ~_~~, ~ ‘~~.~~’ ) est une paire duale. Cette méthode donne beaucoup
d’autres exemples de paires dualeso On peut généraliser pour une somme directe d’un
nombre quelconque de paires duales.


