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2 o
Séminaire A. CHATELET et P. DUBREIL Exposs u° 1
(ALGEERE ot THEORIE DES NOMBRES)
THEORIE DES IDEAUX
Ammées 19511953

T. GENERALITES SUR L' ATGEBRE LOGALE

par Pierre SAMUEL

INTRODUCTION., = L!algébre locale s'occupe des problémes du type suivant s
1étude d'une courbe (ou d'une variété) au voisinage d'un point". Comme chacun
sait, 1l'outil principal d'une telle étude est le développement de Taylore Flus
précisément, on considdre les fonctions (rationnelles ou méromorphes) sur la
courbe C qui ne sont pas infinies au point considéré P ; celles—ci forment
un anneau 4 (par exemple 1'anneau des fractions rationnelles o(X)/b(X) telles
que b(0) £ 0, s'il s'agit de 1l'origine sur la droite OX) j cet anneaw 4 est
un anneau local, c'est-~d-dire que ses é1éments non inversibles (ici les fonce
tions nulles en P) forment un idéal M, qui est slors le plus grand des idéaux
non triviaux de A o D'autre part, on considére les développements de Taylor
des éléments de A en fonction d'un certain nombre de parsmétres (ti)
(indépendants ou non) j ceux-ci appartiemnent & 1l'anncau A!' des séries endidres
en les (t ) qui sont convergentes au voisinage de P j or il se trouve que
les (t ) forment un systéme de générateurs de 1'idéal maximal M de A § done,
si l'on mmit 4 de la topologie pour laquelle les idéaux M®  forment un SySe
téme fondamentael de voisinages de 0, et a' de la topologie analogue définie
par les idéaux A'M', 1'anneau L est partout dense dens A' o L'avantage

de A' sur & est que diverses opérations, qui feraient sortir de 4 , ne
font pas sortir de A'

D'autre part diverses particularités du voisinage de P sur C, qui n'étaient
pas visibles dens 1'anneau 4 , le deviennent dens 1'anneau 4A' § par exemple,
lorsque P est un point double ordinaire d'une courbe algébrique plane,
1tanneau A est un anneau d'intégrité, mais 1'anneau A' posséde des diviseurs
de zéro (les fonctions holomorphes nulles sur 1l'une des branches de C et non
nulles sur 1l'autre).

Dens toub ceci la propriété que les séries entiéres,éléments de A', sont
.convergentes au voisinage de P est d'importance secondaires Ce fait est

singuliérement heureux, car il va nous permettre d'opérer sur un corps de base
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quelconque, ol les notions de voisinage et de convergence n'auront plus de sens.
Dans ce cas on pourra toujours définir 1'anneau local d'un point P sur une
courbe algébrique C , et, plus générolement, 1'anneau local d'une sous-variété
U sur wne variété V . Soient A cet anneau, M son idéal moximale A& 1la
place de l:anneau A' des séries convergentes en les (ti) s on introduit le
complété & de A pour la topologie difinie per les idéaux M s clest un
anneau de séries formelles (en des voriables indépendentes ou'non), et il cone
tient A' lorsque A' existe. Per définition on dira que les propriétés de
1'anneau ﬁ sont les propriétés analytiques de V au voisinage de W g par
exemple, et pour suivre l'analogiec avec le cas classique, on dira que V est
analytiquement réductible (ou irréductible) au voisinage de W lorsque 1'anneau

A a (ou n'a pas) de diviseurs de zéro ; dans ce cas les idéaux premiers minie
-~

maux de A (qui déerivent la répartition des diviseurs de zéro dans i) seront
sppelés les nappes (ou branches) analytiques de V au voisinage de U .

Mais }a situation que nous venons de décrire (un anneau local A et son come
plété A) ne se rencontre pas seulement en géométrie algébrique. Considérons un
nombre premier p , et l'anneau 4 des nombres rationnels de la forme a/b
(a4 b entiers, b non multiple de D) ; c'est un annesu local dont 1'idéal
maximal est Ap 3 son complété n'est autre que 1'anneau Zp des entiers p=adiques.
On peut aimsi dire que 1'étude des entiers peadiques est "1'étude analytique de
1l'ensemble des nombres premiers au voisinage du nombre premier p " .

D'autre part l'anneau local complété 2 peut quelquefois s'obtenir directement,
soit & partir de ltanneau R des fonctions polyndmes sur V , soit & partir de
ltanncau Z des entiers, par complétion par rapport & la topologie définie par les
1déaux I° (I 2 idéal des fonctions de R nulles au point P , ou idéal engendré
par p) ; par exemple l'anncau des séries formelles & n variables sur un corps K
s'obtient par complétion de¢ 1l'anncau des polyn8mes & n variables sur K + Ceci nous
améne & la situation plus générale suivante 3 on a un anneau A ot un idéal M de

A tel qus ) M* = (0) . Les idéaux M' définissent alors wne topologle séparée
n=l

sur A ;3 on dit qus A , runi de 1'idéal M et de gette topologle, est un anneau
M-adique ; on peut alors former 1l'anneau complété A de l'annsau Me-adique A o Ies
anneaux M-adiques ont été introduits par Zariskl pour étudier les situtations sui-
vantes $ on a un nombre fini (Pi) de points d'une variété algébrique V , et l'on
veut étudier V au voisinage de chacun des Pi (on prend alors pour A 1'anncau des
polynfmes sur V et pour M 1'idéal des polyn8mes nuls en l'un au moins des Pi).;
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on a une sousevariété W d'une variété algébrique V , et 1l'on veut étudier V
au voisinage de chaque point de ¥ (on prend pour A 1'amnneau des polyndmes

sur V, et pour M 1'idéal des polynSmes nuls sur W j alors, lorsque W n'est
pas un point (c'est:é-dire lorsque 1'idéel premier M ntest pas maximal),
1tanneau complété A de l'anneau Meadique A est distinet de 1'anneau local
complété de W sur V 3 1'anneau K est 1l'anneau des fonctions sur V qui

sont "holomorphes" (au sens de Zariski) en chaque point de W)

Dans le reste de cet exposé, nous allons passer rapidement en revue les divers
points de vue qui 82 sont montrds féconds dans 1'étude des anneaux locaux et
. . 1
ifmadiques ().

1. Les anneaux de formes.

Soit 4 un anneau M-adique. Pour tout élément non mul a de A, il existe
un exposant s et un seul tel que a € y & § i#*L ; laclasse a de a
dans i Ms est appelée la forme initiale de a o Etant donnds des éldments
= e ! = Mt 4 -

x €M/ et y M/ s ot des éléments x et y de 4 ayant X et
¥ pour formes initisles, la forme initiale de xy dans MP*S/Mp+S+l

dépend que de X et ¥ o Ceci définit le produit de X et ¥ 3 en étendant
par linéarité cette multiplication aux éldments de la somme directe

0 +1
F(M) =Y MMM, on obtient sur F(M) wne structure d'onneau commutatif $

=
on dit que F(M) est 1'anneau de formes de 1'idéal M (La construction de

F(M) rentre dans le procédé général de formation d'un anneau grodué & pertir
d'un enneouw filtré 3 cf. LERAY, CARTAN),

Lorsque I est un idéal fermé de &, A/I est un anneau ((M + I)/I)-adique,
dont 1'anneau de formes est le quotient de F(M) par 1'idéal "directeur"™ de I
(1d8al engendré par les formes initinles d'¢léments de 1I).

Les propriétés suivantes font partie de le théorie &lémentaire des anneaux de
formes 2

ae Si F(M) est un anneou d'intégritd, il en est de mlme de A (réeiproque
feusse)s En particulier, si I est un idéal fermé de A dont 1'idéal direce
teur soit premier, I est premier.

1 Ve o I d I .
(") Pour les domonstratlons des résultats mentionnés, voir

SAMUEL (Pierre)e = Algébre locales = Paris, Gouthier-Villars 1953 (Mémorlal
des Sciences mathématiques n® 123),
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be Si tout idéal principal de A est fermé, et si F(M) est un anneau d'ine
tégrité intersection d'anneaux de valuations & groupes des ordres archimédiens,
alors L est un cnneau 4'intégrité intégralement clos (si y/x est entier sur
A on montre que y € ix par approximctions sucoessives). Ceci montre que
1'anneau locel d'un point simple est intégralement close

ce Si A est un anmeau M-adique complet, si A/if est noethérien, et si ii
a un systeme fini de générateurs, clors A est noethérien (on remarque que
F(i) est noethérien en tont que quotient d'un snnesu de polyndmes sur A/M 3
puis on montre por approximations successives que, si des éléments (bi) d'un
idéal B de l'anneau complet 4 sont tels que 1'idéal directeur de B soit
engendré par les (Sg) s alors les (bi) engendrent B). Ceci montre en parti=
culier qu'un anneau de séries formelles sur un cnnecu noethérien est noethérien j

il semble que ce soit 12 la démonstration la plus naturclle de ce théorenmee

La théorie fine des anneaux de formes comprend essentiellement 1'étude des
polyn8mes caractéristiques. On suppose ici que A/M est un enneau de longueur
finie (au sens Jordon-Holder). Alors lo longueur de A/M® (c!est-d-dire aussi
celle de M /MY est un polynfme en n pour n assez grand, soit Py(n) .
51 M et 1iI' définissent la mlme topologie sur A , les polyndmes Py et
PM' ont méme degré d s appelé la dimension de A o Le terme de plus heut degré
de P (n) est de la forme e(i)en /d', ol e(M) est un entier, appelé la
multiplicité de 1'idécl ™' . On étudie les dimensions et multiplicités par
passage des anneaux quotients de lo forme 4/Ax s X étant convenablement
choisi 3 et 1'on montre que, lorsque 4 est un ammesu local, sa dimension est
égale au nombre minimum de générateurs d'un idéal primaire pour son idéal maxie
mol (CHEVALLEY) et nussi & la longueur d'une cheine maximum 4'idéaux premiers
emboités de A (KRULL) ; on obtient aussi une caractérisaticn de certaines
multiplicités ;5 enfin 1'on constate que, dans certains cas simples, la multipli-
cité de M est égale & 1o longueur de A/M . Tout ceci peut servir dens la
théorie des multiplicités d'intersection des variétés algébriques et algébroidess

2¢ Leg idéaux fermds.

On se borne ici au cas ou A est un annesu noethérien, et 1'on utilise le

théoreme sulvant de Krull : soient - un ammeau noethérden et M un idéal de
Ay pour que /ﬁ MR = (0) 5 il faut et il suffit qu'aucun élément de 1 + M
n=1

ne soit diviseur de zéro dans A .
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On en déduit que, pour qu'un idéal I de 1l'anneau M-adique £ scit fermé,
il faut et il suffit que 1l'on ait Pi + M#£ A pour tout idéal premier Pi de
I « Plus généralement 1'adhérence de I est 1l'intersection de celles des compo-
santes primaires Qi de I dont 1'idéal premier associé Pi satisfait a
Pi + M£ A,
En particulier,pour que tout idéal I de l'anneau Meadique A soit fermé,
il faut et il suffit que M soit contenu dans 1l'intersection des idéaux maximaux

de A (c'est-a-dire le radical de A), ou encore que tout élément de 1 + i

soit inversible. On dit qu'un tel anneau M-adique est un anneau de Zariski e

Un anneau Meadique noethérien et complet est un anneau de Zariski (car 1'éléw

B

ment 1le~m de 1 +M admet 1 +m+ m + oos pour inverse).

Un autre exemple d'anneau de Zariski est le suivant ¢ A est un anneau noethé=
rien ayant un nombre fini d'ideéaux maximaux, et ! est 1'intersection de ceux—
cie Op dit alors que < est un anneau semi-local, un anneau local est semi~-
locale Pour qu'un anneau M-adique de Zariski A soit semi~-local, il faut et
il suffit que A/M soit un anneau de longueur finie.

A la théorie des idéaux fermés se tattachent les propriétés relativesﬁaux
idéaux de A et de son complété A o Si AA est un anneau ML-adiquei L est
un anneau Meadique, ou i est 1'idéal AM engendré par M dans A , et aussi
1'adhérence de If dans 13 ona M =AM et M =TPNA ., Come tout idéal
ge L est fermé, 1l'adhérence d'un idéal I de A (dans A) est K.I f\A 3 donc
Adl A =1 lorsque A est annmeau de Zariski. D'autre part, lorsque I est un
idéal et ¢ un élément d'un anneau de Zariski A, on a
(RI s Ac) = X.(I t lc) et AT F\zc = K(I N Ae) ,
en particulier si ¢ n'est pas diviseur de zéroﬁdans 1'amneau de Zariski A,
il n'est pas diviseur de zéro dans le complété 4 o Lorsque I et J sont

des idéaux de A , on a le résultat plus précis suivant s

A A A
AT NAT = A(IMNJ)

Pour démontrer ce dernier résultat on se sert du résultat suivent (qui expri-
me une propriété de compacité) s si A est un anneau semi-local et complet, si
M est 1'intersection des idéaux maximeux de A, et si (I ) est une suite
décroissante d'idéaux de A telle que ?QE In = (0) , on a In C?Ms(n ou

n=

s(n) tend vers 1'infini avec n « Ce résultat est aussi utile pour montrer

qu'un sous~-anneau d'un anneau M-adique en est un sous-espacc torologiques



3¢ Extension finie d'anneaux Meadiques.

Soient A un anneau It~adique, B un anneau contenant A et qui soit un
A~module de ty:e fini (tout élément de B est alors entier sur 4) ; nous
dirons alors que B est une extension finie de A o L'anneau B n'est pas

nécessairement (MB)=-adique, pour qu'il le soit il fzut et il suffit qu'aucun
élément de I + M ne soit diviseur de zéro dans B . Mais si A est un anneau
de Zariski, ou un anneau complet, ou un anneau semi-local, il en est de mdme de
B o« On peut se demander quand . est un sous-espace topologique de B
((MB)=adique) 3 il en est ainsi lorsque £ est semi-local et complete Un autre
cas important est celui o A& est semi=local et ou aucun élément non nulhde

A n'est divifeur ge zéro dans B 3 dans ce cas l'adhérenfe de A dans B est
le complété 1, B est extension finje de 4+, B et 4 somt linéairement
disjoints sur 4 , ettout élément de A qui est diviseur de zéro dans B est
déja diviseur de zéro dans A o

Lorsque A est un anneau M-adique complet, il est assez facile de montrer
qu'une extension B de A est finies Fn effet, si L cst un anneau (MB)=-adique
quelconque contenant A, si MBNA =M, et si B/MB est extension finie
de A/M s alors B est extension finie de A 3 et 1l'on peut prendre pour
systeéme de génératecurs du A-module B des représentamts quelconques des
éléments d'un systéme de générateurs du (&/i0)=module B/:B (démonstration per
approximation successives)s Ce résultat donne aussitdt 1'importent théoréme
suivant ("Vorbereitungssatz formel") 3 soient R un anneau local complet, V
son idéal maximal, B 1'anneau de séries formelles R [[X]], £(¥) wun élément
de B n'appartenant pas & VB s St bs X° le terme de plus bas degré de £
tel que b, ¢ V3 zlors tout élément z de B s'écrit, d'une manidre et
d'une seule, sous la forme z = uf + g, avec u &€B &

<o

g= a. Xt (ai ¢ R)

Cet énoncé reste encore valable lorsque R est 1'anneau des séries convergentes

en Xl 9 e Xn sur un corps valué complet, et lorsque B est 1'anneau des

séries convergentes en X; , ees , X, X ; meis la méthode précédente ne

’
marche pas , car il faut des express?ons explicites des séries u et g pour
pouvoir appliquer la méthode des mcjorantes. Une conséquence du Vorbereitungssatsz
est que 1'anneau des séries formelles (respe convergentes) sur un corps (respe

un corps valué complet) est un ammeau 3 unique factorisation 3 une autre est

que 1'anneau des séries convergentes sur un corps velué complet cst noethériens
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4, Structure des anneaux complets.

On a des résultats assez complets sur la structure de certains anneaux M-adiques

complets, On montre dtabord qu'un anneau semi-local et complet est composé direct

d'anneaux locaux complets. Ceci se déduit du résultat plus général suivant : si

A est un anneau M-adique complet, et si A/M se décompose en compesé direct de
deux idéaux, alors cette décomposition "se prolonge" en une décomposition de A

(on obtient les idempotents de la décomposition de A & partir de représentants
des idempotents de celle de A/M par approximations successives). Ce théordme de
“"prolongement des décompositions directes" est intimement 1ié & 1'important lemme
de Hensel : soient A un anneau local complet, M son idéal maximal, f un poly=—
néme de degré n sur A , 2{ et X’ des polynfmes de degrés r et n -1 sur
A/M  tels que XX’ soit le polymbme T obtemu & partir de f par réduction

nod M de ses coefficients, et que X et B” soient premiers entre eux, il exis-
te alors des polynBmes g et g' dedegrés r et n-1r sur A tels que
f=gg',etque g=7Y et g = b/' . En particulier, si f a une racine simple
dans A/M s 11 existe une racine simple a de f dans A ayant la racine donnée
pour classe mod M . On trouve de nombreux exemples d'application du lemme de Hen-
sel dans la thdéorie des nombres p-adiques, et dans celle des séries entidres ;
ainsi, comme 1 a deux racines carrées dans un corps K de caractéristique # 2,
la série formelle 1 + Xs(X) a deux racines carrées dans X[[X]] .

Revenons & 1'étude des anneaux complets. Nous venons de voir que celle des an-
neaux semi-locaux se raméne 2 celle des anneaux locaux. Pour un anneau local com-
plet, on s'efforce de montrer que c'est un anneau quatient d'un anneau de séries
formelles sur un anneau de nature simple. Pour simplifier 1l'exposé, nous nous
bornerons au cas "d'égales caractéristiques", clest-3-dire celui ou 1l'anneau local
A  a m8me caractéristique que son corps quotient A/M , autrement dit, celui ol
A contient un corps (ctest le cas dans les applications géométriques). On montre,

alors, que A contient un "corps complet de représentants des classes mod M "

ctest-a-dire un sous-corps K , isomorphe & A/M , par l'homomorphisme canonique
de A sur A/M « Dans ce cas, si (xi) désigne une base de M, A est un
quotient de 1l'anneau de séries formelles K[[Xl y eee s Xn]] , et on a un théore-
me de structure pour A . La démonstration d'existence du corps de représentants
K est facile, lorsque A et A/M sont de caractéristique O : On "zornifie"
sur les sous-corps de A , et on applique le lemme de Hensel. La démons-

tration est encore assez simple, lorsque A et A/M sont de caractéristique
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p# 0 et que A/M est parfait (on utilise les "représentants multiplicatifs®
de Hasse)e Mais clest effroyablement compliqué lorsque A/M est imparfait
(NeBe = Depuis 1952 la démonstration a été notablement simplifide par NARITA et
par GEDDES).

Le théoréme de structure se simplifie lorsque A est un anneau local régg}ier’
c'est-a~-dire lorsque M est engendré par 4 éléments, d étant la dimension
de A j alors ces éléments sont analytiquement indépendants sur K, et A est
un anneau de séries formelles sur K o L'annesu local d'une sous-variété simple
d'une variété algébrique cst régulier par définition des sous=variétés simples,
donc son complété est un enneau de séries formelless

5¢ Anneaux & noyau et anneaux locaux géométriquese

La structure des anneaux locaux non complets est befucoup moins bien connue
que celle des anneaux locaux completse Jusqu'ici beaucoup de propriétés d!anneaux
locaux qui sont utiles pour les applications géométriques n'ont pfi &tre démontrées
que pour certaines classes d'amneaux (contenant d'ailleurs tous les anneaux ren=
contrés en Géométrie) dont la définition est constructive et assez artificielles
Les anneaux considérés sont ceux qui contiennent des sous-anneaux de type trés
spécial (les "noyaux") et qui, en un certain sens, sont assez proches de ces
noyaux 3 on les appelle les anneaux & noyaue Le noyau d'un anneau 3 noyau n'est

nullement déterminé de fagon uniques. D'autre part, dans les théorémes utiles
démontrés pour les anneaux & noyau, le noyau qui a servi & la démonstration
n'apparait, ni dens les hypothéses, ni dans la conclusione Tout ceci montre que
cette partie de la théorie est encore dens un état fort peu setisfaisente Aussi
serons-nous assez brefse

Soit K un corps d'exposcnts ceractéristique p tel que [K ¢ K] soit finie.
On appelle noyaux les anneaux suivants § 1'anneau des fractions de 1'idéal
premier (x; 4 eos , xh) de 1'anneau de polyndmes K [xi s see xn] (c'est=
d~dire 1'anneau des fractions ratiomelles a(x)/b(x) telles que b(0) £ 0) 3
1tanneau de séries formelles K(x; , eee , XLz g 5 ooy x, 1]« Ce sont des
anneaux locaux régulierss On dit qu'un anneau local 4 est un anneau 3 noyau,
s'il existe un noyau B et un anneau intermédisire C(B < C CA) tels que C
soit extension finie de B, que A soit l'annsau des fractions d'un idéal
naxinal de C , et qu'aucun élément non nul de B ne soit diviseur de zéro dans

A . Alors A a mfme dimension que le noyau B .
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Les opérations suivantes ne font pas sortir de ia classe des ammeawx & NO¥EYy §
complétion, formation de 1'enneau des fractions d'un idéel premier, passage &
1'anneau quotient par un idéal équidimensionnel. Les anneaux obtenus & partir des
noyaux par application répétée des opérations de complétion, formation de
1'anneau des fractions d'un idéal premier, passage au quotient par un idéal
premier, forment une sous-classe de celle des anneaux & noyau, et sont appelés
les anneaux locaux géométriques.

Les principales propriétés des anneaux 3 noyau et des anneaux locaux géométri=
ques sont des relations entre les multiplicités de certains idéaux de certains
anneauxe Citons parmi elles le théoréme de transition (qui permet le passage
des variétés algébriques aux voriétés algébroides), et la formule d'associativité
(source de 1'associativité des intersections en géométrie)s Un cas particulier
de théoréme de transition montre qu'un anneau local géométrique n'a pas d'éléments
nilpotents, en termes géométriques ceci signifie que la décomposition locale
d'une variété elgébrique en variétds algébroides n'est pas plus compliquée au
sens de la théorie des idéaux qu'elle ne 1l'est au sens ensemblistecs

6s Diverses propriétés d'amneaux intégralement clos et & unique factorisation

(ou "factoriels").

Le complété d'un amneau d'intégrité 3 noyau et intégralement clos est un anneau
d'intégrité intégralement clos (ZARISKI)s Géométriquement 3 une variété locam
lement normale est analytiquement irréductible et localement normale en tent que
variété algébro‘ide.

Un anneau local régulier et complet est factoriel (eu moins dans le cas d'égales
caractéristiques)e.

Un anneau local régulier & noyau est factoriels

I1 existe des anneaux locaux géométriques factoriels qui ne sont pas réguliers.




