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3-01

III. LA THÉORIE DES IDÉAUX D’ARTIN-PRÜFER-LORENZEN

par Paul JAFFARD

Faculté des Sciences de Paris
_;..;_;..

Séminaire A. CHATELET et P. DUBREIL
(ALGÈBRE 6t THEORIE DES NOMBRES)

THÉORIE DES IDÉAUX
Années 1951-1953

Exposé n° 3

Cette théorie généralise à un groupe abélien préordonné filtrant la théorie des

idéaux fractionnaires de Dedekind. Elle retrouve des résultats importants de la

théorie classique des idéaux, (en particulier la théorie de la déconposition de

Noeth6r), et elle est un des principaux outils dans l’étude de la structure des

groupes ordonnés (théorie de Lorenzen).

1 . Groupes ordonnés st groupes réordonnés.

Tous les groupes interv6nant dans cet exposé sont abéliens. Ils sont écrits

multiplicativement.

Un groupe g’ sera dit préordonné si on a défini sur g une relation de pré-
ordre qui soit invariante par les translations, c’est-à-dire une relation

a ~. b vérifiant :

a ~ a

a ~ b et 

b --’~ ax ~ bx pour tout x .~ ~~ .

Si on désigne par 1 l’élément unité du groupe  on dit que l’élément x de

est entier si 1  x . On voit que l’ensemble o des entiers forme un sous-semi-

groupe contenant 1 . Réciproquement la donnée d’un sous-semi-groupe contenant 1

permet de définir sans ambiguité (grâce à la relation a  b ~ 1  ba-1 sur

(Y une structure de groupe préordonné.

Le groupe préordonné (’{ est dit filtrant si pour tout coup16 a , b ~ g il

existe avec a  x , b  x . La condition nécessaire et suffisante pour

qu’il en soit ainsi, est que le groupe ,, soit engendré par des

entiers, ou encore que ~‘~ soit le groupe des quoti6nts du 



En effet, si est filtrant, et si x ~ g , ~ a é Q avec x , 1 a

et x=a(ax ) avec a , ax ~  est bien groupe des quotients de 0 .

Réciproquement~ si g esj ’groupe des quotients de ~ ~ et si a ~ b ~ C( ~ on

peut trouver des entiers x et y tels que ab" = xy" * Soit alors z = ay = bx .

On a b et le groupe est bien filtrant.

Le groupe préordonné est dit ordonné si la relation de préordre qui y ost
définie est une relation d’ordre, c’est-à-dire si a  b et b  a entraînent

a = b .

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi est que
o go-1 == ; 1 .g étant un groupe préordonné quelconque, l’ensemble s= 03B6)
formé des éléments x tels que 1  x et x -1 est un sous-groupe. On l’appelle

sous-groupe des éléments inversibles de Cj ou encore, sous-groupe des unités de

~ o 
°

On voit alors que la relation a s b $) ~ a b permet de considérer le

groupe quotient ’~ / ~ = G corme un groupe ordonné. G est dit groupe ordonné

associé au groupe préordonné L’ensemble G des entiers de G est l’ima-

ge de l’ensemble des entiers par l’application canonique  ~ G . Si 3
est filtrant, G l’est aussi et réciproquement~

EXEI4PLE. - K est un corps commutatif, A un ordre de K (c’est-à-dire un
sous-anneau de K contenant 1 ~ et tel que K soit corps des quotients de A),
K* A ) l’ensemble des éléments non nuls de K de A). A

permet de définir une structure de préordre sur le groupe multiplicatif K* . Le
groupe ordonné associé r = K /&#x26;. n (A )"* est dit le groupe de divisibilité de

K par rapport Dans le cas où  est totalement ordonné on voit que

l’application K* 2014~ ~ définit une valuation de K (au sens de Krull). A

est dit dans ce cas anneau de valuation.

G étant un groupe ordonné quelconque~ deux éléments entiers a et b de G

seront dits premiers entre eux si x  a , b entraîne x  1 (ou encore si
inf (a , b) existe et est égal à 1).

~ ,

THEOREME 1- G étant un groupe ordonné quelconque, si c est premier à a et

~ b ~ il est premier au produit ab.

Soit c . Puisque 1  a , on a x  ab , ac s’écrit

 b , c , comme b est premier à c , xa-1  1 ou c

implique 1 . Donc c est premier à ab.



Un groupe ordonné G est dit réticulé sise structure d’ordre est une structure
de treillis*

THEOREME 2. - La condition nécessaire et suffisante pour qu’un groupe ordonné

filtrant G soit réticulé est que pour tout couple (a , b) d’éléments entiers

de G inf(a , b) existe.

La condition est évideonent nécessaire. Montrons qu’elle est suffisantes Si

x , G , on peut trouver des entiers a ~ b , c tels que x = a d ~ ~~ y = bd~ ~
On voit alors que

Si les groupes G ( L ~ I) sont des groupes totalement ordonnés et si G est

la somme directe de ces groupes, la relation d’ordre sur G : x $y ~ pour

tout x ~y fait de G un groupe ordonné dit sonne directe ordonnée

des groupes G. On dit que le groupe ordonné G est décomposable ou factoriel
s’il peut se représenter comme une somme directe ordonnée de groupes isomorphes à
Z (groupe additif des entiers usuels).

/ ,

THEOREME 3. - Pour que le groupe réticulé G soit décomposable~ il faut et il

suffit que toute suite décroissante d’éléments entiers de G n’ait qu’un nombre

fini de ternes distincts.

On voit facilement que cette condition est nécessaire~ Montrons qu’elle est

suffisante : soit P = (p~).~T l’ensembles des éléments minimaux de G (élé*-
ments non égaux à 1 qui ne sont strictement supérieur à aucun élément entier
autre que 1). Soit a ~ G+ . définissons par récurrence une suite d’éléments
entiers qui soit strictement décroissante :

On pose ai = a ~ ai étant définie on arrête la suite si a. = 1 . Si

ai ~ 1 il existe d’après les hypothèses un certain élément minimal b. tel que

bi ~. On posera = On a a. :> 1 , Par hypothèse, il
existe un certain nombre m tel que a ==1. et tout entier

a , non égal à 1 , peut se mettre sous la forme d’un produit d’éléments entiers

animaux. p2x2 P2x2 ... ~pi ~ p. (et 
certains exposants nuls). Montrons que cette décomposition ne peut se faire que

d’une deule manière : soit a = p103B21 p203B22 . ° * PÔ et montrons que 
1 

= 03B21 *



Supposons par exemple 03B21 >  1 . On a :

On a diaprés la deuxième forme de b , nais p. étant premier à

P2 ’ ... , Pn est premier à b = p2 2 ... P en vertu du théorème 1. Ceci
contredit donc on a ~~ = 

Une fois que l’on a montré l’unioité de cette décomposition on voit que tout
élément x 6 G peut se mettre sous la forma x = p103B11 ... pnn les exposants

~. étant des nombres entiers quelconques. On en déduit que le groupe G est

isomorphe à la somme directe ordonnée quel que soit  ,

un groupe isomorphe au groupe additif ordonné des entiers usuels.

2. Systèmes de r-idéaux. Opérations dans ce système~

Soit j un groupe préordonné filtrant, ~ l’ensemble des entiers do ~ . On pose
x ~ a : 6 ~ x b c  . Si ce est un sous-ensemble de g , on désigne par
a-1 l’ensemble 0 a .

Le sous-ensemble 03B1 est dit borné (inférieurement) si a-1 n’est pas vide.

On dit que l’on a défini sur q un système total de r-idéaux (resp. un sys-
tème de r-idéaux finis) si on a défini une application X 2014~ ~ des parties
bornées inférieurement (resp. finies) de dans l’ensemble des parties de g
telle que :

ar est dit le r-idéal engendré par a . Un r-idéal est dit fini s’ il peut
être engendré par un nombre fini d’éléments. Il est dit principal s’il peut être
engendré par un seul élément. Si = (a)r est principal on pose encore

r " (a) (=a ~ ) .

Un idéal est dit entier s’il est contenu dans ~~ r

Les propriétés 1 ° et 2° nontrent que ~,~ ~- ~ -~ j~~. r ~. ’‘ r .



On voit do quo si a ost borné, il en Est do même do Ci 6t que

( £§§ ) = à£ .

Tout dE prolongé 6n un système total de
r-idéaux.

Si est un sous-ensemble da g borné quelconque, on peut poser =

= 

n c. : r 
où n parcourt les sous-ensembles finis de C:, ‘

on dé finit un système total d’idéaux (dit le tsl que si a 6st

flÙ (Z ...., o

supposons que l’on ait défini sur g un système total de r-idéaux. On peut
définir la s nrm at lo produit dE deux r-idéaux do la manière suivante :

Montrons que ces définitions sont intrinsèques, c’est-à-dire que ar = ar et
br 
r 
= b’r entraînent (03B1 ~ b) 

r 
= (03B1 ~ b’)r 

r 
et (03B1 b) 

r 
== (03B1’ b’)r  

D’autre part 03B1r , E 
r 

a >tL W’E >r entraîne (03B1r L> t ,> b> >r . Par
suite ( ’11 v ’t. ) * (£’ W ’" ) . D6 même (Çl’ U ’a ) = (Z°1 iJ b ) 6t on a bien

r r r r r r r

l ’ é gali té voulue o

Montrons d’abord que (03B1 b)r = (c/ b ) :

et par suite



En vertu de cette égalité

Si on a un système de r-idéaux finis conne on peut 16 plonger dans un système
total de r-idéaux (par exemple celui des r 

s -idéaux), on peut faire correspondre
aux r-idéaux finis ~;,t- 

r 
et ~~~ 

r 
des r 

s 
-idéaux ~. 

rs 
+ k~; 

rs 
et CL 

xs x b . rs .

Puisque ces opérations sont intrinsèques, on peut supposer ~~’- 6t à finis,
alors 

s 

+ b 
r s r s r s 

sont finis, donc appartiennent au systène des

r-idéaux finis dont on était parti. On peut donc sans ambiguité définir la sonne
6t lE produit dans un ensemble de r-idéaux finis.

On voit que ces opérations sont associatives et que la nultiplication est

distributive par rapport à l’addition.

On voit d’autre part que == 0 ~~’ "l~wl ~ ’w. , r --7 x ,~ ,r ~ .. r . Par suite,
les systénes de r-idéaux sur ~’~ correspondent biunivoquenent à ceux définis sur

le groupe ordonné associé G . Soit R l’ensemble des r-idéaux d’un systène
(systène total ou systèn6 de r-idéaux finis). L’ application qui, à chaque élé-
ment de G fait correspondre l’idéal principal engendré par cet élément est

biunivoque. On peut donc considérer G conne plongé dans R . La relation

d’ordr6 sur R :

’""r ’* b r ~ 03B1r ~ " 
r

(relation d’ordre opposée à l’inclusion) prolonge sur R la relation d’ordre de G.

De plus, R est semi-réticulé intérieurement par rapport à cette relation d’ordre :
On a en effet : + b = La considération d’un système de
r-idéaux sur or permet de plonger G dans un monoide semi-réticulé intérieurement*

Réciproquement, si G est plongé dans un monoide M semi-réticulé inférieurement,
on peut définir ainsi un système d’idéaux sur G : pour a ~ ... ~ a ~ G on

pose ... , ... , a ) (dans M). On voit que cet
ensemble de r-idéaux finis peut être également considéré comme plongé dans M .



Plus particulièrement, la considération d’un systène total de r-idéaux permet
de plonger G dans unuonoido complètement réticulé.

Soient un corps K A un ordre de K* A~ .
L’ensemble des idéaux fractionnaire au sens ordinaire de A ~ ~ 0 ~ n’étant pas
considéré un forme un On appelle ces
idéaux les idéaux de Dedekind et ce système .le désignera l’idéal
de Dedekind engendré par ~.;J..

Etant donnés deux systèmes totaux d’idéaux r et r’ , on dit que le r-système
est plus fin que le r’ -système; si tout r’ est un r-idéal. Parmi tous 16s

systèmes totaux d’idéaux il en existe un plus fin que tous les autres, le
s-systèm6, et un moins fin que tous les autres, le v-système. Ils sont ainsi
définis :

pour tout r-système on a donc

~ ~

THEOREME 4. - Si £,°- est borné inférieurement le v-idéal engendré par 03B1
)" = ( : ( : 03B1)) . Les v-idéaux sont les sous-ensembles de

0( do la forme b" (b étant borné quelconque).
’ 

On voit que :

Soit donc x e(~ ) 6t a tel que (a)~~ . (l) montre que a~ 
donc ~0 ou x~ (a) . Par suite 

v 
et (c~)" 

Réciproquement soit x ~~..Si y~~~ ~ (l) montre que (y") ~~ ~
donc (y" ) 3 x ou xy  ~ . Par suite x e ( ~" )" et ~~- C ( c~ )" . On
a bien == (~ ~)~ . 

Par suite, tout v-idéal est bien de la forme b " .

Réciproquement~ soit un ensemble b non vide. Soit x ~~’’" .3b~b
avec xb ou x ~(b") .Or b implique b" C 
d’après la définition des v-idéaux, x ~ (b" ) * Diaprés la relation

~ c (b~ )y~ on a bien (b") 
v 
= ~** .Ceci montre que dans le cas 

est défini à partir d’un corps et d’un ordre de ce corps, on retrouve bien les



v-idéaux tels qu’ils avaient été définis par VAN DER WAERDEN et ARTIN.

3. Propriétés particulières des systèmes de r-idéaux.

Soit un système total de r-idéaux défini sur 16 groupe préordonné  . On
dira que ce système vérifie la propriété :

03B1 -totale si chaque r-idéal ost principal ((resp. ( ) 6St alors dit tota-

lement 

~~~~-tota,l~ si les r-idéaux forment un groupe multiplicatif ( o) est
dit alors vérifier le théorème du r-groupe total).

-totale si les forment un semi-groupe, c t 6st-à-dire si

est dit alors vérifier le théorème du r-groupe total).

si pour tout r-idéal on a ~,~ : ~~.~., C (1 ) . ~ ,;~ est
’ """" r r ~’

dit alors totalement 

Be mène on dit que le r-système vérifie la propriété :

0( si chaque r-idéal fini est principa ((resp. ) est alors dit 

o 

’

) si les r--idéaux finis forment un est alors dit véri-

fier le théorème du 

)$ si les r-idéaux finis forment un sem-groupe ( : (resp. ~~ ) est alors dit

vérifier le théorème du 
’

$ si pour tout r-id.éal fini ~~.: 
r 

on .t ~. r ~. ~1 ) . ,~,~ ) est
dit alors r-).

Rema-rquons que si un système de r-idéaux finis (rssp. un système total de

r-idéaux) vérifie la propriété 0 , 6n vertu du théorème 2 ces idéaux forment
un groupe réticulé.

On voit que les propriétés 03B1 , 03B3 et ~ (resp. totales) ne seraient pas
affaiblies si dans leurs définitions on ne considérait que des idéaux entiers.



THEOREME 5~ - la propriété ~ est équivalente à : étant
donnés trois r-idéaux finis (resp. trois quelconques) 03B1r , br et

~r ~ ~r ~~r ~~r ~P~~~ ~r~ ~r’
Cette dernière propriété implique évidemment 03B3 (resp. 8 -totale) ; récipro-

quement

Donc si g Gst vérifié il x ;’1 = (03B1r + Îo ) x c --+ >tL = rzJ + t,, ou

03B1r ’) r .
, 

B

THEORÈME 6. - La propriété î -totale) est équivalente à t 1 
r

étant un r-idéal fini (r6sp. un r-idéal quelconque ), (a ) x ; > (b) x j~ ~ - -----.. - -... ,--.. r r

implique (a ) Î. (b) .

Cette dernière propriété implique 03B4 car x g £. : ,$j -p (i ) x (x) x ,«
Réciproquement (a) x .3 D (b) x E5 - ,L ’1°°j (bla) x z, ou bla ; à . Donc

r r r r

(a) J (b) . À partir des théorèmes 5 6t 6 et des définitions on voit immédiate-
ment que pour nn système d6 r-idéaux finis (r6sp. système total) i

G (resp, total) -+ 13 (zssp, total) ~-03B3(resp. total) -+ total).

THÉORÈME 7 (Théoréme de monotoni6). - Si sur ,q sont définis deux systèmes~ 
i ..-> .... - ..... - 

- - 

. 

- 

....

d’idéaux r et r ’ , le r-système étant plus fin qqe ,> r’-s stène

1 ° r - 6 (resp. totale) implique r’ - « (xsp, totale ).
2° % propriété r - fl (resp. totale) implique r’ - f’ (r6sp, totale)

3° La propriété r’ - S (resp. totale) implique r - i (resp, totale )
1 ° Si ’1; , 6St Un r’-idéal, c ’est un r’o’oidéal, donc 3 a  g avec

03B1r’ = (a)
2° Si  vérifie totale et si £ , est un . r’-idéal, c’est un

r-idéal donc il existe un r-idéal # tei que c£ x t; = " , On a

r Éi c a . Dpnc « Ji ) , x ( b ) , c r o et ( ,nx_ ) r x ( r E. ) = o ou

03B1r, x br, = C0 . Si g vérifie r°’°’ F et si , est un r’-idéal fini,
on a par exemple



03B1r’ = (a1,...,an )r,. ~ b1,...,bq avec (a1,...,an) > r x (b1,...,bq)r = o ,
et on en déduit comme ... , a ) f x (bl ’ ... ,bq)r, = o .
3° Si a 03B1 r ~ 03B1r, r, 

a t donc a et = .

Nous allons préciser quelques unes de ces propriétés.

Montrons d’abord que la propriété pour Q d’être totalement r-clos est

indépendante du système dé r-idéaux considéré.

Nous dirons qu’un élément x de Q dépend presque entièrement de o si

l’ensemble (xn)n>0 est borné inférieurement.  sera dit totalement clos si

tout élément de .v dépendant presque entièrement de 0 est contenu dans ~ .

, ,

THEOREME 8. - ~ est totalement r-clos si, et seulement si il est totalement

clos.

Supposons que 0 soit totalement r-clos et soit a un élément dépendant
presque entièrement de 0 . L’ensemble ~;t. = ~a ~ a ~ ... ~ a ~ ...~ est borné

inférieurement. On p6ut donc considérer r 
. La relation a t s ’~v 

r

impliqua puisque ~’~ est totalement r-clos, a ~ :-~ et 0 est totalement

clos. 

Réciproquement, si o est totalement clos et si x ~ 03B1 
r 

: que

r C. donc (x ) ~û est borné intérieurement~
x dépend presque entièrement de o et est par suite entier. Donc ,:.. 

r 
: 

r 
c~ :’~

et C est totalement r-clos.

Idéaux de Dedekind. - Soient K un corps, A un ordre de K , g = K* ,
0 =A* . 

’

Dire est totalement d-principal revient à dire que A est un anneau

principal.

Dire 6st principal revient à dire que tous les idéaux finis de A

sont principaux, ou encore qu’étant donnés d6ux éléments a et b do A ~ ils
admettent un plus grand commun diviseur de la forme ax + y ~. k ~ .

,,

THEOREME 9. - o est d-clos si et seulement si A est intégralement clos
dans son corps dos quetients.

Supposons que o soit d-clos 6t soit x un élément de K* entier sur A .

x satisfait à une équation de la forme :



On a par suite, quel que soit p > 0 : xp ~ (1 , x , ... , xn-1 ). donc

x(l ~ x ~ ...~ x~)~ ~(1 ~ x ~ ... ~x~)~ et x6~ . A est bien intégra-
lement clos.

Réciproquement, supposons que A soit intégralement clos, et soit x ~ 0 tel

que x(a~ ~ ... ~ ~n~l~ ~ ~ ~* 
On a des équations de la forme :

C ’est un système d’équations homogènes en ... , Ceci entraîne l’annula-

tion du déterminant :

ce qui donne X ~1 + ..~ + b = Q avec 1 ~- i ~ n .

Par suit6, x est entier sur A et A étant intégralement clos, x E ~~ .

o est bien d-clos.

s-idéaux.

THEOREME 10. - Le group6 préordonné vérifie la propriété si et 

lement si le groupe ordonné associé G est totalement ordonné. Il vérifie

alors les propriétés s -  Et 

~~ étant un group6 préordonné quelconque et a ~ Cf ~ on a toujours

Si cf vérifie le théorème 5 montre que pour tout a ~ ~f . (a , ~ )« ~ ~
D’après la définition des s-idéaux ceci implique 1 ~ (a) ~ (a~ ) . Par suite
l’un des deux éléments a ou a est entier, donc G est totalement ordonnée

Le théorème est complètement démontré si on remarque qu’un groupe totalement
ordonné vérifie s - ~ ~



Le semi-groupe  correspondant sera dit semi-groupe de valuation et l’appli-
cation  ~ G sera dite une valuation de cf . Si A est un ordre du corps K

et si C( = K* , o = A* , A est alors un anneau de valuation.

/ ,

THEOREME 11. - Le semi-groupe  est s-clos si et seulement si tout élément x

d6 (v tel qu’il existe un nombre avec x 60 . appartient 
est si x 

n 

(1 , x , ... ~x )~x=(x ~ x , ... ~ x )g-~ ~ x ~ ... , 

donc x ~~.

Réciproquement, soit = ... , an)s un s-idéal fini et x tel que

x ~s C 03B1s . Diaprés la définition des s-idéaux pour tout i (1 ~ i ~ n) ,
(i) tel que 1 ~~(i) ~ n et (a .~~) . Alors x~ (a ~~) .

Considérons la suite 03C6(1) , 03C62 (1) , ... et soit p un nombre tel que

= Posons i = ~P(l) . == i et x~ 
donc et par hypothèse x ~ ~ . Par suite y : c ~ et 0 est

s-clos. On dit encore semi-clos au lieu de s-clos.

4 . Idéaux finis~

Nous allons dans ce qui suit nous occuper particulièrement des systèmes
d’idéaux finis.

THEOREME 12 (PRUFER). - La propriété d -  implique la propriété 

LEMME 1. - Pour que tout d-idéal fini admette un inverse ( ), il suffit qu’il
en soit ainsi pour tout idéal engendré par deux éléments.

Raisonnons par récurrence sur le nombre des éléments qui engendrent un idéal.

Supposons que nous ayons démontré la propriété pour tout idéal engendré par
moins de n -t- 1 éléments~ et soit ’~== ... ~ idéal engendré

par n + 1 éléments. D’après les hypothèses du lemme on peut supposer n ce 2 .
En vertu des hypothèses de récurrence on peut trouver des idéaux ~ v) et ~
tels que :

( ) Cet inverse sera nécessairement fini du théorème 15.



Considérons l’idéal 1~ = al ~ x ’5 + « -~ . On a 1

y’1 % x

d’où, en tenant compte des égalités (2) et (3) 1

Or (3) montre que (2) montre que al 3 ~- (1 ) 3 d’où 1

en vertu de ~4 ~.

Pour que le semi-groupe  vérifie la propriété d - 03B2 il suffit
soit intégralement clos et que pour tout a ~ g il existe dss entiers

x tels que 

D’après le lemme 1 il suffit de montrer qu’un idéal engendré par deux éléments

est inversible dans l’ensemble des idéaux finis. On peut supposer, en multipliant

au besoin par un idéal principale que cet idéal soit de la forme (1 t a) d .
Soisnt donc x et y des entiers tels que a 1 .

Montrons qu6 b = c .

Comme 1 = x/a + ay , on voit que b >o . Montrons que x/a et ay sont

entiers :

Or x:/a (1 ~ a). L (l ~ a), montre~ puisque ~ est intégralement clos que

x/a ~ o . On a de même ay = 1 - x/a ~ o et on a bien b = o .

Démontrons maintenant le théorème ï

En vertu di lemme 2, il suffit de montrer que si  vérifie la propriété
d -  pour tout a x , y ~ o avec a==x + ya2 . Ceci revient à
montrer que a e (~ ~ a~) . En vertu du théorème 5~ il suffit de remarquer que 



THEOREME 13 Un groupe préordonné v-clos vérifie le théorème

du v-snii-groupe.

Il nous suffira pour cela de montrer qu’un v-idéal fini est inversible dans

l’ensemble des v-idéaux (finis ou non).

Soit ce un v-idéal fini 1

Comme 03B1 est un on vertu du théorème 4, (1) x f’:J,,""’" = 03B1.

Comme g sst 1 cr:. = o donc ( ., (’!# 
-1 )-1 = o ou ( ( ’X,-, fi 

-1 )-1 )-1 = o ,
o ’est-à-dire ( 03B1 03B1-1)

v 
= t".)C r;;. = r). 03B1-1 est donc un .L.I.&#x26;ver&#x26;e

ds Ct).
,

DIEUDONNE s, donné un exemple montrant que v -  n’implique pas v » . En
résumé, on peut trao6r le tableau s

Si deux propriétés sont reliées par un trait, la plus basse est la conséquence
de la plus hau,te. L’horizontalité du trait implique l’équivalence et 
quement. (L’horizontalité est souligné par deux traits ) .

5. Systèmes totaux d’idéaux.
~ , 

.

THEOREME 14 (ARTIN). - Un groupe préordonné totalement clos vérifie la con-

La démonstration est la même que celle du théorème 13.

Si on définit sur  un système d’idéaux finis, il est possible de prolonger
de plusieurs manières ce système en un système total d’idéaux Panai



ces systèmes d’idéaux totaux, il y en a nn qui est plus fin que tous les autres,
c’est le rs-système, un qui est moins fin que tous les autres, c’est le
rv-système. I" sont ainsi définis  = 

r 
= 

r 
°Ù

~ désigne chaque fois un ensemble fini On a évidemment 03B1vv 
= 03B1v et

~s, 
= Cts .

Le vs-système joue un rôle importante on l’appelle le t-système.

Un système total est dit de caractère fini si pour tout r-idéal 0~ on a

~ ~ Y c ~ ~ ~ Les systèmes de caractère fini sont ceux qui se déduisent
des systèmes finis associés par la r ~opération. Les idéaux de Dedekind, les
s"-idéaux~ les t-idéaux sont de caractère fini. Beaucoup de propriétés des
idéaux de Dedekind peuvent se généraliser aux idéaux de caractère fini.

~ ,

THEOREME 15 (KRULL). - Dans un système de r-idéaux de caractère fini tout

idéal inversible est fini.

Soit un r-système de caractère fini, 6t soit un r-idéal 03B1r tel que

== C’ ~ On a 1 ~ (~ ~t ) et comme le système est caractère fini,
on peut extraire deux sous-ensembles finis ~~ 03B1 et ~’c 03B1 avec 1 ~ (") 
Donc ~r x 03B1’

r 
=  . On on déduit  r = 03B1r et 03B1

r 
est un 

Un idéal entier 03B1 est dit premier si a , b ~  , ab  03B1 et a ~ 03B1 entre.!-
nent b ~ 03B1 .

/ B

THEOREME 16 Soit S un système multiplicativoment clos de o et un

système de r-idéaux de caractère fini sur C’ tel qu’il existe un 

dont l’intersection avec S soit vide. Il existe alors un r-idéal entier

premier  qui contient 03B1 et qui a avec S une intersection vide.

On considère l’ensemble des r-idéaux entiers qui contiennent ~ et ont une

intersection vide avec S. Cet ensemble n’est pas vide puisqu’il contient C( ~

Le système des r-idéaux étant de caractère fini on voit que est inductif.

Il admet un élément maximal ~p ~ Montrons est premier. Soient

a , b ~~ ~ Montrons que 

1° Si a, b ~ S , ab ~ S et 

2° Si a ~ S , b ~ S , on a ~ S  s .  p1 , ... , pn ~  avec

s ~** ~ donc on

avait ab  , on aurait ce qui est impossible puisque sa ~ S et



3~ Si a , b H s rS et *~ ~ avec .

~** ~ sa~(p. a~ ..~ ~ ab ~~ on

aurait sa mais comme s ~ S , a ~ S on a vu au 2° que ceci était im-

possible.

COROLLAIRE 1, -Dans un r-système d’idéaux de caractère fini, tout r-idéal

entier différent de  est contenu dans un maximal qui est premier.

Il suffit d’aPpliqu6r le théorème 16 au cas où S = 

COROLLAIRE 2, ~ Etant donnés deux systèmes de caractère fini le

r-système et le r’-système, tels que le r’-systëne soit plus fin que le
un premier ninimal est encore un 

Soit p un r-idéal premier minimal, S le complémentaire de  dans  .
Soit montre qu’il existe un r’-idéal entier qui a une

intersection vide avec S . En vertu du théorème 16, il existe un r’-idéal

premier 
1 

qui a une intersection vide avec S ~ 
.

Donc Mais le r’-système étant moins fin que le est

un r-idéal pfemier et par suite p’ =  .
Nous dirons que le semi-groupe o (ou le groupe préordonné ) est r-noethé-

rien si dans l’ensemble des r-idéaux entiers ordonnés par inclusion toute suite

ascendante ne comporte qu’un nombre fini de termes distincts .

/ ~

THEOREME 17. - Si le r-système est de caractère fini, la condition nécessai-
re et suffisante pour que  soit r-noethérien est que tout r-idéal soit

fini.

Se démontre comme dans le cas des d-idéaux.

THEOREME 18. - Si l’ensemble des idéaux d’un r-système do caractère fini
forme un groupe, la relation r 

~ 03B1r ~ br en fait un

groupe décomposable,

Il est facile de voir que cette relation d’ordre fait du groupe R des r-idéaux
un groupe ordonné car si ~.. ~ ~~ on a o?. x b ~’~ et ~~’~~
C~ ~ () implique r 

= ~ . R est filtrant car l’ensemble R. des idéaux

entiers engendre R (Si ce est quelconque~ ~ a «: .~ avec L> = a ~~. G ~



donc 03B1r == br(a)-1 avec br , (a) ~R+) . R est semi réticulé inférieurement,
car

donc il est réticulé en vertu du théorème 2. Puisque le groupe est de caractère

fini, 16 théorème 15 montre que tout idéal est fini, le théorème 17 montre donc

que  est r-noehtérien et 16 théorème 3 montre alors que R est décomposable.

Dans un tàl groupe, chaque idéal est représentable d’une seuls manière comme

produit de puissances (positives ou négatives) de r-idéaux premiers maximaux

(au sens de l’inclusion). Les idéaux maximaux sont d’ailleurs ici les seuls
idéaux premiers.

Si en particulier l’ordre d’un corps vérifie la propriété cet ordre est

dit anneau de Dedekind.

Emmy NOETHER a donné des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un anneau

d’intégrité soit un anneau de Dedekind (voir les deux exposés précédents) :
l’anneau doit être intégralement clos, noethérien et chaque idéal premier doit
être maximal. Ces conditions sont valables pour un r--système d’idéaux de carac-
tère fini quelconque :

THÉORÈME 19 (E. Pour que l’ensemble dos do

caractère fini, défini sur lE groupe préordonné g forme un groupe, il faut st
il suffit que les conditions suivantes soient remplies :

1 ° o est r-clos

2° o est r-noethérien

3 ° Chaque r-idéal premier ost 

le théorème 18 montre que ces conditions sont manifestement nécessaires. Montrons

qu’elles sont suffisantes :

D’après 16 théorème 17, puisque est r-noethérien, tout +idéal est fini.

Puisque C. est r-clos, il est donc totalement clos, et, d’après le théorème 14,
l’ensemble des v-idéaux forme un groupe . Pour tout ensemble !~~ borné infé-

rieurement on a donc :



C’ étant r-noethérien est évidemment t-noethérien, par suite tout t-idéal est

un v-idéal. Soit un r-idéal quelconque 03B1r x c o . Supposons que
0~ x ’~ ~ ~ . Alors le corollaire 1 du théorème 16 montre x cc~ est
r r r r

contenu dans un idéal premier maximal ~ * En vertu des hypothèses du théorème~
cet idéal est un r-idéal premier minimal le corollaire 2 du théorème 16 montre

donc que c’est t-idéal premier~ et par suite de ce qui a été vu, un v2014idéal.

Donc 03B1 x 03B1-1r ~ p v ~ o . Ceci implique donc 03B1-1v ~ Pv ~ o , ce qui
contredit l’égalité (5) Ceci est donc impossible et on a bien 03B1r  03B1-1r = o .
Les r-idéaux forment bien un groupe.

REMARQUE. - A la place des conditions 1° et 2° LORENZEN donne les conditions

est totalement clos.

2°’ o satisfait à la condition v-maximale.

La démonstration est d’ailleurs la même dans les deux cas.

Un groupe préordonné est dit factoriel si tout idéal principal s ’y décompose

biunivoqu6m6nt en un produit d’idéaux principaux premiers, c’est-à-dire si son

groupe ordonné associé est factoriel.

THEOREME 20. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un groupe 

donné soit factoriel est que tout t-idéal soit principale

Nécessité. - Il est facile de voir que tout t-idéal est principal en remar-

quant qu’ici un ensemble borné intérieurement admet un p.g.c.d.

Suffisance. - Si tout t-idéal est principal, les t-idéaux forment un groupe

qui est factoriel en vertu du théorème 18. 
’

Plus généralement, si un r-système est de caractère fini, dire que tout idéal

est principal revient à dire que tout r-idéal ss décompose d’une manière, et
d~une seule, on un produit de r..idéaux principaux premiers.

~ 
~

THEOREM:E 21. - Si les s-idéaux d’un groupe préordonné g forment un groupe,
chaque s-idéal est principal. La condition nécessaire et suffisante pour

qu’il en soit ainsi est que le groupe totalement ordonné G associé à g
soit nul ou isomorphe à Z , groupe additif ordonné des entiers usuels.

Raisonnons sur le groupe ordonné associé G , supposé ~{0) .



Si 16s s-idéaux de G forment un groupe, tout s-idéal est fini d’après le
théorème 15, donc G vérifie la pr priété s - 03B2 et se trouve être totalement
ordonné d’après le théorème 10. L’ensemble des s-idéaux est totalement ordonné

car (a) ~ (b) .~ ~ a ~ b . Il ne peut donc exist6r qu’un seul idéal naxinal ~p) .
D’après 1e théorème 18~ tout s-idéal (x) peut se mettre d’une manière unique
sous la forme (x) = (p) *

L’application x ~ n est l’isomorphisme cherché de G sur Z ,

En résumée nous avons 16 tableau suivant :

On montre que si lton a simultanément les conditions t -  totale

et d - (3 total6, on a la condition d ~. v totale : un anne.au qui est à. la fois

factoriel 6t de Dedekind est principal.
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