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Exposé n° 21

SUR LES GROUPES LIBRES.

I- IDENTITÉ ; THÉORÈME DE NIELSEN-SCHREIER
(Expose de J. PETRESCO, le 18 avril 1955).

Faculté des Sciences de Paris

Séminaire P. DUBREIL

(ALGÈBRE et THEORIE DES NOMBRES)
Année 1954/55

Une bonne partie des considérations qu’on fait en théorie des groupes
libres sont rassemblées autour de l’énoncé très simple ~ " tout sous-groupe
d’un groupe libre est un groupe libre "9 appelé théorème de Nielsen-Schreier.
La démonstration de ce théorème est moins simple ; il s’agit en effet d’indi-

quer un procédé de construction pour les bases libres de chaque sous-groupe
H , d’un groupe libre G ~ On connaît deux méthodes de construction :

1) L’u~ne9 opérant directement dans H 9 a été d’abord utilisée par Nielsen
dans le cas des groupes engendrés par un nombre fini d’éléments ; cette cons-

truction a été adaptée au cas générale à l’aide du théorème du bon ordre~ par
F. Levi (Math. Zeitschr. 32, 1930). Plus récemment, l’ensemble des,bases .

libres de H y obtenues par cette méthode, est amené à un degré de généralité.
probablement dernière par H.Federer et B.Jousson (Trans. Amer. Math. Soc. 68,
1950).

2) Une deuxième méthode, qui opère à partir de représentants convenablement
choisis des classes~ par exemple à gauche, de G mod. H , et qui utilise
l’axiome du choix, a été décrite par Schreier (Abh. math. Sem. Hamburg, 5;
1927) et améliorée par W.Hurewicz (Abh. Hamburg, $ 9 1: 93 0 ) , .

Nous nous occuperons des deux méthodes de construction, tout en générali-
sant celle de Schreier, ainsi que d’une troisième qui opère directement dans H

et utilise le théorème de Zorn, et nous montrerons (dans la deuxième partie de
cet exposé) que, dans les trois cas, on obtient en fait les mêmes bases libres ;
celles-ci peuvent d’ailleurs être caractérisés par deux autres propriétés
remarquables (sans qu’on puisse cependant en déduire Inexistence).

Nos démonstration s’appuiront principalement sur une définition forte de
la notion de groupe libre, qui consiste en une description complète des
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relations intervenant entre les éléments de la base : les identités. Il

s’agit en fait d’une solution du "problème des mots" dans le cas des groupes
libres, différente de celle triviale bien connue~ en ceci qu’elle n’est pas

récurrente ; elle est ainsi,immé.diatement--utilisable dans les calculs.

1. Segmentations.Soit P = a2 , ... , an} une suite finie ; nous

dirons que P est une n-suite et noterons = n . Si 

la sous-suite aj = ~a~ ~ i ~ k ~j ~ sera dite serment de P ,
d’extrémité à gauche a. et d’extrémité à droite a. j si J [S(a. a.) ] == m ,-- 1 J 2014 J
nous dirons que S(a, a_) est un m-sesment de P o Le 1-segment .S(a. a.)
se réduit à sa seule extrémité on considère également le segment vide 0 .

Nous appelons segmentation de P un ensemble p de segment de P ~ tel

que :

(1). Tout élément de P est extrémité d’un serment appartenant à o et
d’un seul. Notons le segment d’extrémité ai , unique, appartenant
à p .

Deux segments S. et S~ de P y sont dits concordants si :

et p est une segmentation concordante, si deux de ses segments sont toujours
concordants.

1-1. Pour aucune segmentation p de P , soit concordante, il faut et. il

suffit que pour chague S ~ 03C1 : n

a~ 6 S entraîne S r~ 0 , S %f: S~(a~) , donc si (2) est valable

s. 
]. B. J.

Réciproquement si S~ ~ et (2~) est valable, deux cas sont à
distinguer :

1) une extrémité de appartient à S2 ; dans ce cas, diaprés (1) ,
Si = et par conséquente diaprés (2’) ~ S. ~ S~ = S..

2) les extrémités de Si n’appartiennent pas à S2 ; dans ce cas, on a

évidemment, soit == S2 , soit S. ~ S2 == 0 .

1-2. est concordante et S ~ 03C1 , l’ensemble j- des S’ ~ p dont

Tme extrémité au moins appartient a S , constitue une segmentation
~ S .



D’après 1-1 ~ S’ C S ~ de sorte que  est une segmentation de S ~ et

puisque p ~ elle est concordante.
1-3. Si p est concordante, S 6p et S x 6:p - 1 ’ ensemble 03C3*

des serments de P - S . de la forme S S . constitue une segmentation
(1)concordante de P -S’.

D’après 1-1 , S* = S(ai a.) ~03C1-03C3 entraîne ai , aj ~P-S , de
sorte que S - S e est un segment de P - S de mêmes extrémités que S*.
Diaprés 1-2 ~ a. ~ P - S entraîne S~ = cr  donc S~ - S ~ 
En tenant compte de (1) , il apparaît que cr"" est bien une segmentation de
P - S . 03C3

* 
est d’autre part concordante, car de S*1, S*2 ~ p- 03C3~03C1, on

déduit en appliquant (2) 
,; ::w:



avec a~ 6 ?~ et P~~~ ~ mais puisque d’après (a) , ~

on a S. , donc d’après (c) , a~ est extrémité de S~ . Par ailleurs,
si a. est extrémité de S~ et à la fois, et si par exemple k  h ~

on a câpres (b) et (c) , d’une part ~k " ~1 ~ part

a. 6 donc, puisque a~ ~P~~ ~ ce qui est contradictoire.

Diaprés (l) ~ p est bien une segmentation de P . Enfin si k h ~

S. = aj ) , S~ = a ) et si (2) n’est pas valable pour S~ et

une extrémité de soit est telle que i  j0 ; mais

P C c’est-à-dire qu’on a pour le segment S’k de Pk ,
j(S.’) ~ 3 ~ contrairement à (b) .

Si maintenant on suppose la réciproque valable pour toute n’-suite avec

n’ 1 " n . soit P une. n-suite admettant une segmentation concordante p . Si

S est un segment minimal de o ~ on ad’ après 1-4 ~ ~(S) == 1~2 ~ et P - S

est une n’-suite avec n’  n . D’autre part, d’après 1-3 , la segmentation

03C3* induite par p dans P - S est concordante. D’après l’hypothèse, on

peut donc construire les ensembles {P1 , ..., Pl} et {Si,... , 
de sous-suites de P - S satisfaisante avec ~- ~ à (a) ~ (b) ~ (c) . Les

ensembles de sous-suites ~P ~ P. y ... ~ P~ et ... ~ S~
ainsi que la segmentation 03C1 , sont alors dans le même cas, relativement à P .

2. Identités. Supposons maintenant que les éléments a_ de P soient pris

dans un groupe G et notons P == a. a ... a le produit des éléments 

dans l’ordre de P ~ si R est une sous-suite de P 3, notons également R ~

le produit de ses éléments dans l’ordre de P ; notons enfin la sous-

suite des extrémités du segment S de P . Le segme nt S sera dit unitaire

si 
(3) SI = 1 ,

et p sera une segmentation unitaire si ses segments sont unitaires.
2-1. JM, P admet une segmentation concordante et unitaire, P = 1 .

Si 2-1 est vraie pour toute n’-suite avec n’ / n y soit S un seg-

ment minima.l de la segmentation, concordante et unitaire p de la n-suite P .

D’après 1-4 ~ 6J(S) = 1~2 ~ de sorte que chaque élément de S étant extrémi-

té, S = S’= 1 . D’autre part, P - S , qui est une n’-suite avec n’  n ,

admet d’après 1-3 , une segmentation concordante induite par 03C1 , dont
les segments ont mêmes extrémités que certains segments de p ; il s’en suit

que j- est également unitaire, donc d’après l’hypothèse P - S = 1 . 0

Si l’on pose S = j..) y on a par conséquent



Par ailleurs 2-1 est triviale pour n = 1 .

2-2. Pour Qu’une segmentation concordante f de P soit unitaire, il

faut et il suffit que pour chaque p
(3’) ~= l

Si p est concordante et unitaire et 03C1 , la segmentation ce-

induite par p dans S est, diaprés 1-2 , concordante, et puisque 03C1 ,
également unitaire ; d’après 2-1 , on a par conséquent S = 1 .

Réciproquement, p étant concordante et S = S(a. a.) ~ p ~ considérons
d’après (l) et 1-1 , c S , donc S03C1(ai+1) = 

avec i  il  j . Considérons alors la suite des segments 
définie par

d’après (l) et 1-1 on a i i~i~ ... :i~(... ~j ~ et puisqu’elle
est finie, i~ = j-1 ~ pour un certain h. Si maintenant (3’) est valable

pour tout segment appartenant à o , = 1 , k = 1 , 2 , ...,h-l ,
de sorte que

1 = ~ = a, ~(a,~ ... a, a~ = -S. ,
c’est-à-dire que p est unitaire.

Nous dirons qu’une relation ~ == a~ ... a~ = 1 , a. e: G , est une
identité si P admet une segmentation concordante et unitaire.

2-3. Si P= 1 est une identité, p une segmentation concordante et

unitaire de P - S = 1 sont également des identités.

, 

Les segmentations concordantes induites par p dans S et P - S ,
étant contenues dans o ~ sont de même que p , unitaires, et d’après 2-1 ~
S = 1 et P - S = 1

Considérons maintenant les propositions suivantes ~
(~). o P = 1 est une identité

(03B2). P = 1 est telle que P contienne un segment unitaire S , avec
= 1,2 .

~~’ P = 1 est soit telle que aj(P) = 1~2 , soit telle que P contien-
ne un segment S ~ P , avec S = 1 .

On a, en tenant compte de 1-4 ~ (~) -~ 2014~ (~) .
Soit A un sous-ensemble de G , et notons (03B1A), (03B2A) , (03B3A) ,



obtenues de (~) ~ (j3) ~ (~) ~ en affirmant qu’elles sont valables~ pour
toute relation P = 1 , avec o

2-4. On a les équivalences (~) ~i ~~ ’
~ (û) . ° Si (~) est valable et ~(P)>3 ~ l’ensem--

ble des segments S ~ P , avec S = 1 , n’est pas vide, donc il contient un

segment minimal S , avec S.. = 1 ? en appliquant (~) à Sa = 1 , on déduit
= 1,2 et 

(&#x26; ) -~ Si P = 1 ~ supposons qu’on ait construit, comme à 1-5 ~
les ensembles ... ~ et ... , S.~ do sous-suites de P ,
satisfaisant à (a) et (b) et de plus que

Prenons P~ = ~ " ~~ (4) , P~ - S~ = 1 , et

par conséquente en appliquant (/3) à = 1 , on peut également obtenir
un segment S.~. de et ~ 1=~ ’ On déduit

que (4) est valable pour tout k . Mais alors p = ~ définie par

(c) , qui d’après 1-5 , est une segmentation concordante est également telle

que S. = 1 ~ c’est-à-dire unitaire.
Notons le sous-groupe engendré dans G , par le sous-ensemble A ,

c’est-à-dire l’ensemble des P = a. a2 ... an , avec ai ~ A uA .Si
A ~ A" = 0 , et si est valable, on dit que [A] est librement 

par A , ou encore que A est un système libre, et on écrit [A] = [[A]] .
G est un groupe libre, s’il contient un sous-ensemble A tel que G = 

et A est appelée une base libre de G.

L’intérêt des équivalences 2-4 ~ réside dans le fait que, dans ces défi-

nitions~ on peut remplacer (~) ~ soit par (~) ~ logiquement plus fort , soit

par (~) ~ plus faible, de sorte que, dans les démonstrations~ on est conduit
à utiliser (~) pour les groupes libres figurant dans l’hypothèse et (Y)
pour ceux figurant dans la conclusion. De plus caractérise complètement
les relations survenant entre les générateurs d’un groupe libre - autrement
dit elle constitue une solution du "problème des mots" dans ce cas particulier ~
ceci résulte de 2-1 et 2-4. Il n’en est pas de même pour (;~) ~ il existe

en effet des relations P = 1 avec A ayant la propriété (p)
et qui ne soient pas valables dans [[A]] si = 1 , par
exemple.

Retenons la définition :



A est un système libre, si A ~ A-1 =0 et si les seules rela-

tions P=l . ft avec a.6 A ~ A" sont les identités.

3. a2 , ... , an} avec sera dite

suite irréductible si S ~ 1’ y pour chaque segment on dira dans ces

mêmes conditions que P est un produit irréductible et P = 1 une relation

irréductible. En utilisant (J) ~ on déduit de 2-4 :

(Lv). A est un système libre, si A ~ A-1 = 0 , et s’il n’existe pas de

relation irréductible P = 1 , avec et (j(P)~3 .
On utilisera dans ce qui suit, soit (L~) ~ soit (Ly) ~ suivant l’oppor-

tunité.

3-1. Pour tout P . avec a. 6 G , il existe une sous-suite P de P ,
irréductible, avec P = P

Si P n’est pas irréductible, il existe S. C P avec S1 = 1 , de

sorte que P = P - Si . Si l’on note P~ = P - donc P = P~ . Plus
généralement on construit par récurrence une chaîne stricte de sous-suites de
P : 

-. - ~

P 3 P~ -)...:) ... ~ avec P=P-=...=? =...
qui est finie, puisque P est fini, de sorte que pour un certain m ~ P 

m

est nécessairement irréductible.
3-2. Si tout ~G admet une représentation unique

comme produit irréductible d’éléments de A .

D’après 3-1 il existe une représentation irréductible de a. Si main-

tenant 1 ~a = 03C0ai = 03C0 bj , avec aj , bj ~ A ~ A-1 et 

irréductibles, .

est une identité et par conséquent P admet une segmentation p ~ concordante
et unitaire. Si S é 03C1 , on a S = 1 et puisque ~ 1 , 03C003C0 bj ~ 1

sont irréductibles, l’extrémité à gauche de S est dans et
~ B 

l’extrémité à droite dans {ai} ; enfin, en vertu de (l) et (2) , m = n
et S = a,; . Mais alors, puisque S est unitaire b. == a..

Si a = ? est la représentation irréductible de 1 ~ a == on

appellera longueur A (a) de a ~ le nombre On posera /B(l) == 0 ; on

a évidemment ~(a) = ~(a" ) . 0
SL )B(a) =2m+l y l’élément a 

1 
de P sera dit centre de a ; si

A (a) = 2m , am sera le centre à gauche de a , et a le centre à droite.
La relation a = b~ , ~ = ± 1 , entre les éléments de G est

une équivalence. Considérons dans P = {a1 , a2 , ... , an} avec a. 6 G ,



l’ensemble des classes relatives à cette équivalence. Si x ~ G ~ P sera dit

x-simple si la classe des a. avec a. se réduit à un seul élément de

P . 
, 

~(a,)
Si G = [[A]] , P = a1 a2 ... an , ai ~ G et si ai = 03C0jaij , aij ~A~A-1

est la représentation irréductible de ai , nous noterons :

,) l 

’(on appellera longueur maximum ài ,j ( P) de P , le nombre n.ax. ( / ,E ( a, ) ) .

Si PA admet wnc segmentation concordante et unitaire f> , le segment
minimum appartenant à p et contenant les centres de a. , sera .dit couver-

ture centrale G (a. ) de a. j il existe, en effet, des segments minimaux
satisfaisant à cette condition, et Si Si et S2 sont dans Ce cas, on 3

Si £ S2 , .sz t S1 et puisqu’ils ont en commun les centres de ai ,
Si m S2 = 0 ; mais alors d’après (2) , Sj, = S2 .

Supposons maintenant quc P = 1 avec a. i ê G = [[1£]] , soit une relation

irréductible et 3 o D’après (L03B1) , PA = l est unc identité; soit

p la segmentation concordante et unitaire qu’admet dans ce cas P’...
~ ~° ~i ~ ~ ~ ~ *

. Supposons 1  k , ai ~ % , = G_ i deux cas sont à
distinguer:

i> 03BB(ai) = 03BB(ak) = 2m+1 . Le centre de ai appartient à Gr ,
donc d’après i-i > * Cr , et puisque C03C1 est minimum da.ns p
à contenir ai,m+i , = Gi > de Î?%°n analogue S+ak,,+i> = C03C1 .
On en conclut que C03C1 = S(ai,m+1 ak,m+1) .

Si maintenant ai = On ?w> d’Une Part ai,m+1 =ak,m+1 , d’autre
part puisque C03C1 est ai,m+1 = a-1k,m+1 ; ceci contredit ° °

Si ai * On a d’après 2-2 , C03C1 = l , donc .

ce qui est incompatible avec l’hypothèse : ’P = 1 irréductible et 03C9(P) ~ 3
2) A(a~) == = 2m . Considérons le segment S(a. 1 qui n’est

pas supposé appartenir à p . On a 
~,m+ .



En effet, dans le cas contraire Et si a ~ S(a. 1 
akm ) , S (a)lym+1 K~ B

contient soit les centres de ai , soit les centres de sans contenir

ceux de l’autre, ce qui est incompatible avec l’hypothèse (a.) = C (a )
Notons S03C1(ai,m+1) = S(ai,m+1 ai1,j1) = S1 ; l’irréductibilité dc

03C0 a.. 9 (1) , (2) ot (5) entraînent i  i . Pour les mômes raisons, la
. 1~ r

suite de segments consécutifs, définie par

est telle que i  il  ... ih  ...  k , et puisqu’elle est finie, i. = k ,
pour un certain t . Considérons S.. 1 == S(a.. a ’ ) ; (5) entraîne

.. m . 
" k,jt

Si , ak,j +1 ~ S(ai.n+1 akm) , donc on tenant compte de (1) ,
u ~~TI+ m

2014 (2) et (5) , 
u 

+1) ~ S(ak1 
-L 
ak,2m) ; nais d’après 2-2 ,

.1) = 1 , ce qui contredit l’hypothèse de l’irréductibilité de

On a par conséquent j. = m , et puisque d’après 2-2 , Sh = 1 ,
h=1~2~...~ 

ce qui contredit l’hypothèse P = 1 irréductible et 3 .

ce qui est également incompatible avec cette hypothèse.
3-4. Quel que soit avec 03BB(a2) = l(P) , il existe un segment

S de P , a-simple avec 03BB(S)  /B(a ) ..

Considérons l’ensemble 03C1* (de segments appartenant à p ) des couvertu-
res centrales correspondant aux éléments a 6 P , avec a ~a . Soit C..(a ) .

segment minimal de p x et posons Cp(a ) = S(a. " akh) ;



on a ~~i ~ = ~ ~ ~Lj+1 ~kh = ~ ’

Si i  ~ ~ k ~ les contres de a~ appartiennent à donc

et puisque est minimale dans p , 
= 

si de plus d’après 3-3 , 03BD = n.

Quatre cas sont à distinguer :

l) jU~ centre de et ~s centre de a~ 
Dans ce cas a ~ diaprés a) ~ est.

a.-simple.
~ 

D, autre part 2[ ~ (a~) - j] ~ Â(~) ~ )~(a~) , 2h ~ ~(a~) ~(~) de

sorte que 
. ~ . , 

’

On prend S = 

2) Les centres de a. 6 S(a.. 1 akh) et un centre de S(a... a. ) .
On a an ~ S(a. a, ) . Par ailleurs, donc puisque Cp(a )
est minimal dans. 03C1* , Cp(a.) = si 3-3 , i =X.

En tenant on conclut que S(a. a. ) est ai-simple.
D’autre part 2j / ~(a)~2h~ ~(~.) de sorte que

On prend S = a..)
3) ~. centre de a~ ~ S(a . + 1 et centres de a. ~ S(a.. + 1 a~ ) .

Ce cas est symétrique à 2) et on peut prendre S = a.)
4) Les centres de a_ et les centres de CL &#x26; S(a.. a-,) .
On montre comme à 2) et 3) que S(a, a ) est a.-simple. D’autre part



On prend S = 

4. Théorème de Nielsen-Schreier. Soit G = [[A]] ~ X ~ G . On dira que X est

un ensemble de Nielsen, si = 0 et si i

(N). 0 Quel que soit le sous-ensemble fini il existe avec

A(b) = ~(Y) ~ tel que ’pour toute suite irréductible, b-simple. S . d’élé-

ments de Y ~(~3) à ~(b) .
D’après et 3-4 ~ on a le critère de liberté :

4-1. Un ensemble de Nielsen est un système libre.

Soit maintenant H un sous-groupe de G == [[A~] et L (a  b) une

relation de bon ordre dans H , satisfaisant à :

Si L(a) est 1~ensemble des x ~ H ~ avec x  a ~ a sera dit

L-indécomposable si a ~ [L(a)] . Notons HL , l’ensemble des éléments de H ,

L-indécomposables ..

4-2. On a H=[[HL]]; H est un groupe libre .

EL est évident que et H~H~==0
Soit d’autre part Y un sous ensemble fini et b l’élément maximum

de Y dans le bon ordre L ; d’après (6) ~ ~(b) = ~(Y) . Une suite b-simple

d’éléments de Y ~Y-1 est de la forme

S = {b~11 , ... , b~mm , b , b~m+1m+1 , ... , b~m+nm+n} , bi ~ Y , ou bi ~ b ,
donc b. ~b ~ et 6. ~ = ± 1 . Si de plus ~(S)  B(b) ~ donc d’après
(6) y S b ~ on déduit

ce qui contredit bey ~= EL . On a par conséquent ~(S) ~ ~(b) ~ pour tout
S y b-simple, c’est-à-dire que H-r est un ensemble de Nielsen, et diaprés

4-1 ,[H~]=[[H~J].
. Nous appelons une base libre de Lévi , et notons HL, l’ensemble

des H.- attachés à chaque bon ordreL satisfaisant à (6) .
Si X ~ G , notons X(03BB) , l’ensemble des avec 03BB(x) ~ À .

’ 

’ Dans le cas d’un sous-groupe H de G , soit i ~1 ~ ~~ ~ ... ~ ~.~...~
l’ensemble des nombres ~(a) ~ avec 1 ~ a et supposons

1  ~ (""’ ~ ~ ~’.. o Considérons les systèmes libres
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définis par récurrence comme suit :

(a). o est un système libre maximal tel que H(~)
(b). 0 HB est un système libre maximal tel que H03BBk-1 
Puisque la propriété d’un ensemble d’être un système libre-est de carac-

tère fini. l’existence des systèmes libres maximaux dont il est question dans

(~) et (b) est assurée par le théorème de Zorn. Notons :

(c). R. = U suivant la même propriété~ H.. est un système libre.

4-3. On a H = 

Il suffit de montrer Supposons que H(;B. ~l J =. [H. A.~~ ] et

montrons que

Soit x si /B(x) Â~ , on a k~l 
] ~[H~ 

K 
],

d’après l’hypothèse.
Si /B(x) = 03BBk , diaprés (6) , {03BBk , x} n’est pas libre. Soit P = 1 ,

avec ai ~ {H03BBk , x} ~{H03BBk , x} 
.1. 

une relation irréductible et telle
~ ( J ~ ~ ~k ;

que (~(P) ~ 3 . Puisque H~ est un système libre il existe P ~ avec

a. = &#x26;=~ 1 et puisque À (a.) = /B(x) = /B~= on a d’après

3-4 une égalité de la forme

où, puisque S est x-simple, x ~ bj ~ H03BBk et 03BBk , donc 03BB(S)03BBk-1
Mais alors S &#x26;H(À. 1) ~ [HB ] ~ [Hj. ] , de sorte queK-i "k-1 -k

. 

De façon analogue ~ ~ ( S)  ~L 1 9 donc = 0 et S = 1) on montre

que H ~n ~ ) c_ C H~ ~ ~ ~ ~ 7 ~ e st donc valable pour tout On en déduit

On notera l’ensemble des bases u_ _ ~~I .
Remarquons que la seul notion utilisée dans la construction de H~ est

celle de système libre~ à l’exclusion de toute autre notion auxiliaire, comme

par exemple la L-indécomposabilité dans le cas de HL . °


