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Exposé n° 1

SUR UN PROBLÈME D’APPROXIMATION DIOPHANTIENNE NON HOMOGÈNE.

(Exposé de R. DESCOMBES, le 8 novembre 1954)

Faculté des Sciences de Paris

Séminaire, P. DUBREIL
(ALGEBRE et THEORIE DES NOMBRES) .

Année 1954/55

~1.~ Introduction : Enoncé du problème.

Dans tout cet exposée ? désigne un nombre irrationnel et 0 un nombre

réel arbitrairement choisis tels que l’équation tr ~ -- u ~ ~ 0 n’ait aucune
. solution en u , v entiers ordinaires.

L’étude des petites valeurs de la forme v ~’ -~ u + ’~ a été abordée par
Minkowski qui a établi (Ann. Norm. Sup., 1893) que, pour tout choix de §
et n (avec les restrictions ci-dessus, évidemment destinées à écarter les cas

triviaux), on a

lim + ~)~ ~ 7 (u, v entiers quelconques, v ~ 0).
u,v

Grâce a montré par exemple (Proc. London Math. Soc, 1918) que la valeur $ est

atteinte pour certains couples ~ 9 ~ , ’

Or on a .

u -~ ) ~ = inf[lim v~ v ~ -- u + r~ ~ ~ lim u -~ ]
où les limites infé rieures sont prises, au premier membre, pour tous les cou-

ples dtentiers u ~ v avec v ~ 0 et au second membre pour tous les couples
u ,’v avec v > 0 . Cette remarque évidente introduit le problème dont.nous
allons nous occuper : celui de l’étude des petites valeurs de la forme

v~ - u + ~ lorsque u prend toutes les vàeurs entières et v toutes les va-

leurs entières positives. Ce problème n’est identique à celui de Minkowski.- que
. dans le cas ~mod. 1).

2.- Indication des résultats.
Posons

(2.1) ~( 9~) ~ lim v~v - u + ~) ~u ~ v entiers quelconques, v > 0 )~ ~ ~
et. u9 v

. t~.~.â.. K = max k ~ ~) ... 
’

où le maximum est pris pour tous les irrationnels 1 et tous les réels ~
avec v ~ - u + ~ 0 pour tout couple d’entiers u ~ v .

R. DESCOMBES,



La recherche de la constante K , jouant pour notre problème le rôle de la
constante -r pour celui de Minkowski, a donné lieu aux encadrements suivants :

3 32  K (Prasad, Proc. London K 1 5= 0,447... (Khintchine. MathMath. Soc., 1951) Ann., 1935)

Enfin Cassels, dans un article (Math. Ann., 1954) qui est la source principale
de cet exposée vient de montrer que

et que ce maximum est "isolé", c’est-à-dire que

3.- Indication de la méthode.

La méthode utilisée par Cassels consiste essentiellement à choisir pa~r~i
l’ensemble de tous les couples d’entiers u ~ v (v > 0) deux suites récurren-

tes-de couples u , v et u’ , n v’n telles que

(3.1) k(03BE,~) = lim [vn |vn03BE-un +~| ,v’n|v’n03BE-u’n t + ~|].

En outre, pour parvenir à un calcul commode des quantités entre crochets on
rattache u , v et u’ , v’ à la réduite p /q de rang n dans le déve-

loppement de ( en fraction continue. Rappelons donc brièvement les résultats
de cette dernière théorie, afin de préciser les notations.

4.- Rappel de la théorie des fractions continues.

. 
Pour alléger le langage, nous supposerons dans toute la suite > 0 , ce

qui ne restreint pas la généralité.

, (n = -1, 0, 1, 2, ...) la suite des réduites de 03BE , rangées
dans l’ordre des |qn 03BE - pn| B décroissants, en commençant par la réduite pré-
liminaire p-1 q-1 =1 0 , suivie de p0 q0 = a0 1 , où ao = [03BE] (partie entière ’’ de  >.
La propriété fondamentale des réduites s’exprime par :

. 
(P) |q03BE - p|  |qn03BE - qn| J entraîne |q|  q sauf si les entiers p

. nuls.
d’où il résulte que



où la limite inférieure du premier menbre est prise pour tous les couples d ’en-

tiers p , q ~q ~ 0) .

Posant n n , on a n > 0’ pour n pair, n  0 pour n 
.

impair, et

de plus

où les entiers a ~ tous strictement positifs pour n ~ 1 ~ sont, avec aa ~
les quotients inconplets de 1 , ce qu’on note

En introduisant enfin les quantités

d’où, avec la notation (4.4) :

et, d’après (4.2) :

5.-~ Construction d’un algorithme.

Ces résultats étant rappelés, la suite {un , vn} annoncée au paragraphe
3 sera caractérisée par le théorème suivante après avoir posé par définition
p +n:

Théorème 1. Pour tout il existe un couple d’entiers u , v et un

seul t el que : 

ou bien: (An) 0  vn  qn 
-~n-1 si n est pair



n 
 ~n ~ 0 si n est impair

ou bien : ~B ~ q ~ v  q + avec ~o  f n 
 E ~ si n est pair

Unicité de u , v . Démontrons-la dans le cas n impair, pour fixer les
n n

idées.

- S ’il existait deux .couples solutions de An , on en--.déduirait par différen-n

ce un couple u ~ v satisfaisant aux conditions

qui contredisent (P) sauf pour u = v = 0 .

- S’il existait deux couples solutions de B , on en déduirait par différen-

ce un couple satisfaisant aux conditions

qui contredisent (P) sauf pour u = v = 0 .

- S’il existait un couple solution de A et un couple solution de B , on

en déduirait de même un couple u 9 v satisfaisant aux conditions

qui, compte tenu de l’alternance du signe de E , contredisent aussi (P)
n

sauf pour u = v = o .

Existence de u , v . On la prouve par récurrence.n n

Pour n = 0 , les conditions imposées à va par B0 sont contradictoi-

res. Au contraire Ào admet la solution unique Vo * ° , Uo * 

Supposons que u , v existe ,. .

. n n

- Sion a on.vérifie que le couple 
’

est une solution de An+1 , car q  vn  qn + qn-1 implique
° ’   qn+1 .. 

P
- Si An , posons b  =[x . -F*]. signe de 6
avec |03C1n|  |~n-1| , on a 0  03C1n ~ xn+1 d’où 0  bn+1  an+1 ; on vérifie
alors que le couple 

~ 
.

est une solution de A 
n+1 

si b n+1 ~ s, n+1 et de 8 
n+1 

si b 
n+1 

= a 
n+1 , 

ce



qui achève la démonstration du théorème 1.

Remarque. Le cas B 
n 

n’intervient donc qu’encadré par A n+ 1
et il implique

et, d’après (5.3) et la déf inition de An+

d’où l’on tire encore

L’inégalité (5.4) montre qu’on ne peut pas avoir une alternance indéfinie
de cas A et de cas B puisque ’"~ 0 avec 1/k ; comme B n implique

v . =v . et que A implique v i~>v ~ il en résulte que

Formules de récurrence. En posant

on peut traduire ces résultats les formules de récurrence :

.- Si (c’est-à-dire 0  tn  1)

- Si Bn-1 (c ’est-à-dire 1  t  1 - yn , ou encore b = an- 1 n n n- n-

6e- ProDriétés d’approximation de l’algorithme.

Comparons l’ensemble des couples d’entiers u , v (v > 0) à l’ensemble

des couples u , v . 
’



Etant donnés un couple d’entiers u, v et un indice n ~ 0 quelcon-

ques, on peut, en vertu de q - p n q définir les nombres

03B2n , 03B1 , 03B2 par les égalités

et, puisque u , v , u , v sont entiers, on obtient par ces formules tous

les couples d’entiers u , v en donnant à 03B1 , 03B2 tous les couples de valeurs

définis par

et étudions pour n fixé les couples u 3 v satisfaisant à

Si on est dans le cas An , c’est-à-dire si 0  vn  qn , (6.3) entraîne

c’est-à-dire d’après (4.5)

qui implique que r et s ne peuvent pas être tous deux négatifs ou nuls.

Si v = v.. = 0 (ce qui n’arrive d’après (5.5) que peur un nombre fini
de valeurs de n ) , on a évidemment v|v03BE - u + ~| > vn|03C1n| . En écartant

ce cas trivial, on a diaprés (6.1), (4.5) et (5.6) :

. Le premier terme du second membre est supérieur à 1 d’après (6.4) et t ,~ 1 ;n+
examinons le second terme .

- Si r est négatif ou nul et s ~ positif, le second terme est supérieur à 1 .

- Si . les inégalités xn+1 >zn+1 et (6.4) entraînent (en omettant
n n+

l’indice pour x , y , a èt z ) :

qui est supérieur à 1 dès que r ~ 3 .

En résumée les inégalités



ne peuvent être satisfaites simultanément que pour r = 1 ou 2 .

- Si r = 1 , l’expression

prend pour .les .entiers s définis par (6.4) c’est-à-dire par 0  s  an+1
une valeur au nains égale à la plus petite de celles qui correspondent à
s = 0 , s == bn+1 et s = bn+1 + 1 (car xn+1 - s - zn+1 change de signe

quand on passe de s =b . à s== b . +1 ), Or : 
.

-pour r==l et s ==b . on a d’après (5.2)

-pour r = 1 et s = 0 , nous poserons

(6.5) 

-pour r = 1 et s = b 1 + 1 ~ on a donc, d’après (6.5)

- Si r = 2 , enfin, des calculs analogues permettent de montrer que les va-

leurs entières s définies par (6.4) correspondent à des valeurs de
u + ,) supérieures au plus petit des deux produits v |03C1n| et

1 fn+11 ° ’ ’

En résumé, ies inégalités 0  vn  qn (cas An) et qn  v  qn+1
(6.3) entraînent, en tenant compte de ia définition (6.5) :.

Si on est dans le cas Bn , c’est-à-dire si qn  vn  qn + 
avec = ~n-l ~ ~n " ~n ~ des comparaisons analogues à celles qui vien-
nent d’être faites pour le cas A montrent que (6.3) entraîne

En rassemblant tous ces résultats, on peut donc énoncer le théorème

suivante analogue à la propriété (P) des réduites :

Théorème 2. A tout couple d’entiers u ~ v (v > 0) , on peut associer un in-
dice n + 0 tel que



Comne, d’après (5.5) et (6. 5 ) on a lim v n = lin + ce ,
. 

n -~ +ao , 
n 

n -~ +ce 
n

il en résulte, comme il a été annoncé par (3.1), le

Théorène 3.

7.- Calcul de Î 
On a~ d’après les définitions ~4.5)9 (5.6) et (6.5) et la formule (4.10) :

D’après le théorème 3~ ces formules permettent donc le calcul de k(~~)
en utilisant les relations de récurrence (5.7) et (5.8).

8.- Exclusion de B pour k(03BE,~) assez srand.
Supposons qu’au rang n on soit dans le cas Bn , c’est-à-dire que

1 ~~ ~ " ~ +1 ~ ~ ~ (5.8) 0 z 1  1 ot~ diaprés (5.1)

En sous-entendant l’indice n+1 pour x, y , z et t ~ les deux fonctions
de Z ~ toutes deux positives .

sont, pour 0 ~z ~1 ~ l’une croissante, l’autre décroissante~ la première
s’annulant pour z = 0 et la seconde pour z = 1 ; la plus petite d’entre
elles est donc au plus égale, quel que soit z dans cet intervalle, à la va-

leur commue unique qu’elles prennent pour z = ~ " " et qui vaut
t(t - 1) ~ " ~

(x -y)(2t - 1) *
Cette dernière fonction de t est croissante pour 1 5t à 1-y ; donc :

puisque x > 1 et y > -1 .



Ainsi, d’après le théorèe 3, la réalisation du cas Bn pour une infi-

nité de valeurs de n implique k(03BE,~)  1 3 les encadrements donnés

au paragraphe 2, k~~q~~) est alors assez élo’igné de K.

9.- Caractérisation de par les suites a } , {bn}.
Les expressions (4.8) et (4.9) de x et y montrent que les valeurs

n n

d’accumulation de xn-Yn lorsque n  + oo ~e sont pas influencées par les

p premiers quotients incomplets, quel que soit p arbitrairement fixé. De

même, si, pour n >, p , on a toujours A~ ~ cor~~e les produits 
et y n yn-1 ...yp+1 tendent respectivement vers + oo et 0 avec k et 

les formules déduites de (5.7) ,,

montrent que les valeurs d’accumulation de zn et tn ne sont pas influen-

cées par les p premières valeurs de a et b .
n n

Puisque k (~~ ~j ) ~ - implique qu’on a ~. pour tout n assez grand,
il en résulte que dans cette hypothèse est entièrement déterminé par

la donnée, à partir d’un certain rang, de deux suites d’entiers positifs a n
et bn avec an > bn ~ 0 .et .

et d’une manière analogue à (4.11) :

10.- Conséquences : Détermination de K . 
’

En comparant, à l’aide des formules du paragraphe 7 et des formules de

récurrence (5.7), les valeurs des produits relatifs 



indices n différents entre eux de quelques unités, on est conduit à des cal-

culs plus compliqués mais analogues à celui par lequel nous avons établi que

est, à partir d’un certain rang, incompatible avec B , C’est par.

cette voie que Cassels prouve que l’hypothèse k ~~9~~ ~ -~ exige que les

suites des a n et des b 
n 

soient exclusivement constituées, à l’exception
d’un nombre f ini de termes, par la répétition indéfinie de la période suivan-

te, désignée par S :

En feit, les nombres ) correspondant aux développements de ce
~ 

type sont ceux de la forme

où A ~ B ~ C ? D sont des entiers arbitraires tels que AD - BC ~ ± 1 .
Parmi eux se trouvent les couples notables

Pour tous ces couples on a ~ - ~~- ~ ~ ~ ar suite s
. 

) 
~~ _ ,~ 11 9 P

Théorème 4.

11.- Autres valeurs remarquables de k ~ ~ ~ ) .
La valeur de k~ 9~) irinédiatement inférieure à K (ou la borne supé-

rieure de ces valeurs), donc inférieure à n’est pas connue. Citons ce-
pendant la valeur 0,3528... qui correspond aux couples 03BE , ~1~ ~/110 ’

dont le développement par l’algorithme précèdent est exclusivement constituée
à partir d’un certain rang, par la répétition indéfinie de la période .

T a = 4 1 1 1 1 1
b = 2 0 0 0 0 0

et aussi la valeur ~ ~ ~ ~ ~ 1~6 = 0 ~ 3 5 0 . 5 " qui est une valeur d’accumulation
pour l’ensemble des et qui correspond aux couples ~ ~ ~ dont le

développement eut constitué à partir d’urn certain rang par les groupements S

et T de la façon suivante :
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où les entiers ~k ~l augmentent indéfiniment avec k.

On peut se demander si ces deux valeurs sont respectivement la valeur
immédiatement inféfieure à K et la plus petite valeur d’accumulation des

k ~~~ ~~ . L’algorithme qui vieht d’être décrit pourrait permettre d’en déci-
der. Au prix de quelques modifications, il pourrait aussi être utilisé pour
l’étude diophantienne de la forme u + ~ 9 sans la restriction v > 0 .


