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ALGEBRE DE COMMUTATION

par J.C. HERZ

Introduction.

Un circuit de commutation est un dispositif électrique faisant correspondre

& certaines grandeurs appelées variables d'entrée d'autres grandeurs appelées

variables de sortie, toutes ces variables prenant leurs valeurs dans un ensemble

fini E = &sgl,<x2 5 eee "XN} . (Dans le cas d'un circuit électronique, les

variables sont des tensions). A tout circuit de commutation & p entrées et

q sorties est donc associée une application a de EP dans E¢ , équivalent
& q applications 81 5 8y 5 see s aq de EP dans E . la synthése d'un
circuit (dont on donne la fonction a ) au moyen d'éléments de circuit connus
se raméne par suite 3 la recherche de 1'expression de la fonction a au moyen
de "fonctions élémentaires". L'étude de 1'ensemble Clpq (E) des applications

a est appeléc algébre de commutation.

Jusqu'ad présent, l'algdbre de commutation a été surtout développée dans le
cas N=2 (1) (algébre binaire). Nous nous bornerons ici & étudier 1'ensemble
c s n
an des applications de E° dans E = {Oll ,0(2} .

1.~ Algébre de Boole des fonctions binaires.

Si 1l'on désigne les éléments de E par O et 1, 6Xh s'identifis &

1'ensemble 5 des fonctions caractéristiques des parties X de E® . A tout

é1lément a de ﬁln correspond biunivoquement une partie Xa de E" » 1l'ensem-
ble des é tels que a(?) = 1 ., Si on appelle fy 1la fonction caractéristique
de X , on aura donc

a::fXa

“Ln est isomorphe a GD(En) » ensemble des parties de E" , et contient

n
22" &léments. 63(En) est une algébre de Boole relativement & 1'inclusion dans

(DPour le cas N = 3 , voir [6].
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E" CLn devient donc une algébre de Boole si l'on y définit a £ b par
X ¢ Xf .S 1'on pose dans E 0 <1, a<b est équivalent &

a(g) < b(%) pour tout %“e !
La complémentation, 1'union et 1l'intersection dans Glh sont définis
évidemment par

g=1 awb="~ a ~b="*~ e
%, X, UX, X, N Xy

Nous supprimerons désormais le signe -~ , et désignerons a ~b simple-
ment par ab . Cette convention se justifie par le fait quoc, si on considére
E comme un groupoide multiplicatif isomorphe & celui des nombres O et 1,

on a
(a ~b)(§) = a(g)b(%) pour tout %’& "

2.~ Fonctions élémentaires.

Nous appellerons fonctions coordonnées les applications Xy 5 Xy g see y X,

définies par

NCESTTNT N S 3

On peut, & l'aide des fonctions coordonnées et de leurs compléments,
représenter la fonction caractéristique d'un point o de BN .
f = oo
{ui Ya(l Yq2 Y;yn

X, si K., = 1

avec
Xyi i i

Voo = X, s1 o, =0
“i 1 1

. a . n
Pour cette raison, nous appellerons f{u mondme canonique. I1 y a 2

N n
mondmes canoniques, chacun correspondant & un point de E~ .

Plus généralement, nous appellerons mondme toute application mg repré-

sentable par un produit tel que

m‘ : x x. o e @ x. x- X. e o 0 x.
i1 i, lp 1er1 lp+2 1q

ol les ik sont des entiers compris entre 1 et n et tous distincts, avec

éventuellement p=0 ou g-p=0 .

m, est la fonction caractéristique de 1'ensemble Xi dont les points ?

vérifient les conditions g_, ik

=1 pour 1< k<p,

é&_ =0 pour p+l <k <gq .(Xi posséde 2% &léments). Sa représentation
k
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est donc unique (& l'ordre des facteurs prés). On voit aisément que m; < mg

J
si et seulement s'il existe un mondme my tel que me = my mj

3.- Représentation par des fonctions élémentaires.

Proposition 1.- Toute application non nulle est représentable d'une manidre

unique comme union de mondmes canoniques.

En effet, Xa = \wj {u} , done, d'aprés le paragraphe 1,
deXa
ea=f, = ~_~ £, . Réeiyroquement, une union de mondmes canoniques
Xa " we X, o} -

définit une partie X, de E" , donc une application b , d'oh l'unicité.
On pourrait écrire par extension

0= "~ f , ot @ est la partie vide de E" .
o€ g {od

Proposition 2.- [1] Si 1'on définit dans C'Ln 1'opération
a l b = EE I

le groupoide CLn admet comme générateurs les n fonctions coordonnées.

En vertu de la proposition 1 , il suffit de montrer que, si 1l'on appelle

G le groupoide engendré par Xy 5 Xy 5 eee 5 X

nent & G, a, avb et &b appartiennent aussi 3 G .

; et si a et b appartien-

Or a=a \a , d'ol ab = ;2—% = (al b)l(al b) , et
avb=2lF=(ala)|® |0 , c.arn®

4.— Minimisation dt'une fonction.

Le probléme fondamental en algdbre de commutation est de trouver la repré-

sentation la plus simple d'une fonction donnée au moyen des fonctions élémen-

taires ("minimisation" de la fonction). Nous nous bornerons au probléme de la

représentation par une union de mondmes (ou forme normale). D'aprés la proposi-

tion 1, toute fonction # O admet au moins une forme normale : sa forme canoni-
que.

Reste & définir ce qu'on entend par forme normale la plus simple ou ferme
normale minimale. Soit P le nombre de mondmes intervenant dans une forme

normale de & , @ le nombre total de lettres y figurant (somme des degrés des
P mondmes). Parmi toutes les formes normales de & , nous ne retiendrons que
celles pour lesquelles P est minimum, et parmi celles-12 nous appellerons

Y

“7Ce résultat ne sera pas utilisé dans la suite de cet exposé. Il est intéres-
sant en ce qu'il montre qu'un circuit de commutation peut &tre rdalisé i 1l'aide
d'un seul type d'élément de circuit. Effectivement, tout circuit électronique
de commutation peut 8tre réalisé avec des tubes pentodes; qui effectuent la
fonction al|b .
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forme minimaie de a toute forme pour laquelle Q est minimum.

I1 existe des méthodes géométriques de minimisation [2], [3], consistant

essentiellement dans la recherche de la décomposition
Xa:: U)gnl

de l'ensemble Xa en ensembles dont les fonctions caractéristiques sont des
mondmes m ensembles dont la structure présente certaines propriétés géomé-
triques. Nous ne nous occuperons ici que d'algorithmes basés sur les propriétés
générales des formes normales et réalisés avec l'aide de tables (tables de

P ]

simplification ou de minimisation).

5.- Propriétés des formes normales.

Dans Cln s appelons J1% 1'ensemble des mondmes, fﬁﬁa 1'ensemble des
mondémes appartenant aux diverses formes normales de a , Q{a 1'ensemble des
mondmes appartenant aux diverses formes normales minimales de a 3a
l'ensemble des mondmes appartenant & toute forme normale minimale de a . Si

ﬁ;a est 1l'ensemble des mondmes d'une forme normale minimale; on a

€ cf < M, ¢ ¢
Eaé Ya “\/Ra‘gcac l'vé ¢ ‘Zn ’

Ja =N 3ia ’ Gg= U igja

a

Proposition 3.- ﬁzg est 1l'ensemble des mondmes inférieurs ou égaux & a .

En effet, si a = Nollos Mo €8 5 si m<a,; et si ~— mg est une forme

normale de a , —m om est encore une forme normale de a .

Proposition 4.- Tout élément de G%a est maximal dans 325. En effet,

soit une forme normale de a contenant un monfme m non maximal dans ?Tg :

i1 existe un monéme m' tel que m < m' g a . En remplagant m par m' on
obtient une autre forme normale de a , on ne change pas P et on diminue Q

(paragraphe 2, fin), et par conséquent la forme considérée n'était pas minimale.

2 <4 A . -
Nous désignerons par g 1l'ensemble des mondmes maximaux dans Jza .

- -
Proposition 5.- Si m e;QQ et si X ¢ \w}r, X,, me da .
m' e
a
m' £m

En effet, il existe alors un % tel que a(g) = m(%) =1, m'(g) =0
pour tout m' maximal # m . Toute union de mondmes maximaux Zm, et par
conséquent toute union d'éléments de d{a distincts de m est done inférieure

& &, donc m figure obligatoirement dans toute forme normele minimale.
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L'ensemble des mondmes satisfaisant & 1l'hypothése de la proposition 5 est
appelé noyau [ 4]. Désignons-le par 3Ga .

Nous aurons finalement

¥, cd,c§, eR, ¢8,600, ¢Heay

6.~ Algorithme de QUINE. [4]

Pour obtenir 1'ensemble .Sa , Quine constitue deux suites d'ensembles

J . .
@n—l s Gn » & 5 Cn—l R @n—B R @n_z , +«s & partir de la forme canoni-
que de a . @B, est 1'ensemble des mondmes de degré i qui sont unions de
deux éléments de Gﬁi+1 . (3i+1 est 1l'ensemble des mondmes de 03i+1 qui ne

sont inférieurs & aucun élément de 651 (done inutilisés dans la construction

de Gﬁi ). d3n est 1l'ensemble des termes de la forme canonique. Si d3p est

6 =0 et

le premier ensemble vide de la suite 8. b1
U..uC
p+

i? Yp+l
S = C \.l C
a n n-

1 1

Pour le vérifier, il suffit de remarquer que tout mondme de degré i est
égal a l'union de on-i mondmes canoniques, ou encore & l'union de deux mondmes
de degré i + 1.

Ayant obtenu ‘Sa , on dresse un tableau des relations d'ordre entre

é1éments de @3n et éléments de ‘ga . On obtient immédiatement le noyau }éa :

. . . o N ’ /
si un élément m de één est inférieur ou égal & un seul élément m de ‘Sa’

m appartient 2 G&a ; et réciproquement.

Soit X = k%q; X_ . I1 reste & trouver un ensemble minimal <
m €
a

dtéléments de Aga tels que U x X - K . On le fera en général par
me m a a

exhaustion en utilisant le méme tableau.
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Exemple : Xa={(0,0,0,0), (0909031)9 (091919 1)9(1909090)9(1909091)9(19 1,0, 1)9

(1,1,1,1)
WXy z WXy ES;""CZ
WXYaz Xyz
WXy 2 Xy 2
WXy 2 WXy
WXy 2 WY 2
WX 2 Xy 3z
WXY 2 WXz "
L-—CB
(34 Vg WYz xyz WXz XY
WXY2z %
WXY 2 X o = Xy2z,Xy
Y }_i Zi X Deux formes minimales
W}izz Xyz VX JIWY B
wxzz 8 Xyz2 UXJ VWX 2
&x__;wxyz X x
ad WXy 2 X %

7.~ Algorithme de Harvard[5 ]

L'algorithme de Harverd détermine seulement UCa , et par conséquent ne
peut construire directement Eﬂia . I1 construit un autre ensemble 8 a ? celui

des mondmes essentiels. Remarquons que, avec les notations du paragraphe 6,

J?)a: @)nudsn_l U ¢ ceo U Qp‘f‘]. °

Un mondéme m appartenant & @)i sera dit essentiel si

- | i
*n 'im'ékd_db . Xm'.
jeitd

Proposition 6.- l }J;a < E)a < Qg .

En effet, si m € (ﬁi - Ci s 11 existe un mp> m dans une classe @p
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. [P C 7
(p <1) , et X CX , d'od é_s.

. a

D'autre paft, si m ¢ Sfa , i1 existe sur § tel que a(%) =1,
m(§) =1, et m" (%) = 0 pour tout m" € ’S/a distinet de m ._.Tout élément
n' de U (ﬁ distinct de m est inférieur ou égal & un élément m; de

jei
Sa distinct de m , done m'('é) =0 et m €& ga .

Proposition 7.- Si i #n ; m est essentiel si et seulement si
?‘ k”}(3 m'
17{m

En effet, tout mondme essentiel vérifie évidemment cette condition.

Réciproquement si m; est un élément de (ﬁj (3 <1) , my; peut &tre repré-

’

senté de [- -l o 3 3 manidres différentes comme union de 2~ 9 é1é-
=3 3 2 -

ments de @ .81 i#n, une au moins de ces représentations ne comporte
pas m . Si m'(é) = 0 pour tout m' £ m appartenant a 63 , on en déduira
m (§) =0, C.Q.F.D.

R ¢ ¢ .
Le plus souvent, dans la pratique, Gy, < c)a . I1 y a des exceptions,

comme le montre 1'exemple

Xa:{(ODISO? 1)9 (13090,0)3 (190909 1)9(1903190)9(1909 19 1)?(19 1909 1)9(1, 19 130)9
. (1,1,1,1) §

pour lequel w z e&a et Ja:@xa:{wi,wy,x?z} .

L'algorithme utilise un tableau déduit du tableau de Quine relatif & a=1:

3 ], @, B,
—— e e

(0,0,0) X ¥y z Xy Xz Yz Xy 2z
(0,0,1) X ¥y z Xy Xz y 2 XV 2
(091,0) }? ¥y E }?y )-C.E y'z- EyE
(0,1,1) X y 2z Xy Xz y2 Xy a2
(1,0,0) X y z Xy x2z2 Yz Xy z
(1,0,1) X ¥ z Xy Xz y 2z Xy 2z
(1,1,0) X y z Xy X Z vy Z Xy 2z
(1,1,1) X ¥ z Xy X3z vy 2 Xy 2
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En regard de chaque point % se trouvent tous les monémes m tels que
m(%) = 1 . Tous les mondmes n'appartenant pas & )Za s'obtiendront sur les 1i-
gnes g € X, . Aprés avoir éliminé ces lignes, on élimine dans le reste du
tableau ces mondmes partout ol ils se trouvent. On aura immédiatement les

mondmes essentiels en cherchant dans les tranches @)1 B 652 5 ece o ﬁsn_l

A . ’ N A o 703
les mondmes restants isolés sur leur ligne. Les mondmes subsistant dans dﬁn

sont essentiels s'ils sont seuls sur leur ligne entiére.

On représente ¢ par le nombre dont ses coordonnées représentent 1'écri-

ture binaire, et le mondme Y oo Yy, (cf. paragraphe 2) par le nombre
J

d'écriture binaire (al 3K s wee s aj) . Le tableau précédent s'écrit sous

v
1 ¥

sa forme définitive.

S X y 2 Xy X 2 vy 2 Xy 2
0 -0~ B —6— | -O- 0 [0] 0
; et e 1 1 +
2 | o A B |1 0 -2 2
3 | e 4 1 4 3
4 + & 0 2 2 [0} 4
5 Frere) 1 2 3 + 5
6 Jrome e 0~ 3 3 2 6
7 v . O i - e @ 7

On y a traité 1'exemple X, = {()9 2,3 ,4,7 % . On a encadré 1les
mondmes essentiels, qui appartiennent d'ailleurs au noyau (c'est vrai pour
tout mondme essentiel de degré n-1 ou n ). On a ensuite le choix entre deux

mondmes pour obtenir une forme minimale :

z (numéro O dans la colonne x z )

1

Y2 oY 2w

™1

ou Y2—YzwXy (numéro 1 dens la colonne x y ) .
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