PAUL JAFFARD
Théorie algébrique de la croissance

Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres, tome 9 (1955-1956), exp. n° 24,
p-1-11

<http://www.numdam.org/item?id=SD_1955-1956__9 A18_0>

© Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1955-1956, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SD_1955-1956__9__A18_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Faculté des Sciences de Paris 24-01

14 mai 1956

Séminaire P. DUBREIL et C. PISOT
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THEORIE ALGéBRIQUE DE LA CROISSANCE
par Paul JAFFARD.

Toutes les fonctions considérées ici seront 3 valeurs réelles.

1.- Groupe de croissance sur un filtre.

Etant donnés un ensemble E et une fonction (réelle) f définie sur une
partie de E , nous noterons E(f) le sous-ensemble de E sur lequel elle est
définie, E (f) , BE(f) et Eo(f) les sous-ensembles de E sur lesquels elle

est respectivement strictement positive, strictement négative, nulle.

Soit un filtre Sfjdéfini sur E . Une fonction f sera dite définie sur
gf,si elle est définie sur un é1ément de ﬂr’, c'est-a-dire si E(f) ¢ F .

On introduit une relation de préordre sur 1'ensemble des fonctions définies

sur g('en posant :
(1) f <g (mod éf) > ):L_:}Xé‘-/:’"/ tel que f(x) < g(x) Vx ¢ X?,

On dira alors que g est supérieure & f sur ffl.

On en déduit la notion de deux fonctions comparables sur Ef .

{1) étant une relation de préordre, on est amené 3 introduire la relation
d'équivalence :
(2) =g (mod F ) -—> {f <g (mod 6{) et g <f (mod /J{) %

Deux fonctions équivalentes seront dites dgales sur j]rl

L'ensemble quotient E% correspondant se trouve alors muni d'une relation
d'ordre partiel qui en fait un treillis : f &tant une fonction définie sur ;73,
on désignera par f 1la classe de f dans ()

7
(3) sup (f , g) = sup(f , 2)
sup(f , g) étant définie sur E(f) nE(g) .

On peut définir une addition sur %% en posant f + g=h ; h étant la
fonction égald & £ + g sur E(f) NE(g) . Muni de cetto addition et de la rela-

tion d'ordre définie plus haut, e% est un groupe réticuld qui sera dit groupe
de croissance sur le filtre €7/.
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Dans le cas particulier ol F est un filtre principal (X) (c'est-a-dire
le filtre formé par tous les sous-cnsembles de E qui contiennent un sous-

ensemble X ), L; s'identifie au groupe réticulé (additif) des fonctions

réelles définies sur X .

Théoréme 1. - Pour que (J soit totalement ordonné, il faut et il suffit que
gf/soit un ultrafiltrec?

On se sert de la caractérisation suivante des ultrafiltres :

Pour gue gfrsoit un ultrafiltre, il faut et il suffit que la réunion d'un nom-

. . ,”'r/ . N
bre fini de sous-ensemble de E n'appartenant pas & ¢r n'apparticnne pas a

e
57f » c'est-a-dire que la relation X, ' ... LJXn = F  eontraine que 1l'un
e
des 1 (1 €1i ¢n) soit tel que Xe o
Ceci posd, montrons le théoréme 1 :
» 4 2 . ',,,// ' . - a /'I:/ X . 'Y . ,‘f‘.ﬁ/
Nécessité. Si ¢ n'est pas un ultrafiltre, X, Y < avec Y et .

. i3 v/-\
Les fonctions caractéristiques de X et de Y nc sont pas comparables sur ﬂf’

et définissent deux é1léments incomparables de Qj .

Suffisance. Supposons que ff/soit un ultrafiltrc. Soient f et g ¢ gz et
X = E(f) "E(g) . On définit la partition de X : X = XlquuX3

X eX; gz f(x) < g(x)
x eX, em=2 f(x) = glx)
xeXy o= £(x) > g(x)

~

Puisque ff, est un ultrafiltre, l'un des X.1 appartient a €F’ et par suite
f et g sont comparables sur f7/ .

Dans toute la suite nous considérerons un fi}tre i’ de E qui sera dit
fondamental et le groupe de croissance %? sur  ® . Nous n'étudicrons pas
ici les sous-groupes de E? (1'étude de ces sous-groupes, plus délicate que
celle de %? ; doit constituer une part importante de la théorie de la crois-
sance ¢ il suffit de considérer le cas ol 1l'on ne s'intéresse qu'a la croissan-
ce des fonctions continues par exemple). Tous les filtres que nous aurons 2
considérer seront plus fins que éj . Si §(‘est un tel filtre, nous désigne~

2% R s
rons par Qf,{ le groupe de croissance sur o .,
(Ve

2.- Les réalisations du groupe (@ .

Tous les groupes considérés seront abéliens.
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-V, s 3 v r‘ Ait ;t. ul)
[ étant un grouve réticulé, un sous-groupe | de sera Ait coréticulé
1 . o & x as . . .
si T est aussi un sous-treillis de I (c'est-a-dire si les opérations inf

et sup coincident sur | et ™.

G et G' étant deux groupes réticulés, un homomorphisme ¢ de G dans

G' sera dit coréticulé si on a pour tout couple x , y eG:
@ (inf(x , y)) = inf{P(x) , @(y) .

On appelle réalisation coréticulée d'un groupe réticulé G tout isomorphisme

(de groupe réticulé) de G sur un sous-groupe coEéEiculé d'un produit direct
ordonné 1 de groupes totalement ordonnés = l}QI {1b . Lorenzen a montré
que tout groupe abélien réticulé admet une telle réalisation coréticulée ([51]).
Une réalisation coréticulée de G dans | définit pour tout (eI un homo-
morphisme coréticulé (_ de G dans le groupe totalement ordonnd rL . Réci-
proquement, un ensemble (&QL) vel d'homomorphismes coréticulés de G dans
les groupes totalement ordomnés ( ) définit une réalisation coréticulée de
G dans le produit direct ordomné [ = .IjT ‘“L dés que 1'intersection
QE\yzl(O) de tous les noyaux correspondéﬁfs se réduit & {’0 § .
Pour obtenir unec réalisation de G 1ii faut donc avoir "suffisamment"

d 'homomorphismes coréticulés de G sur des groupes totalement ordonnés.

On montre ([ 1]) que tous les homomorphismes coréticulés de G s'obtien-

nent de la facgon suivante :
On appelle isolé tout sous-groupe H de G tel que :
(3) h ¢x <h! (xeGs;h, h'eH) entraine =xc¢H

H étant un sous-groupe isolé ot coréticulé de G , on peut munir le groupe

quotient G/H dn la structure d'ordre quotient
(4) Z%0 z—> JheH avec x +h 20
(xeG et x é&tant la classe de x dans G/H) .

G/H est alors réticulé et 1'application canonique G —s G/H est cordti-
culée.
Pour déterminer H de fagon que G/H soit totalement ordonné, il faut

introduire les t-idéaux premierz de G .

Un t-idéal premier de G est ur sous-ensemble P de 1l'ensemble G, formé

par les éléments >0 de G *el que :
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1) Xxep et ¥ 2 X cemnye]
2) X, yep === inf(x , y)e&p
3) x,y@G+ ot x,y(;p mz%x+yép
Si J est un t-idéal oremier de G , lc sous-cnscmble H}‘ de G défini
par :
(5) x < Hy, z._:_?x+ ) x-‘é;pi(
est un sous-groupe isolé coréticulé de G tel que G/h = Gy, soit totale-
ment ordonné. (On pose x = sup(x , 0) ot x = - 1nf(x , 0)) .

Désignons par kfp 1'homomorphisme G —s3 G;P . On montre que tous les

homomorphismes coréticulds de G sur les groupes totalement ordonnés sont des

homomorphismes ( t,f/fr ) ( p parcourant 1'cnsemble des t-iddaux premiers de
G). | '

On a :

(6)

(\P){O(X) >0 — x%,)p .

Si ’/; est le groupe de croissance sur le filtre fondamental @ , on ob-
tient facilement des homomorphismes coréticulés de Uf 4 partir des filtres plus
fins que é ‘

BN

Soit F un tel filtre. Toute fonction définic sur @ ost définic sur F .
Deux fonctions égales sur ‘g’f sont égales sur ZP . D'ol une application

. 4 7
\{/f : (g[ — C] 4 aui ost un homomorphisme de groupe. Soit (""4[7;{ son

noyau : e %/;7/ ==

% est un sous-groupe isolé coréticulé de lj’ . On voit facilement que 1'or-
dre quotient sur (/7/ / coincide avec celui de / 7 On en déduit que
\}/f/ est un homomorph:.smc, cordticuléd de (}7 sur 77 .

En particulier si U est un ultraflltre (plus fin que d) ) ‘J, est

un homomorphisme coréticulé de (;f sur le groupe totalement ordonné //U, .
g}'u peut donc &tre identifié a %/’P , 81 1 est le %$-idéal premier de %

défini par :

(7) fep = (B UE(®) T ot E()eUL .

-

P sera dit défini par 1'ultrafiltre i

Ces homomorphismes de U aéfrinis par des ultrafiltres (plus fins que %B )

[}
sont suffisamment nombreux pour permettre de définir une réalisation coréticulée

de(}.
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On va utiliser pour le montrer le :

Lemme 1. - Si (ffL ) est un ensemble de filtres sur E tel que {T’ =0 ]: s

toute fonction f définic sur 5 et s'annulant sur chaque < s'annule sur 47
had o3

On a Eo(f)e‘?’( V',u , done Eo(f)g_(i\ 71 = (Iy et f s'annule sur ‘E .

On en déduit immédiatement lec

Y s
Théortme 2. - Si ( "U,L) est un ensemble d'ultrafiltrcs tel que Q@ = ) U‘ ’

\

lcs homomorphismes ( WV 'UL ) définissent unc réalisation coréticulée de (l)/ .

=1
Le lemme 1 montre en effet que, dans ce cas, (C\ 71

~- (g
Comme tout filtre est intersection des ultrafiltres plus fins que lui, on en
déduit 1l'existence de réalisations coréticulées de (j (d'ol 1a démonstration

du théoréme de Lorenzen dans ce cas particulier).

Nous allons montrecr que les homomorphismes coréticulés de v sur des grou-
pes totalement ordonnés sont 1iés de maniére simple & ccux définis par des ul-

trafiltres plus fins que CP .

Lemme 2. - Si ,p est un t-idéal premier de 4 , il est contenu dans un (et

S

un scul) t-idéal premier ¢ défini par un ultrafiltre (plus fin que 3:3 ).

Soit X un t-idéal premier de ;7 .

1 : .
Soit I ~ le groupe des fonctions réelles définies sur E (i1 coincide
avec (/ si (} = (E)) . @ étant plus fin que le filtre principal (E) , il
existe un homomorphisme coréticulé canonique L? de U' sur . On en déduit
homomorphi hiould Py = O @ de O e 7. @ est di-
un homomorphisme coréticulé i k}’/ﬁ ‘-f de g sur /,/P o Ly/P est dé

fini par un t-idéal premier ;)[ﬁ’ de \?" .

soit U 1le sous-cnsemble de QJ(E) (ensemble des varties de E) ainsi
défini
(8) Xell ==13fep' avee X=Z(r) .

|
Montrons que éu est un filtre sur £ : U n'est pas vide puisque ,‘P'
ne l'est pas.
soit Xell et Y~Xx. Ife ' avee X = E'(f) . D'aprés la définition
de %' ig e Ui avec Y=E(g) . Ona f+ ge/‘p' (puisque g »0) et
Y =E(f + g) donc Yé{u- . Soient X, Ye U ot f s geP' tels que
=E(f) , Y=E(g) . Ona h=inf(f R g)@,%}' (puisque /\F' est un t-idéal).
X0Y = E'(h) entraine XNYc¢ U.

U est done un filtre. Montrons que c'est un ultrafiltre.
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Soient X; , X,¢ E avec X,;UX,€ w. }i:'é.;f)' avec X UX, = E(F) .
I1 est facile de voir qu'il existe £, f, ¢ ‘?ﬁ avec f «f, +f, ,
E'(f) =X, et E(f,) =X, .
Comme ' est premier, f, ou f, appartient & ' . Soit fiep' .
On a donc Xle U . La relation Xluxze'u, === %Xl ou XZEU} montre que
W est un ultrafiltre.

Montrons que U est plus fin que i,’ :

Soient X el et fe P tel que E'(f) = X . La rclation fep' entrai-
ne Q(f)=fep .Soit Aed . 5ionavait XInh=¢ onaurait £ <0 co
qui contredirait fe /P . Donc tout élément de U a une intersection non vide

avec tout élément de Cgs . On en déduit que W est plus fin que 5} .

L
TN

Soit alors Y\ le t-idéal premier de \/}‘ défini par AW .ona pom .
En effet soit f ¢} . On peut toujours sut_';posor (en modifiant s'il le faut la
valeur de f "en dehors du filtre {D ") que f eﬁ(; . Donc L%‘(f) = U?/p(f‘) >0
et f e/p' . Par suite E+(f)é{{,(_ et fe " ' ' \

v
I

d e

D'ou le lemme.

Ceci posé, 1'inclusion pags 7 entraine %,J c %f) et (;’P peut &tre consi~
5 LN " . B N 7 y &

déré comme un groupe quotient de %"!‘1“ L'application LP,F g )/ﬁ’.t —_— q/p
— D 3 - . sy Ve ] N

est telle que ('PJF" = %?‘“,1‘13 ?1’1’1' C'est un homomorphisme coréticulé d'un groupe

totalement ordonné (sur un autre) . Il est d'un type bien connu ([3]).

On a donc montré le :

Théoréme 3. - Tout homomorphisme cordéticulé uf):; du groupe de croissance 2
s
'un

(sur un filtre @ ) sur un groupe totalement ordonné ()/p est le produit

homomorphi sme ‘-l/')J de U] sur le groupe de croissance L,ff‘{u (sur un ultrafil-

tre U plus fin que ¢ ) et d'un homomorphisme cordticulé du groupe totale-

U,

A partir du théoreme 3 on voit que toute réalisation coréticulé de % peut se

ment ordonné

sur lc groupe totalcment ordonné \7 .

déduire d'une maniére simple de la réalisation obtenue en prenant tous les homo-

morphismes “}”u .

3.- Questions d'archimédianité. Un probléme sur les ensembles.

On peut sc demander a quelle condition lec groupe de croissance G sur un
ultrafiltre M est isomorphe & un sous-groupe du groupe additif (ordonné) des
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nombres réels. Pour ccla, il faut et il suffit qu'il soit archimédien, c'est-a-
dire tel quc pour tout élément a >0 dec G ¢t tout élément b de G, il

existe un nombre¢ n >0 avee na>b .

Plus géndralement, nous dirons que le groupe réticulé G cst paraarchimé-
dien (voir [1]) si pour tout a >0 de G ot tout beG , il cxiste un entier

n tel que na £ b .

. . . A .
Théoréme 4. - Pour que le groupe dc croissance ’{/ sur le filtre ¥ soit para-

archimédien, il faut et il suffit que J romplisse la condition suivante :

d'é1éments de @ nx

Quelle que soit la suite d%nombrable (Xn)ls n <o

pe
est encore un élément de T .

Suffisance, Supposons \f non paraarchimédicn. 3f >0 et g tels que pour
e

tout n on ait nf <g . Donc pour tout entier n >0 5 3Xn ® avec s
(nf - g)xn <0 f(Xn) 20
Soit X = (l:z\xn . Ona f(X) =0 ;donc f >0 cntraine X 4 ;5 .

Nécessité. Supposons qu'il existe unc suite (Xn) d'éléments de &P avee
= ¢ 4
X Q X, ¢ 9.

-~

Posons Yn = Xm (on a Yné /}/ \/ n) Y oY

ot Oy = ¥
n- "n+l et ‘nYn‘X?L:q/

Posons 4 =Y -Y (¢ f) et soient f et g deoux fonctions ainsi défi-
nies sur E s
fx) =1 si xe X ot £f(x)=0 si xeX

g(x)

"

1 sl xeXuCYl et g(x) =n si xel .

Ona £>0 car X ¢ @ . D'autre part, pour tout n on a nf < ng , car

T .1¢ d ot x ¢ ¢  ontrainent que ¥ _,-X rencontre tous les éléments de \%’,

or g(le-— X) > n+l,
(} n'est donc pas archimédicn.

De nombreux filtres remplissent la condition du théoréme 4. Donnons quel-
ques exemples dc tels filtres :

1y &

£ est un filtre principal.

2) E a une puissance strictcment supérieure & celle du dénombrable et b

-

est ainsi défini :
Xe § oy CX a une puissance @ celle du dénombrable.
3) E est un espace topologique inépuisable (c'est-a-dire qu'il n'est pas
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maigre rclativement & lui-méme. Par exemple E cest un espace de Baire, ou E
est localement compact) ct @ est ainsi défini :
XC—,E? P4 CX est maigre
4) E est mesuré par une mesurc f non nullc ot
xed = w(Lx) =0

Par contre, si %5 est un ultrafiltre, la propriété énoncée plus haut est beau-

coup plus restrictive.

Nous dirons qu'un ultrafiltre W ala propriété D si le groupc de crois-

[§ - ’ (3
sance sur 1L est non archimédicn.

On peut alors se poser le probléeme non résolu suivant s

Probléme. - Existe-t-il des ultrafiltres non principaux n'ayant pas la proprié-
té D ?
Dans le cas ol E a unc puissance ¢ celle du continu, on peut répondre par

Doy

la négative a cette question :

Théoréme 5. - 81 E a une puissance ¢ cclle du continu, tout ultrafiltre non

=

principal défini sur E a la propriété D .

I1 est facile de voir (en plongeant E dans F) que si E a une puis-
sance £ celle de F et si tout ultrafiltre non principal de F a la propriété

D , il en est dc méme de tout ultrafiltre non principal de E .

I1 suffit donc de démontror le théorémc dans le cas ol E & la puissance
du continu. Supposons par cxemple que E soit le segment de droite [0, 1]
(métrique compact). Soit U un ultrafiltre non principal sur E . il converge
vers un élément a cE ot come U n'est pas principal {a% ¢ n

Soit V.~ lc voisinage de a défini par :

xeV eg=>|x-al £ I/n

v, e WU ( Vn). Dautre part ';\'Vn =418y ¢ U . toge U a1a propriété D .
Théordme 6. - Pour qu'un ultrafiltre (Ul ait la propriété D, il faut et il

suffit qu'il existc une fonction f définie sur | qui ne soit constante sur
aucun élément de 1) .

Nécessité. Si toute fonction définie sur L est constante sur un élément de(iL,
— . ay . .
toute fonction est égale sur (L 3 une constante et le groupe de croissance sur
0 . e
U est isomorphe au groupe additif des réels.



24-09

. | . . s
Suffisance. Suppusons que U n'ait pas la propriété D . Son groupe de crois-
sancc cst isomorphe au groupe additif des réels et on peut considérer que dans
cot isomorphisme chaque fonction constante est appliquée sur sa valeur. Donc

. - D) a1 .
toute fonction aéfinic sur Ll ost égale sur L A une constante

Théoreme 7. - Si 1l'ultrafiltre 9 a la propriété D , il n'oxiste pas d'homo-

morphisme coréticulé non nul de (]‘“ dans le groupo additif R des nombres

Montrons d'abord quo \‘/E € "if\u , il existe g e ({/7«& "infiniment plus
grand que £, Soit f >0 un élément de %«u‘ . On peut supposcr £ >0 .
Soit (Xr'l) une suite d'éléments de U telle que X' = Q X ¢ U . come U
st un ultrafiltre X = Xr'l -xcU pour tout n et Q X = # . Posons
(comme dans la démonstration du théoréme 4 ) :

Y = ()X ot 2 =Y ,-Y ., Définissons g sur Y, on posant
n msn m n n+l n 1 :

g(x) = nf(x) &2 xel
Ona g ynf pour tout n .

Ceci posé, supposons qu'il cxiste un homomorphieme coréticulé non nul & de
%'(’L dans R ot soit fe { iy tel que ¢ (f) >0 . Soit alors g¢ {7%&
tel que f <ng Vn . On dovrait avoir t?(f‘) <a¥g) Vn, ce qui est impos-

sible puisque R est archimédien.

On va déduire de cc théoréme 1l'existence de groupes réticulds paraarchimé-

dieps_dont il n'existe aucun homomorphisme coréticulé non nul dans le groupe

additif R des nombres réels.

Soient E 1'intervalle [0, 1], O 15 riltre dos complémentaires des
partics dénombrables de E . Lo groupe de croissance (jf sur @ est paraar-
chimédien (théoréme 4). Soit ¥ un homomorphisme coréf:iculé de (;Z dans R .
D'aprés le théoréme 3 , x}) se décompose cn le produit d'un homomorphisme \f/‘u
de L/f} sur le groupe de croissance gf-U sur un ultrafiltre (’,{ et d'un homo-
morphisme coréticulé de (j?i dans R .JI"iais ce dernicr est nul on vertu du

théoréme 7 . Donc f-j/ est nul,

Nakayama a donné 1'exemvle d'un groupe réticulé paraarchimédicn dont il

os . . . .
n'existe aucun homomorphisme croissant {non néccssairement cordticuld) dans R

el .
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4.- Relation de domination.

f et g étant deux fonctions définies sur le filtre a;) telles que

- . . , . f—“ . .
f,g >0, ondit que f est dominde par g suivant ¥ s'll existe un en-

tier n>0 tel que fgné . On dcrit alors :
f¢g (mod @)

On dit que f est négligcable devant g suivant ¢ a1 fgné pour tout

cntier n > 0. On derit alors :
fweg (mod $)
On a le :

Théordme 8.- Pour que f soit dominde par g suivant @ , il faut ot il suf-

fit qu'il n'existe aucun filtre g’ plus fin que Q tel que g soit négligea-

ble devant f suivant {,/ .

Nécessité. Supposons que f soit dominée par g suivant }3 . in >0 +tel que
f ¢ ng . Quel que soit F plus fin que 4) , %{7/ (f) ¢n \V(F (g) . Done £
est dominée par g suivant 7 ot g nc pout Gtre négligeable devant f
suivant 7 .,

Suffisance. Supposons que f ne soit pas dominée par g suivant \? . On va

montrer 1l'cxistence d'un t-idéal premier J° de (/3/ tel que f e’ ot ég&P g

Soit 8=Uing{ (n parcourant 1'ensemble de tous les cntiers strictement
positifs). S e?—t un sous-ensemble additivenent clos de © . tel que
SN (f) =0 ((f) aésignant 1'enscmble des éléments de ?’ > ). On en déduit
(graéec a un procédé classique du & Krull) 1l'existence d'un t-idéal premior ”{
de (7 tel que fe}’} et NS =g, donc tel que éq_p . D'aprés le théoré-
me 3 il existe un ultrafiltre U plus fin que F tel que ¢ o= @y o
' est un homomorphisme coréticulé de %{ tel que ¢

4 L?"("(’u (£)) > 0

i
/

| @Y @) = 0

A

1}

Ceci n'est possible que si ‘{-’cu(é) cst un é1ément dec %LU; "infiniment petit"
devant \Yu(f) s c'est-a-dire si g est négligeablc devant f suivant U .
C.Q.F.D.
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