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COMPOSITEURS et ANALYSEURS.,
par M. LAZARD,

I'.,~ Compositeurs.

Si M est un eupemble quelconque, nous appellerons fonetion de n argu-
ments dans M une application f 3 M? —3. M, ol ut dégigne le produit car-
tésien de n ensembles égaux & M . La valeur prise par f pour une famille
d'éléments 8y 5 eee 5 8 ¢ M sera notée f(al g see s an) . Par abus de langa-
ge, nous dirons parfois "la fonction f(xl 9 eee g xn) " au lieu de "la fonection

f " . L'ensemble des fonctions de n arguments dans M gera noté 3&(M) .

On sai® composer les fonctions de plusieurs arguments dans M : si
fe 3;KPD et gy s eee 8 € 3;(M) , la fonction composée sera notée
f(gl 9 ooo0 9 gm) o

(M)

Nous noterons e, ; » ©u plus simplement, e, ; » les élL éments de 3;1
? 3 ;

défi i a . 005 e 2 = Y ou. e = ° ! i
nis par en,l(a1 , , an) a; pour tous a, , ; a, €« M. L'entier

i doit vérifier 14 i < n.

Une généralisation naturelle de la notion de demi-groupe d'applications
d'un ensemble M dans lui-méme est la suivante ; on prend dans chaque Z?A(M)
une partie En s et on considére la suite d'ensembles (En)n:1,2,.°. a
laquelle on impose deux conditions : 1°) chaque En contient les e,

- » ’
(1 ¢ign);2° si fe By s 8 s oee 5 By € E , alors f(g; , ... , gm) ¢€E .

Par abstraction, on parvient & la notion de compositeur (tout comme & celle
de demi-groupe "abstrait"). Il faut alors un axiome pour assurer "l'associativité
de la composition®,

Definition : Un compositeur E est constitud par la donnde :

1°) d'une suite d'ensembles (En) s n=1,2, ...

2°) d'une famille d'éléments distineuds e ¢ B <i<nc< .
guss n,i ¢ By o pour 1l <£€i<n<w ;

le] d' f . i . . . : / . .
3°) d'une famille d applications Tm T Sn#EE) , définies pour

Hy

1£m , n<ow ,

assujettis & vérifier les deux axiomes suivants
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(c1) (T, ()8 5 e s g )0y 5 oon s B =

= (Tm,pf)((Tn’pgl)(hl T 1 AT (Tn,pgm)(hl s eer 5 B))
pour tous f ¢ Em 5 81 5 see 5 B € En et hy 5 eoe s hn & Ep .
(c2) (Tm’n em’i)(fl s eee s fm) =f, ,pour tous f; , «ev , £ €B

et (Tn,nf)(en,1 ; eee s en’n) =f , pour tout f ¢E .

L'axiome (C1) est l'axiome d'associativité ; 1'axiome (C2) est l'axiome des
"é1léments neutres". Dorénavant, nous supprimerons les signes Tm n? c'est-a-
3
i 3 i @ o o a i f o 8 @ °
dire que nous écrirons f(g; , gm) u lieu de (Tm,n ey s , gm)

Nous dirons qu'un compogiteur E = (En) opére sur un ensemble M si 1'on
a une famille d‘application T : E —3 ﬁ?;(M) satisfaisant aux conditions
suivantes ¢ 1°) & la composition dans I correspond la composition des fonctions

dans M ; 2°) aux éléments distingués e de E correspondent les fonctions

n,i
de méme nom dans M . Plus précisément : si f ¢ Em et gy 5 o0 €, € En ’
e . - - _ ()
alors T (£(g, 5 ... , g)) = (@ £N(T g 5 -0 s un;gm) , et Cn ®n,i = nt

Nous nous permettronsde ne plus expliciter les définitions aussi naturelles.

On peut définir la représentation réguliére d'un compositeur par un procédé

de "dédoublement"” analogue & celui utilisé pour la représentation réguliére des
groupes et des algébres. Soit E = (E_) un compositeur. Nous pouvons considérer

n
des applications biunivoques ﬂ‘g H Ep — Eq pour p < g , en posant

Tigf = f(eq,l s see s eq,p) pour f ¢ Ep (autrement dit : on considére

£(xy 5 eee xp) comme une fonction de %, 5 +.. , Xy 9 eee s xq) ; nous formons

alors la limite inductive M des ensembles Ep pour les applications TTg et
nous faisons opérer E sur M d'une maniére naturelle : nous obtenons ainsi

la représentation réguliére de E .

On définit d'une manidre naturelle un homomorphisme ¢ ¢ E ey F de deux
s Vo . ' . . . X ~
compositeurs : c¢'est une famille d'applications Yy ¢ En —_— Fn qui sont compa

tibles avec la composition et mettent en correspondance les éléments distingués.

On définit la notion de sous-compositeur F d'un compositeur E : c'est

la famille des ensembles F.=FNE , supposée contenir les éléments distingués,
et stable pour la composition.

On définit un systéme de générateurs A d'un compositeur E comme une

famille d'ensembles An ~ En s tels: que E soit le seul sous-compositeur de
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E qui contienne A .

Soit A = (An) une suite d'ensembles. Un compositeur libre E engendré
par A est un compositeur admettant A comme systeme de générateurs, et tel

que pour tout compositeur F et toute application  : A —y F (c'est-a-dire

pour toute famille ¢t An —_— Fn ), il existe un homomorphisme Y : E ,_%,F
prolongeant ¢ . L'homomorphisme °/ est nécessairement unique.

On peut construire un compositeur libre comme un demi-groupe libre en défi-

nissant des "mots” et en introduisant la notion naturelle de "longueur” d'un mot.

Tout compositeur E peut alors &tre défini au moyen de générateurset de
relations entre ces générateurs : on se donne un systéme de générateurs, et des
égalités entre "mots" en ces générateurs, qui engendrent une relation d'équiva-
lence compatible avec la composition dans le compositeur libre engendré par les

générateurs en question.,

Exemple : on prend comme générateur f ¢ E2 , et comme relation

f(f(xl ) X,

demi-groupes.

), x3) = f(x1 . f(x2 , x3)) . On obtient ainsi le compositeur des

Plus généralement, on peut considérer que les ensembles sur lesquels opére
un compositeur E donné appartiennent tous & une méme espéce de structure algé-
brique. Les opérations (lois de compositions) de 1l'espéce considérée correspon-
dent & un systéme de générateurs du compositeur E ; les relations entre ces

générateurs se traduisent par des identités egénériques (c'est-a-dire valables

pour un choix quelconque des arguments) dans les structures de 1'espéce en ques-
tion, Par exemple, pour les demi-groupes, on prend une opération (le produit)

et une identité (la relation d'associativité).

Il est aisé de caractériser les espéces de structures algébriques que l'on
peut définir & partir d'un compositeur : ce sont celles ol les opérations sont

partout définies, et ne sont assujetties qu'a vérifier des "identités génériques".

Ces structures comprennent, @r exemple, les demi-groupes, groupes, groupes abé-
liens, anneaux, anneaux de Lie, £-modules ( §! désignant un anneau donné ),
~ete. Par contre elles ne comprennent pas les corps (l'inverse n'est pas partout
défini), ni les p-groupes ("pour tout x , il existe un h tel que xph =1"
n'est pas une identité générique, puisque h peut varier), ni les demi-groupes
avec regles de simplification ("xy = xz implique y = z " n'est pas une
"identité"), etc. On obtient donc une classe assez restreinte de structures
algébriques.
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Si 1'on considére un compositeur E = (En) , et 1'espéce de structure algé-
brique qu'il définit, chaque ensemble En peut étre identifié & la gtructure
libre de 1l'espice en question, engendrée par les générateurs (en,i) pour
1<i<n. Par exemple, le compositeur des groupes est formé d'une suite de

groupes libres & 1 , 2 , ... générateurs.

La définition d'une espéce de structure algébrique & partir d'un composi-
teur suppose qu'on ait fait choix d'un systéme de générateurs et de relations.
Deux systémes différents conduisent & deux définitions distinctes de structures

algébriques. Cela équivaut & dire qu'un isomorphisme entre deux compositeurs

E; et E, permet de définir canoniquement une structure algébrique d'espece

E1 sur une structure algébrique d'espece E2 et réciproquement. Par exemple,
supposons que les structures d'espéce E1 soient les groupes nilpotents de
classe < p , vérifiant 1'identité xPl = 1 (p ¢ nombre premier, h : entier),
et que les structures d'espéece E2 soient les anneaux de Lie nilpotents de
classe < p vérifiant 1l'identité phx = 0 , Alors i1 est possible d'identifier
ces deux espéces de structures, c'est-a-dire d'établir un isomorphisme de E;

sur E2 .

2.~ Compositeurs analytiques.

Si €1 désigne un anneau unitaire, que nous supposerons dés m intenant
commutatif, il lui correspond le "compositeur des 4! -modules™ que nous noterons

[£2]; [$+]  s'identifie donc au £l -module libre de base €. , ; «.o , © .
n n,1 n,n

Par définition, un € -compositeur sera constitué par la donnée d'un compo-

siteur E et d'un homomorphisme <« : [1)1] 5 E . Cela revient & exiger que,

sur chaque En soit définie une structure de ¢§)-module unitaire, telle que
1l'opération de composition (f , 81 5 vo0 gn) — f(g1 5 seo g gn) dans E -
soit {2 -linéaire mr rapport & f .

On vérifie immédiatement que la donnée d'un homomorphisme unitaire
¢ ¢ £} —5 &' d'anneaux commutatifs unitaires équivaut 2 la donnée d'une
structure de () -algdbre unitaire sur W s ou encore d'un homomorphisme
[£2) s [Y] que nous désignerons par la méme lettre 4 . Rappelons aussi
que, gi En est un flhmodule, le produit tensoriel AVA R En défini au
moyen de 1'homomorphisme « peut étre considéré comme un “?1'—module, Nous

noterons ce produit tensoriel ' & E

<o B 5 désignant 1'homomorphisme {1 _ 7).

Si nous avons un (. -compositeur E = En ;, et un homomorphisme

™M - ° .
R (' , nous pouvons toujours former la suite d'cnsembles E'n en

s 1L . . . . -
posant B' =4 x}jEn , mais il est en général impossible de définir sur
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E' = (E'n) une structure de ﬁl'-compositeur vérifiant certaines conditions
naturelles que nous allons préciser. En postulant que cette définition est pos-

sible, nous obtenons la notion de ¢/ -compositeur analytique, beaucoup plus

restrictive, et par conséquent plus riche, que la notion de :/-compositeur.

Définition. Un {.-compositeur analytique E est constitué par la donnée :

1°) d'un 2 -compositeur I = (E) .
2°) d'une "construction canonique” (ou foncteur) qui & tout homomor-

. o N s . . . N ! .
phisme unitaire w de I/ dans un anneau commutatif unitaire {)' fait corres-

pondre un {i'-compositeur E' et un diagramme commutatif d'homomorphismes de

compositcurs :

[ 2 5 E
b ¥

(1) _ L
[2]) . w_ o B

de telle sorte que les axiomes suivants soient vérifiés.,

 (CA1). Pour tout n , E' = 5}n‘x% E 3 w' est défini par la structure na-

turelle de {'-module de E! s> et lihomomorphisme V' est défini par

tpnf =1 8lf pour tout f ¢ En .

)
. . ! ! ' it .
(CA2). 81 ¢ : ) —s Q' et g'r 2 5 " sont des homomorphismes
. . W o il " .
unitaires d'anneaux, posons ¢ :Lp'gz : §) —s §2° . Alors dans le diagramme

commutatif d'homomarphismes de compositeurs :

[;1] i >

N

E
0
¥ ye Y] ‘i/ ofy b
@) S 20 T lf

(5] > B

obtenu en juxtaposant deux diagrammes du type (1) , on peut introduire un homo-

morphisme (J's E' —s E" sans détruire la commutativité,

. ! N . 'SP . o8
L'homomorphisme W' est nécessairement unique 3 Eg = & ‘X\En s'identifie

(O
en tant que module & " % E! = §Z'5x?((51':ngn) ; et ' est défini par
n @
' s
4}n ' =1 x&f' pour f'e¢ Eﬁ . L'axiome (CA2) est un axiome de transitivité.

» . 3 . L .
Nous écrirons désormais £2 % E au lieu de E' ,

Exemple : Prenons pour I le compositeur des O -algébres associatives et
commutatives., Alors En s'identifie canoniquement & 1'anneau de polynomes

], et il y a une construction naturelle de E' = &, E .

Q
[en’l 5 esoe e
[

n,n



5-06

La donnée du foncteur & pour un i) -compositeur E est équivalente 3 la

donnde, sur chaque E, d'une structure de £)-module n-gradué vérifiant cer-

tain.s conditions. Précisons les notations nécessaires : N  désignera 1'ensem-

ble des suites de n entiers 2> 0 ; si T;, ... , T sont des é1éments d'un

23 X
anneau, et i« = ('L’f1 5 eee 3 «’;)c:n) ¢ W , on notera T* 1le "mondme" TIl Tnn .
Soit E un fJ-compositeur analytique. Prenons pour Y 1'anneau des
polynomes £ [Tl 5 eee Tn] et pour ¢ l'isomorphisme naturel de $?7 dans

Q' . Soit f£e E s noug avons 1l xfe¢ E' et T, Xe . ¢ E' , donc :
n n i n

n,i

) S e = O & .
(1 xf)(Tlxenyl s eee s Tnxen,n) ¢ E! \>..<(€__ E,
Or tout élément de E! peut s'écrire, univoquement, comme une somme finie :

X e, - s
o(EéNl ™ % g, - Nous definissons donc des opérateurs (PD();:)(("N dans E en

posant ¢

qmr— X
n) == T % (l?xf) .
xeN®
On vérifie en utilisant les axiomes (ca) que les PQ( sont des projecteurs

(1 x :E‘)(T1 Q?ren,l yoeee 5 T % e,

d'homogénéité, c'est-i-dire que Pi =P, et P I;,% =0 pour w# 3 , et

que, pour tout f € E s [ est égal & la somme finie E:n P, T
, /' <;
On notera alors El‘;‘ la composante homogéne de degré o« de E c'est-

d-dire le () -module des f ¢ E, tels que f =Py f,

On a alors les propriétés suivantes :
a) Chaque E est somme directe des sous-modules (E;‘ )04 Cn
b) si feE;', X = (gl  ees ,(xm) » 81 5 +»+ 5 & € B, alors
£(A18) 5 ooe s Xngm) = >\11 ,\:;m - £(gy s een s gm) pour tous
Ay s eoe s A

3o
C) Sl fé Em0( 9 gi EESJ‘ s 9( = ({xl 9 eoo ,'Xm)e Nm 9

n €80 (i1 convient de poser N =g méme si A =0 ).

— -\ .
[31 = (,’31,1 5 eee ’ﬁ’i,n) € N° pour 1 €£i<m, alors f(gl 3 ees gm) ¢ Eng,
m

_ ) - X -
avec ) = (Xl 9 eoe s Xn) s Ky T2 j=1 %5 f,a e

d) Soit f ¢ Erf’ s X =(% , .. ,x,) , posons

g = f(e y (1)

.+ e ve . 12 _
n+1,1 nel,2 ? en+1,3 9 see en+1,n+1 s et considérons les compo

santes homogénes P[5 g (A= (By s «oo ’/3'n+1)) . Alors 1;5. g =0 sauf si

1 .
( )Plus simplement, g = J‘.‘(x1 * Ky 5 oeee s xn+1) .
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/31 +fiy = A et ',/'3:.L =, _q pour 3<1i£n+1 ., 81 ;e;? conditions sont rem-
plies, (P/Bg)(en,l I} en’l 9 en’z 9 ses en’n) = A l.,:‘ : £ .

/

/710

Réciproquoment, si toutes ces propriétés sont supposées vérifiées, on peut
définir le produit tensoriel « L. L'idée de remplacer tous les axiomes de

graduations par des axiomes de produits tensoriels est due a4 P, CARTIER. Elle

abrége sensiblement 1'exposé, car une démonstration compléte d'existence du
produit tensoriel & partir des axiomes de graduations exige des développements

assez longs, quoique faciles.
Signalons enfin le rapport des notions introduites avec celle d'analyseur,

Un §) -analyseur incomplet E est un {2 —compositeur analytique vérifiant

’

1'axiome supplémentaire : £(0 , ... , 0) =0 pour tout f ¢ E, (Les
"termes constants" sont nuls).

Un ) -analyscur complet s'obtient en complétant un {:-analyseur incom-

plet, de fagon & considérer des éléments qui ont unc infinité de composantes
homogénes non nulles. Cette complétion est en tous points semblable & celle

qui fait passer des polynomes aux séries formelles.

-,

Un ! -analyseur complet est un {. —compositeur, mais non un % ~composi-
teur analytique (il faudrait modifier la définition du produit tensoriel en le

remplagant par un "produit tensoriel complété").




