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Faculté des Sciences de Paris 153-01
i Exposé n® 13

Séminaire P. DUBREIL et C. PISOT
(ALGEBRE et THEORIE DES NOMBRES)

année 1956/57
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VALEUR MINIMA DU MODULE

POUR UN ENSEMBLE FERME N'ENTIFRS ALGEBRIQUES

( Exposé de Mlle C. CHAMFY, lec 25.2.1957)

Ensemble S1 .~ Soit Sl 1'ensemble des enticrs algébriques supérieurs & 1
en module dont tous les conjugués sont intérieurs au cercle-unité. Ces nom-—

bres sont évidemment récls.

1°) Mr Salem a démontré en 1944 (Duke Math. J., t. 11, 1944, p. 103-108)

que cet ensemble est fermé.

MM. Dufresnoy et Pisot (4nn. sc. Ec. Norm. Sup., 70, 1953, p. 105-133)
ont donné une rnouvelle démonstration de ce fait qui leur a permis de carac-

tériser les nombres de Sl appartenant a 1'ensemble dérivé Si .

Soit P(z) 1le polynome irréductible & coefficients entiers :

P(z) = o2° + a, 251, ceu * oA (as> 0,&=211)

qui a pour racine le nombre @ de S1 .

MM. Dufresnoy et Pisot ont montré quc la condition nécessaire ct suffi-

sante pour que 9] appartienne & Si est qu'il cxiste un polynome A(z) A

coefficients entiers tel que, sur lzi=1 , la(z)! £ {p(z)! , 1'¢gali-

té n'ayant lieu qu'en un nombre fini de points.

Ceci permet de montrer que les nombres totalement réels de Sl et les

pulssances entiéres > 1 des nombres de S1 appartiennent a Si

Le critére permet aussi de mettre en évidence que le plus petit nombre

~ !
positif bl de Si est 1z racine supéricure a 1 de :

\ T
2 ol _ V5 + 1

25 -z -1 i
2

'2°) Sachant que Sl est fermé, et par conséquent n'admet ni 1 ni -1 cbmme

valeurs d'accumulation, Mr Sicgel a recherché les nombres de S1 les plus
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petits en valeur absolue. Il a mis en évidence les deux plus petits nombres
positifs do 8, (Duke Math. J., t. 11, 1944, p. 597-602).

MM. Dufresnoy ot Pisot (4nn. sc. Ee. Worm. Sup., t. 72, 1955, p. 69-92)
\
ont déterminé tous les nombres positifs de Sl qui sont inférieurs a Ea
ainsi que ceux qui lui sont supérieurs en en restant assez voisins, montrant
N

ainsi que bl est un nombre isoléd de Si .

) . s .
I1s ont associé au nombre U , sclon una idée de Mr Salem, la fraction

D
rationnelle £(z) = k(z) ., ou 0(z)z ¢2° P Cl)
a(z) | :
i
£(z) est méromorphe dans |z} £ 1 y admet pour seul pdle simple
-% et [f(z)i =1 sur |zi=1. (On écarte et on étudie A part les nom-

bres o correspondant & un polynome P(z) réciproque, pour lesquels

f(z)

i

+1) . £(z) a déja été introduite dans les études précédentes.

Soit le développement cn série de puissances de f(z) au voisinage de

= . = ; 0 8 =
z=0: f(z)= Ug + Uy Z 4 us + U7+ .. Q(z) =1+ E’as—l Z o+ e

et par conséquent f(z) a un développement A coefficients entiers. En par-

ticulier, Uy = a, est > 0.

MM. Dufresnoy et Pisot ont établi que les cdefficients Uy g e s Wy s eee
satisfont & une suite d'indgalitds algébriques, et que B satisfait égale-
ment & une suite d'inégalités algdébriques faisant intervenir les u, - Ayant
trouvé un moyen commode pour former pratiguement ces deux suites d'indgalités,

ils en ont déduit les plus petits nombres pesitifs de S,

Le plus petit; déja mis en évidence par Mr Siegel, est la racine supd-

. N 3
rieurc 4 1 de 27 - z - 1 , que nous appellerons 61 .

Le probléme s'est posé de généraliser ces résultats a d'autres ensembles.

d'entiers algébriques, de définitions anzlogues & celle de Sl .

Considérons 1'ensemble des entiers algébriques qui sont,ainsi que 1l'un

de leurs conjugués, extéricurs au cercle-unité, tous les autres conjuguds

lui étant intérieurs. Il convicnt d'y distinguer deux sous—ensembles, suivant

[N

que les deux conjugués extérieurs au cercle-unité sont réels ou imaginaires

conjugués. Soit 82 le sous-ensemble des nombres réels, 35 le sous-ensem~

ble des nombres imaginaircs,
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Dans la suite nous ferons correspondre & tout nombre de Sl , 82 ou 82
le polynome irréductible & ccofficients entiers dont il ost racine, soit s

P(z) = £z° + ay 27 s ag (a,>0,¢€= 1)

Enserble Eg .~ M Kelly a démontré en 1950 (4mer. J. Math., 72, 1950, p.

565-572) que les nombres limites de 82 appartiennent a '32 s'ils sont
imaginaires, & &, s'ils sont réels. L'ensemble S, + 8, est donc fermé,

Mle Doubrére a, cn 1955, établi le critérc suivant (C. R. icad. Sc. Paris,
t. 240, 1955, p. 2111-2113).

—— —

Pour qu'un nombre & de 82 ou de Sl soit valeur limite de 82 s

il faut et il suffit qu'il existe un polynome A4(z) & coefficients entiers
tel que, sur lzl =1 [A(z)I' Lip(z)| i @e.§2

P

!A(z)ié‘.Pz(z)'n si @1681 .

1'égalité n'étant vérifide qu'en un nombre fini de points. Cela s'applique,

en particulier aux puissances entidres > 1 des nombres de 82 ,» qui appar-
tiennent a 1'ensemble dérivé. Le critére montre égaloment que les nombres de
Si appartiennent 4 1'ensemble dérivé de '§2 : en effet si E;G.Si , 11
existe un polynome Al(z) a coefficients entiers tel que, sur |zl =1 :
iAl(z)l <|P(z)| sauf or un nombre fini deo points. Le nolynome A(z)zzﬁf(z)

satisfait au critére précédent.

Ensemble 82 .=~ . Lorsque les deux nombres d'un méme couple conjugué tendent

simultanément vers une limite, on ne sait pas déterminer dans tous les cas

la nature de ces limites.

Ou bien les deux nombres du couple tendent vers deux nombres conjugués

de s,

Ou bien 1'un des deux nombres tend vers un nombre do S1 et méme de Si

et on ne peut alors rien dire de la limite de 1'autre nombre du couple,

On a la condition suffisante, qui rappelle les critéres précédents.

Pour qu'un nombre de 82 apparticnne 4 son ensemble dérivé, il suffit

qu'il existe un polynome 4(z) & coefficients entiers tel que :

(a2l < 1P(2)]  swr Yz| =1 » 1'égalité n'ayant lieu qu'en unh nombre

fini de points.
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Ceci montre, comme pour 1'snsemble S.I , que les puissancce entiérecs > 1
des nombres de 82 , et les norbres totalement rdels de 32 , appartiennent

3 1'ensemble dérivé.

Minimum du moduls des nombres de 82 , et des nombres do 82 , quand les deux

nombres d'un méme couple sont simultanément bornds en valeur absolue.- ?%
étant fermé n'a pas de point d'accumulation sur |zl = 1 . On peut donc cher-

cher quels sont les nombres de 82 qui ont le plus petit module possible.
Nous allons déterminer ces nombres et montrer d'autre part que deux nombres
conjugués de S, ne peuvent pas avoir ginultanédment des modules inféricurs

a un certsin minimum,

—

Remerquons tout 4'abord que les nombres imaeginaires purs de 82 ont

’

pour carrés des nombres réels dont tous les conjugués sont intérieurs au cer-

cle-unité, donc des nombres de S1 : les nombres imaginaires purs de 82 sont
les racines carrdesdes nombres négatifs de Sy
B =
Le module minimum des nombres de 52 imaginaires purs est donc \’Ul s

. . . o 2 .
et ce minimum est atteint pour les racines de 2z~ -2 + 1 . extérieures

au cercle-unité.

D'autre part, les nombres limites de S, situds sur 1'axe imaginaire

coincident, en vertu du critere de Mlle Doubrére, avee les racines carrées

at

des nombres négatifs de S - Ceux qui ont le plus petit module sont donc

racines de 2z + 2 et ce module vaut

\//E“ = \ / i,/’é"} 1‘

Vo

De méme, les couples conjugués de 82 formés de nombres opposés sont

t
1

les racines carrées des nombres positifs de S1 . Celui de ces couples ayant

la plus petite valeur absolue cst donc formé des racincs extéricures au cer-
) G2 T
cle-unité de z -2 ~1 , et cette valeur absolue vaut \le .
. T
Nous allons montrer que cette valeur \!%l est le minimum du module des
nombres de 82 s déterminer tous les couples pour lesquels ce minimum est

atteint, et montrer qu'il n'existe pas dec couple de nombres de S, simulta-

’ . Los ’ . \/I\‘i 2 N
nément inféricurs ou égaux en valeur absolue & 151 , autre que celui que

nous venons de déterminer.
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Soit & , 3 , un couple de nombres conjuguds de S, ou 'é'? , P(z)

. ~ . 85,1 .
le polynome correspondant. Soit Q(z) = &2z° P(E) . Faisons correspondre au

couple &, /i la fraction rationnclle  £(z) = PEZ; ‘
Qlz

Supposons que le polynome P {z) n'est pas réciproque.

£(z) no se réduit pas & une constante. Elle est méromorphe pour |z| <1,

oot oz et lf(z)i=1 e \zl=1. Soit
n 4

f(z) Tuy Uz ket U2 le développement cn série de puissan-

y adnet pour pdles simples

ces de f(z) au voisinage de 2z = 0 . Il est & cocfficients entiers et U
est >0,
qg(z) = £(2) (erz - 1)(Sz - 1)

(z ) (z -/3)

On considére la fonction

i@(z)i:l sur  |zl=1.

Elle ost holomorphe ot bornée par 1 cn module pour |z| <1 . I1 en

sera de méme pour la suite dec fonctions :

_1 26 - o 3 (o)
s G

D (a) $pa) = 8,40
L4\2) = s =
FT 2 %) d0)- 1

8fn-—l(z) (i?n—l(o) = , .

(z)?.il,

i

1
z

: T
tant que ces fonctions sont définies, donc tant qu'on n'a pas (\En

c'est-a-dire tant qu'on n'a pas % ?n(o) [= 1.
On obtient des relations d'inégalité entre les coefficients u_ de
. 1 1 . o
f(z) et ses pdles et 7 s oon exprimant que :

-

1l <1, ., 18 (o] 21

Nous supposerons désormais o] « \/él ot | f2 | < \/91 (1)
1) {&E(O)) < 1 montre que les inégalitéds (1) entrainent g = 1
On a alors \%(O) | £1 ¢t on peut former <@1(2) .
2) Exprimons que M}l(o) l <1
a) Cette indgalité entraine, lorsque (1) est vérifié uy = 0 ou
ul == 1

- D) si lgfl(o)h 1 "{?1(2).31:'1 ot fla)z 2 -1)(Ba-1)(a>x5)
(z ) (z - 3) (lpz=1)
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Ceci entraine que o et S sont des unités du 3e degré et la 3¢ ra-
cine de P(z) , ndcessairement réelle, cst 1'inverse d'un nombre de S, du
3e degré dont la wvaleur absolue vaut x| x | /51,

.

Or le plus petit nombre pogitif de Sl , tﬁ est une unité du 3e

. . e s . Al
degré dont les deux conjuguds sont imaginaires. L'inversc de bl a donc

S

pour conjugués deux nombres de '§9 dont le module est V/Bl : le minimum
" e

L

du module des nombres de -§2 tels que qa(z) =11 st Ea ; 11

existe deux couples opposés pour lesquels ce minimum est atteint, formds des

racines de : zj + z2 -1 ot zj - z2 + 1.,

———

I1 n'existe pas, d'autre part, de couple de nombres de 82 tels que

+ . N . ’ . S
‘@l(z) $ -1 qui soicnt simultanément < N'ﬂl en valeur absolue.

Supposons donc !%&(O){ <1 = ‘@2(z) est alors bien définie.

o T
3) Exprimons (¥2(O)[.é 1

a) Si u; = 0 : cette indgalité entreine que :
- 851 ol et S sont réels, ils sont nécessairement de signes contraires et
u2.:+ 1 1.
- sl o et /3 sont imaginaires, [ uy, = - 1 .
» . + s 2 el 'Ij( 14’ . - . 2
b) Si u; = -1 : 1'inégalité | Iz‘O)‘Ag 1 entraine simultanément,

quand (1) est vérifié, <1 et u, >0,

)

Ce cas est donc impossitle.

i A
i

c) Supposons que !? (O)% =1, uy dtant égal 3 O .

‘2
oY - S @2(0) =+1 ib(z) =+ 1.

On retrouve le cas écarté au début ou P(z) est un polynome réeipro-

que du 4e degré. Etudions-le ici.

Si les 4 racines sont réelles, on peut déterminer le polynome P(z)
pour lequel la plus grande racine (en veleur absolue) est minima. On vérifie

N Y
que ce.minimum est supérieur 3 V/ﬁl .

Si les 4 racines sont imagineires, on forme le polynome transformé de

P(z) par t= Zy %y C'est aussi un polynome réciproque du 4e degré. Il a

deux racines de module 1 , j% ot é; ot O3 est la seule racine >1 . Il

est immédiat de montrer que cette racine réelle cst supérieure 2 »51 .
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/,3"Si @2(0):"'1 ’ J)(Z)E—l.

o ct /3 sont des unités du 4e degré dont les deux conjuguds intérieurs
au cercic-unité sont réels si X et O appartiennent a -52 , imaginaires
s'ils apparticnnent a 82 . Les deux familles de polyncmes P(z) correspon-
dantes sont réeiproques l'une de 1'autre. Si o et /3 sont imaginaires, o /3
est encote la seule racine réelle supérieure 4 1 du polynome transformé de

P(z) par t =2z . On voit alors que cette racine est nécessairement su-

7
172
périeure & 91 ; O et /3 {tant des unitds, leurs deux conjuguds réels ne

1
Vb, o
sont les inverses des nombres de 'Sl correspondant 3 432(2) = -~ 1, Donc
si I@z(o)l =1, (1) nc peut 8tre vérifié : )3},,(0)\4 1 , et on peut
former «'1>3(z) .

peuvent pas &tre simultandénent supérieurs a en valeur absolue. Or, ce

4) Exprimons 1@3(0)* £'1 : ccla entraine uy =0

Si (1) est vérifié, le développement de f(z) est donc de la forme :
£(z) l+zz+u z4+... si aet f3 682

2 4y <
f(z) 1-2 Uy T si o et ,45682

oy Elee o0 1w - 6
%= 1) £(a) - (2% - €2® - 1)

Considérons la fonetion :

o €=+ 1 si A et B sont rédels , €= --1 5'ils sont imaginaires.

La fonction Y(z) = (dz - 1)( Sz - 1) [(24 - 1) £(z) - (z4 - &z2 -1)]
jz] €1 . Sur Vzl=1, 124 L 1) < \z4+ G_zz- 1),

Donc, en vertu du théordne de Rouché, Y(z) a, dans |z!| <1, autant de

zéros que (9 z - 1)( Az - 1)(z4 - 822 - 1) , soit quatre, et il en est

de méme du dénominateur de gl(z) . Or, le développement de ce dénominateur

est holomorphe pour

est de la forme : ~Ug T I1 n'a donc pas de zéro autre que z = 0,
et u, est Z0; 2z =0 est le seul pdle possible de gl(z) . Mais son nu-.
mérateur a un développement de la forme : (1 - u4)z4 + 4o 3 11 a donec 2z =0

pour zéro d'ordre 4 au moins. gl.(z) est donc holomorphe pour |zl <1 .

D'autre part Sgl(z)(z 1 surlzl=1.
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u, - 1

gl(O) = et la condition lgl(O) | £1  est équivalente 3

u4>0

Supposons u, >1 : gl(O) est alors # 0 . La fonction :
g,(2) - ¢,(0)

g,(z) g;(0)~1

1
g,(z) = X -
2

1
est holomorphe et bornée par 1 en module pour |z] <1 . Donc lg2(&—)l <1.

On vérifie que cette indgalité est dans tous les cas incompatible avec (1) .

Done : u4= 1

Le développement de gl(z) s valable pour |z{<£ 1l , est alors & coef-

ficients entiers. Sa valeur moyenne sur |zi= 1 é&tant 1 , gl(z) se réduit

a4 un monéme de la forme : gl(z)_:‘i zP et comme g2(0) =0 : p>1.
4 + py 4 2

Done f(Z) = (Z - 1) -2 (Z - &z 1)
(z4 + 5_22 - 1)z zp(z4 -~ 1)

Si €=-1 : & et f3 terdent, quand p —>+ oo » vers lz couple

' .
e 91 s ces deux nombres étant racincs de 2.4 + 22 - 1 . Nous avions déja
signalé qu'ils appartenaient a4 1'ensemble dérivé de -§2 .

A —

Si €=+1 : oet A tendent vers le couple =V Ul , ces nombres
étant racines de z4 - z2 - 1 . I1 était évident, en vertu de la condition
suffisante trouvée, que ces nombres appartiennent & 1'ensemble dérivé de S2 .
Si p est pair : & et B sont los racines carrdes d'un nombre de 5 >0
ou < 0, car les polynomes (22 - 1)L zq(22 ~ 2z - 1) ont, en vertu du

théoréme de Rouché, une racine appartensnt a S, -

Ces nombres ont déja été 4tudids.

Si p est impair , si A et /3 sont réels, ils sont de signes contraires.

On vérifie immédiatement qu'il est impossible de trouver & >U tel que
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=
o < VB et aPlo - w1y~ (ot o) =0,

Si o et /3 sont imaginaires, on montre que, si p = 3, il est im-

possible que

. 4 o
tov Pl 37._____..@ - 1 } si !dl<\f91 .
(o U o S |
Pour p =1, on forme lc transformé de P(z) par 2y 8, =t . I1 a
o f5 pour plus grande racinc > 0 . On vérifie que é% est inférieur 2 cette

racine.

I1 est donc impossible de trouver un counle de nombres de S. ou S

2 2
dont les modules soient simultanédment inférieurs 3 91 . I}_gxiste trois
—— /
couples de S, et trois seulement dont lec module vaut | 0 . Ces nombres
T 3 2 3 ol

sont racines de : 2z -3z" +1 , 37 +3z° -1 ot 27 -2 + 1

~
Le couple z VEa est un couplec de 52 . Ces nombres sont racines de :

6 2

5 -z —-1.




