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Séminaire P o DUBREIL
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Année 1957~5~

17 février 1958

Nous avons développé, CROISOT et moi, âne théorie noethérienne des anneaux non

commutatifs au moyen de la notion d’idéal tertiaire qui doit remplacer la notion

d’idéal primaire, insuffisante dans le cas non commutatif. Cette théorie est

exposée dans deux mémoires principaux (L. LESIEUR et R. CROISOT, [4] et [5]).
Les résultats que je me propose de présenter ici y apportent une contribution

nouvelle basée sur la notion de résiduel essentiel d’un idéale avec une a pplication

intéressante aux idéaux tertiaires ; nous montrons en effet qu’un tertiaire

est caractérisé par la propriété de posséder un résiduel essentiel unique.

L’exposé qui suit se limite au cas des idéaux à gauche d’un anneau ( ).
Je reprends les hypothèses et les notations utilisées dans une conférence faite

par R. CROlSOT [2J. U désigne un anneau, non nécessairement commutatif, n’ayant

pas nécessairement un élément unité. Nous imposons une condition de chaîne qui

est, soit la condition de chaîne ascendante pour les idé aux à gauche, soit la

condition de chaîne descendante pour les idéaux à gauche. Nous notons a U~ b

la réunion de aUb et de ab 1J, b ~ U) . Pour tout nous notons

(xj l’idéal à gauche de U engendré par x . Les idéaux, à gauche sont représentés

par des ma-juscules d’imprimerie, les idéaux bila tère s par des majuscules de ronde.

Pour tout idéal à gauche X et tout idéal à gauche Y , nous notons X’.Y le

résiduel à gauche de X par rapport à Y, qui est l’ensemble des éléments

( ) v’ fait la notion de résiduel essentiel et son application à la caracté-
risértion des idéaux tertiaires sont valables aussi pour los idéaux bilatères d’.un

anneauu les idéaux à gauche ou bila tères d’un demi-groupe avec zéro, le-s sous-

modules d’un U-module, U étant un anneau non commutatif. Une présentation ’ ..

abstraite valable pour tous ces cas est donnée dans deux notes récentes

(L. LESIEUR et R. CROISOT, [6] et [7]).



a E U tels que aY ~ X ; ce résiduel à gauche est un idéal bilatère.

1. Résiduel essentiel d’un idéal ~, gauche.

DÉFINITION. - On appelle résiduel essentiel d’un à gauche X un idéal

tel qu’il existe un idéal à gauche Y ~ X avec 6= X’ oY et

Dans la suite, nous utilisorons le plus souvent deux propriétés caractéristi-

ques des idéaux essentiels sous la forme des propriétés 1 et 2 .

PROPRIÉTÉ 1. - Pour que (P soit résiduel essentiel do 1.’ idéa.l a gauche X ,
il faut et il suffit qu’ il existe un idéal à. gauche Y ~ X , tel que ~~~ X‘ ‘Y

et

a. La condition est nécessaire, car en prenant pour Y l’idéal qui figure
dans la définition l’hypothèse Z ~ Y , Z ~ X entraîne X ~ X + Z ~ Y d’où

b. La condition est suffisante. Supposons X’.Y , Y satisfaisant à la

condition de la propriété 1 . On a aussi = X*. (X + Y) avec X C X + Y . c

Considérons Z tel que X c Z ~ X + Y . On peut écrire Z = X + Y) d’où

X’ .Z = XB Y) = ~ puisque Z ~. Y ~ X, Z ’) Y .

La propriété 1 est établie. Nous nous y référerons dans la suite en disant que

U = X’.Y est résiduel essentiel de X par rapport à Y.

Soit C/= X’.Y un résiduel essentiel de X par rapport à Y. Considérons un

élément Y , donc u = X.(y0| , c’est-à-dire (j est l’ensemble
des éléments a qui vérifient a X . En prenant z ~ z  X y
on a aussi (y= XB(zj 1 de sorte que la relation a z ’&#x26; X entraîne a U y~ ~. X .

Réciproquement, supposons que U" soit de lai forme u= (p
est un élément tel que 1

Alors l’idéal (T== 1 est résiduel essentiel de X par rapport à (y..) .
Considérons en effet un idéal à gauche Z tel que (y~) ~ On a

d’abord X".Z ~ X’.(y..j 1 ; inver sement, soit a~ X’.Z ; en prenant un élément

z ~ X , on a donc : z ~ X , z ~ (y0| , a U* z ~ X d’où a U*y0~ X



d’après la condition ( 1 ~ , Il en résulte a E X‘ . (y ~ et :~’ . Z ~ 

Ce résultat nous conduit à la deuxième propriété caractéristique d’un résiduel
essentiel de X :

PROPRIETE 2. - Pour que soi t résiduel essentiel de X , il fa ut et il suffit

qu’ il soit de la forme X’ . 1 où y~ ~ X est un élément tel que :

Nous nous référerons dans le. suite à cette propriété en disant que est un

résiduel essentiel de X par rapport à (y~j . .

PROPRIETE 3. - Tout résiduel essentiel de X contient le radical tertiaire de

X .

Rappelons en effet la définition du radical tertiaire de K ~ ~ 2 ~
p.l p. 459). C’ e st l’ensemble éléments a tels que :

Supposons et soit U un résiduel essentiel do X par rapport à y~ .
En appliquant la définition du radical à l’élément y0 ~ X , il existe donc z

tel que : z f (y0| , z ~ X , aU z c X . 0n Qn déduit d’après la propriété
2 , a U* y0 ~ X , donc On a bien R(X) ~ (T .

PROPRIÉTÉ 4. - Si P est un résiduel à gauche propre maximal de c’est un

résiduel essentiel d~ X.

Un résiduel à gaucho propre est de la forme X’.Y avec Y ~ X . Supposons-le
maximale et soit Z S Y Z %L X . On a d’où XBZ == puisque
XBY est maximal.

PROPRIETE 5. - Tout résiduel à gauche de X de la forme (?= X.Z , avec
Z ~ X , est un résiduel essentiel de X. Réciproquement~ si U vérifie la

condition de chaîne descendante~ tout résiduel essentiel de X est de cette forme.

La première partie de la propriété est immédiate en vertu de la définition de
Z ( ). Pour démontrer la seconde, (? étant un résiduel essentiel de X

de la forme (j == XBY ~ avec Y ~X ~ il suffit do choisir pour Z un idéal .

minimal vérifiant X C Z ~ Y et d’appliquer la définition. 

(~) On rappelle que Z ~X signifie ZOX et entraîne Z. == Z .



Dans sa thèse [3] , J. GUÉRINDON considère idéaux de la formo x’ . Z , avec

Z ; x , pour le cas d’un anneau commutatif, et il montre qu’un tel idéal est

premier maximal. Dans le cas d’un anneau non commutatif nous pouvons toujours affirmer

qu’un essentiel de X est premier, d’après la propriété suivante :

PROPRIÉTÉ 6. - Tout résiduel essentiel de X est premier (3).

Supposons résiduel essentiel par rapport à YO (propriété 2), et
a U* b~ . On a donc a U* b U* y0 ~ x . Dans le cas b U* y0 ~ X on ab£ É9 . On a donc a U* b U* 0 Dans 1’ cas b U* 0. " on a

b ~  . Sinon, il existe z ~ b U* y0 ’_: 1 avec et a X . On

en déduit a U~ X d’après la a 

COROLLAIRE. - Tout idéal distinct de U, qu’ un nombre fini do

résiduels essentiels.

On sait en effet que X ne possède qu’ un nombre fini de résiduels à gauche

propres premiers : ([4] , théorème 2.1 , p. 7). o ,

2. Application des idéaux essentiels aux idéaux tertiaires.

Nous allons appliquer maintenant la notion d’idéal résiduel essentiel pour
donner une propriété caractéristique des idéaux tertiaires.

THEOREME 1. - Pour que l’ idéal à gauche iâ soit tertiaire, il faut et il

suffit qu’ il n’admette qu’ un seul résiduel essentiel.

Rappolons d’abord la définition d’un idéal tertiaire qui sera utilisée ici

(L. L~SIEUR et R. CROISOT, ~5 ~ , ~ . 460 , ou ~2~ ~ p. 2) : l’idéal X est

tertiaire si l’on a : .

où (~L(X) désire le radical tertiaire do X ~ qui a été défini plus haut

(propriété 3).
a. Montrons qu’un idéal tertiaire X n’admet qu’un résiduel essentiel. Soit

(j le radical tertiaire de X. Soit ~~ un résiduel essentiel de X ~ par

rapport à (y..) 1 . On a P ~ P, car si B..) ,on a p’ U* y0 ~ X , y.. 
puisque X est Inversement~ soit comme

y.. ~ X , il existe d’après la définition du radical j de X un élément z

tel que z ~. X ~ z  ] et p U* z c X. Il en résulte diaprés la propriété 2 :

(") Au sens de MAC COYrs] : l’idéal bilatère P est premier si la relation
a U b c (? entraîne ou Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il
suffit que la relation a U* b ~  entraîne a~P ou b~ .



b. Montrons qu’un idéal X qui qu’un résiduel essentiel est nécessai-

rement tertiaire. Il faut donc établir :

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Il existerait donc un élément c tel que :

Considérons un résiduel à gauche de X maximal parmi ceux qui sont de la forme

X’.(y) ~ avec X ~ y ~ (cj . Ce résiduel maximal ’J == est un rési-

duel essentiel de X par rapport à L’hypothèse a U b ~ X ,
entraîna a ~ X.(b| , qui est un résiduel à gauche propre de X. Colui-ci est

contenu dans un résiduel à gauche propre maximal qui est essentiel d’après la

propriété 4 et qui coïncide donc avec (Y l’hypothèse d’unicité. Il en
résulte soit a U X , avec (cj . Mais cola entraînerait

X d’après (2) , ce qui serait contraire à l’hypothèse.

Il est possible de généraliser le théorème 1 en précisant quels sont tous les

résiduels essentiels d’un idéal à gauche X donné. Il suffit pour cela d’utiliser

une décomposition réduite de X comme intersection d’un nombre fini d’idéux

tertiaires.(Pour la définition et l’existence d’un telle décomposition, voir
L. LESIEUR et R. CROISOT, [5] , p. 462, ou [2] p. 6).

Soit X = X. 0’ ... ~ X 
n 

une décomposition réduite X comme intersection 
’

d’idéaux à gauche X. (i = 1 , ... , n) supposés Aucun X.
n’est superflu et les sont des idéaux bilatères crémiers tous distincts.

Nous allons démontrer qui les résiduels essentiels de X sont précisément les
idéaux U.. . Nous utiliserons 7car cela le lemme suivant :

Soit U = X*. un résiduel essentiel do X par rapport à YO ’ 
’

et soit X = ... ’’1 X 
n 

une décomposition réduite de X comme intersection

d’idéaux à gauche X. (JB -tertiaire s. Il existe un X. et un seul, soit 

tel que X n 1 = (y~ j . . On a ? = (J~ et .~ ... ~ 1 o X n (y~ ) .
Considérons parmi les X. un ensemble minimal, soit Jx...... tel que 

On c. m 81 puisque y0 /, X . Il en résulte y0 ~ X1 , sinon on [Curait

x o yo 1 = X2 ;i ... i Xm r, yo 1 . Soit p e @ = x.. yo 1 1 on a donc



p U"’ y 1 X ~ X1 et comme X est p ~ 1 et par suite ~ 1 .
Démontrons . maintenant Comme on r. 

il existe y’ ~ Y’ , donc y’ ~. (y~~ ~ ~1 que y’ ~ et par suite tel que

y’ ~ X.. Si p. est un élément quelconque de on a donc en vertu de la

définition du radical de X1 , un élément z ~ (y’| , z ~ X1 , tel que

p U~ z ~ X.. Il en résulte p. U~ z IX et par suite p~ U~ y~ $: X d’après la

propriété 2 , c’est-à-dire p. ~ (F et 1 ~ (P . On a bien (?= Ceci démontre

en mSme temps que m = 1 ~ car le cas m >1 entraînerait do même ~= O? ~
= 2 , ce qui jst contraire à l’hypothèse. On a donc bien

THÉORÈME 2. - Les résiduels essentiels d’un idéal à gauche X coïncident

avec les idéaux Premiers 
- ,£ i associés aux idéaux tertiaires )1, 1 d’une décompe-

X1 "" ° ° °  Xn ° 

.,

t.,. On sait déjà d’après le lemme qu’un résiduel essentiel .de X cst nécessai-

rement l’un de s idéaux Ô) .
b. Montrons, réciproquement, qao Ù§ , par exemple, est un résiduel essentiel

de X . Considérons y = x  ... fh x ; on a donc x = x y , soit

,,, 
’ ’ ’~’’ 

2 ’ n 1 .

°’ = un résiduel fl.r’ X maximal parmi ceux qui sont de 1?. forme X° . (y ) ,
où y / X , y E: Y . Celai-ci est un résiduel essentiel d,o 1.1 car si. on a

Z G 1 avec Z j’ X , il existe z a Z , z .# X et on a

Il en résulte l’égalité puisque X.(y0| 1 est maximal. Mais on û

par suite =. 1 d’après le Le théorème est démontré.
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