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SUR LES ANNEAUX ADMETTANT UNE REPRESENTATION NORMALE
DANS UN MODULE DONT LE TREILLIS DES SOUS-MODULES EST DISTRIBUTIF

par Ernest-August BEHRENS

Ies annecaux T , mentionnés dans le titre sont supposés semi-primaires et munis
d'un élément unité. Ils sont une généralisation des anneaux simples ou mieux des
anneaux primitifs, c'cst-a-dire des anneaux T ayant un T-module normel et
irréductible. En premier lieu, je donnerai un critére commode pour la distributivi-
té du treillis V(m) des T-sous-modules d'un T-module normal m (théoréme 2).
Puis je caraétériserai les anneaux ci-dessus comie ceux qui sont représentables
par des anneaux d'applications linéairss, qui sont "suffisamment denses" dans un
sens précisé dans le théoréme 3, supposant qus T est une algébre sur un corps
commutatif X , qui est un corps de décomposition pour les algébres T dans

~T/w(T)_T @...@T .

1o Seit T un anneau semi-primaire ayant un élément unité 1, c'est-a-dire pour
lequel la condition minimale pour les idéaux & droite est remplie. Soit m un
module & droite par rapport & T , et unitaire, Soit V(m) 1le treillis des sous-
modules de m par rapport & T . En premier lieu supposons l'anneau T simple.

Si le module m est irréductible, il est clair que le treillis V , se composant

de -0 et de m, est distributif. D'autre part si m est réductible, il est la
somme directe de sous-modules irréductibles ooy Tw-igonorphes enire oux. &u moyen
de l'isomorphisme 6 de m; Ssur m, nous formons l'ensemble

= { .
m'—1xl+x16’x1£m1} .
C'est un sous-module d¢ m par rapport & T y €t on voit que V(m) . contient
un sous-treillis, ayant le diagramme suivant

ml/‘“l ‘“2\
\\\\mlrwnb O////
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Ceci montre que le treillis V(m) n'est pas distributif, et nous avons; par

conséquent, la

PROPOSITION 1, = Si T est simple, la distributivité de V(m) est équivalente &

1'irréductibilité de n

Il n'est pas difficile de¢ généraliser la proposition 1 & un amneau T primaire,
c'est-a-dire & un anneau semi~-primaire ayant la propriété suivante : le quotient
T de l'anncau T par son radical de Wedderburn W(T) est simple. Pour cela,

nous formons la chafne de Loewy pour le¢ T-module m ¢

i 2
(1) mo5mW S > eee SuT =0

by

- Puisque mwk"'1 est le résultot de l'application de W & I:Mk » chacun des groupes=-
quotients /" oot un module par rapport & l'anneau-quotient T = TA/ . Si

le treillis V(n) est distributif, le treillis V(@I /dl*') est distributif
aussi. Alors la proposition 1 a pour conséquence 1l'irréductibilité du quotient

nﬂdk/nidk+l , autrement dit, la chaine (1) est maximale.

Réciproquement, si cette condition est remplie, les modules de la chafne de
Loewy constituent la totalité des T-sous-modules de m . Par conséquent , le
treillis V(m) distributif bien entendu, cst unc chainc, ¢ qui dénontre la

PROPOSITION 24 -~ Si T est primaire, la distributivité de V(m) est équivalente
4 la maxinalité dec la chafne de Loewy (1).

On prouve, dans la théorie des anneaux semi-primaires, qu'un tel amneau T ,
ayant un &lément 1, cst la sommne des anneaux primaire T}c et d'un sous-groupe
additif N du radical (T) :

() T = Tl

+T2+... +Tq+N.

(Cette somme est dirccte mais seulement en sa 'qualité de groupe additif). Il
existe g éléments idempotentset orthogonaux £, tel que 1 = E ot eee + €
et T)( = g}cT ¢ x ° En formant les T}( -modules m £ ,cyOUS voyons facilenent
que la distributivité de V(n) implique la distributivité des V(m g)() « Done,

suivant la proposition 2 la maximalité des chaines de Loewy

r
(3) me, >l (T, ) > ....ymW(Tk)""zO,

=1, eee y, 9, cst une condition nécessaire pour la distributivité du treillis
V(m) . Cette condition est suffisante aussi. Car 1 étant la somne des T j(nous avons
la représentation univoque '

u=u 61 + eee +11€q
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pour chaque T=gous-module u dc n, et la maximalité de la chaine (3) implique
u k., =i (T,.) , colme on l'a remarqué ci-dessus, pour un exposant convenable

kK, o Alors la rcprésentation des modules

k1 k
u =mw1 + eee -I-quq ) U’L =W(T7C) ’

entratne la distributivité de V(m) o Nous avons prouvé le

4 .
THEOREHE 1. - La distributivité ds V(m) est équivalente a la naxinalité des
chaines de Loewy (3) pour 2c=1 , ees 5 q

On peut trouver la démonstration détaillde du théoréme 1 dans [1] .

2, 8i le module n est normal, c'cst-d-dire, si l'annulateur du T-nodule n

est zéro, llexposant =, , dans la formule (3), est égal & l'exposant P, du
radical W(Tn) de 1l'anneau primnaire T, , donc au plus petit nombre vérifiant
W(T%)'P =0 o Lo nombre £, dépend de 1l'anneau T, seulenent, mais non du module
m o Soit { = {(n€,) la longueur du treillis V(me,, ) des T, =sous-nodules
de n €5 Il est clair que f, € £y ot que (’ = 'f' est équivalent & la maxima=-
1ité de 1la chaine (3). Soit ¥ = £(n) 1la 1ongueur du treillis V(n) .

PROPOSITION 3.
£1+«P2+...+ fq'—'-’ ’en

DEMONSTRATION. = Soit

(4) mn =mo‘rﬂl7m2>-..7m€=0

une chatne maximale de T-sous-modules de n . Chaque module-quotient m =, /o )
est un module irrdductible et normal pour un et seulenent un terme de la somme

dans la représentation

(5) | T=1h(D) =T, ®... T,

o

les T, & T, M(T,,) étant simples. De plus les autres termes de la somme dans

la formule (5) sont annulés par cet m:.L o Les modules-quotients mi y ooe mi
1 t
de la chatne (4), qui sont normaux par rapport a TJ( o constituent une chatne <

0(7() de T-modules T-isomorphes ontre cux. Il n'est pas difficile dc dér wontrer,
que la chaine

(6) | mej{:mO € 2 mlg%; ..._J_mif?r=0
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de th-sous-modulcs dc n E,%Aest moxinale (sans les répétitions bicn entendu. !)
et que la longueur —@K de cettc chafne cst égale au nombre t, de modules dans

1» chatne €V . En conséquence lo sorme '(l + oao * @q cst égale au nombre £

(>9)

de tous les modules ﬁi dens tous les ensembles O
Utilisant les inégalités ?9(§'€17 2¢=1, ees 3 q , valables pour chaque T-
nodule nornal m , ¢t 1'équivalence des q équations thz Jaf 4 la naximalité

des chatnes (3), la proposition 3 et lo théoréme 1 entrainent le théoréme suivant $

THEOFEME 2 - Soit n un module normal de T , T seni-primaire, 1 €T
Le treillis V(n) des T-sous-modules de n cst distributif si et seulenent si

la longueur £(@m) du treillis V{(m) rem»lit la condition

’?(m)': i;l'i'Fz"'eoo'l‘qu
J'attire votre attention sur lc fait que la sorme des f,¢ dépend seulenent de

1l'anneau T des opérateurs, mais non du nodule m , et que le nombre An) a

une signification trés simple dans le théoric des treillis.

3. N, JACOBSON a donné une définition des annecaux primitifs ¢ 1l'anneau T est
prinitif, s'il existe un T-nodule normal et irréductible. (Voir par exemple
[2], aéfinition 2, p. 4). On peut décrire ces anneaux coime les anneaux denses
des applications linéaires d'un nodule sur un corps K o Si la condition mininale
pour les idéaux & droitcs dans T est remplie, on peut expriner cela en disant :
T est isonorphe & lfanneau des natrices carrées sur K . Les anneaux admettant
une représcntation normale dans un nodule dont le treillis des sous-modules est
distributif, sont une généralisation des anncoux prinitifs ; en effet, un module
irréductible n'a que zéro ¢t lui-méme corme sous-modules e

Existe~t=il pour ces anneaux unec description analogue & la représentation
ci-dessus des annecaux prizditifs ?

Soit T une algébre de rang fini n sur le corps commutatif X o En premier"
lieu jo supposc que T soit primaire ¢t que X soit le corps de décomposition
pour 1'anneau quotient T = TM(T) , c'est-a-dirc que T est isonorphe & 1'anneau

Knxn des natrices carréds sur K ., Soit m un module normal par rapport & T

et supposons le treillis V(n) distributif.
T étant prineire et V(n) é&tant distributif, la chafne de Loewy
n = :° ) mwl D eae >mwf’ =0

est maximale (proposition 2). Utilisant les désignations my = 3 ot E& = mk/ﬁk+1’
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chaque é1lénent & dc W(T) induit unc application A , linceire par rapport a
K , du noduls quotient ﬁk sur mk 4 ° Ces appllcumons A forment le groupe
addaitif L(nk » r1k+1 o W(T)) » Parce que 1le radical W(T) est un idéal bilatdre de
y. lc groupe L vérific la rclation T.L.T €L , dont on peut tirer la conségquence
que L est le groupec densc des applicaticns K-lindaires de Hk sur Ek 4 2
puisque T est sinple ot les ?.Tk sont des T-modules irréductibles ayant le corps
K comme centralisateur. (Voir par excmple [2 ], théoréme 1, p, 31). D'une fagon
plﬁs précisc soient n = rang, Ek s ¢t ko un nombre conpris entre O ct P - 1,
solent donnés n Slénents X ; e.» , x de M linéaircnent indépendants

!
par rapport & K , et n é&léncnts Ty » oo

s Tn de Dk 4 s il cxiste alors

v

un élénent x de l'amneau T ayant les propridtés suwantcs
/le“ []1{_'_1 pOU.I' k=09l’so-9?—19

(7) |
XX =¥, pour i=1,2, . mn.

Dans les derniércs formules, j'ai désigné par X 1'élénent A de L, qui est
induit par & « Il c¢st clair que 1l'itération d fois de cec procédé donne llexis—
tence d'un élénent ' de T vérifiant

mkrcgmk'l'd pOL‘lI"k:O,l‘, oaa,f—dg
(8)

XUV =y, pour i=1,2, .40 , n,

i 4

en quoi k est un nonbre entre O ¢t e -d-1 + D¢ nouveau la lcttrc T désigne
un ele'nent de T et sirmltanénent 1781énent dc L(mk nk +d ? W (T) ) 5 qui est
induit par T dens ce groupe L.. Parce que mk est un T-nodule :ereductlble ’
~les formules (8) sont remplies russi pour d = 0 . L'inversec de cc résultat est
dénontrable sens difficulté. Nous avons la

PROPOSITION 4e = Soit T unc algébres sur le corps commtetif K , soit

= TMi(T) & Knxn e T adnet un T-modulc n normal ct unitaire, ayant son

treillis V(n) distributif, si et seulement si T est représentable par un

anncau d'applications K=-lincaires, ou existe un élénent 7y remplissant les

conditions (8) » poar chaque choix du nombre d entre O et i 1 , du nombre -

k, cotzg O gt fp-d-l , dos n $léments x; ; K-lindairenent indépendants

dons m, , ot des éléments ';'r'i dans By qe

Si l'algébre T sur lc corps K n'est pas primaire et si le corps K est le

corps de décorposition pour les temes T% dens la somme T =

ﬁ R
ll + eee + Tq
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on peut réduirc ce cas & lo proposition 4. Dc nouveau, 1l faut renplacer la
chatne (1) par les chafncs (3) pour lecs divers 7c ¢t appliquer la proposition 4.
Comme dans la dénonstration de la proposition 3, il est meilleur d'utiliser, au
lieu de 1a chafnc (3), la sous-chaine C'¢/ do la chaine des modules quoticnts
de (4), qui est constitude par les nodules E& , qui sont T-isonorphes entre=-

GU.X, k=1,2,0..’40%.

Alors nous pouvons dirc ¢

THEOREME 3. = Soit T wunc aledbre dec reng fini sur le corps corrmtatif K .

12 . Fr A . =T @ oo " 3 cque T. X
Dans 1'équation T = TAI(T) T, € @® lq » supposons cheque N S

Alors T admet un module n normal eb unitaire, ayant son trcillis V(m)

distributif, si ct sculement si T est rcprésentcble par un anncau d'applica-

tions K-lindaires, qui cst "suffisammentdonsc" dans le sens suivant ¢ pour chaque

chatne

2 —
G()={nik§, K=1,2, 0, 4, ,
de cces modules quotients Ei de la chaine (4), gui sont T=isonorphes entre cux,
les conditions de la proposition 4 sont vérifiables par un éléuent convenable de
1®annceu. I1 y a lisu dc remplacer le nombre P par les nombr?s) ??tet les nodules
o, et ny .4 PIr lcs nodules mik st nik+d de la chatne CV9

5i 1'algébre T cst simple (q = ¢ = 1), on retmouve dans 1o théordme 3 la
représentation bien connuc des algdbres sinples, ayant un corps de déconposition

corme corps dc basce
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