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Séminaire DUBREIL-PISOT 1-01
(algdbre et Théorie des nombres) :
13e année, 195%/60; n° 1 2 novembre 1959

SUR Ln'DUALITE Dalls LES ALGIRRGES D'IDEAUX ET DE SOUS-MODULES

rar Robert CROCISCT

1. RBappel : la notion de (‘¢)-algébre. (Cf. L. LESIEUR et R. CROISOT [1]).

Une (®)-algdbre (L) est constituée par deux treillis (T) et (L) , satis-

faisant aux axliomes suivants -

3 - . £y e » . .
AYIOME A. - (%) est un demi-groupe réticulée quasi-entier complet.

({f) est donec muni d'une structure de deni-groupe multiplicatif et d'une struc-
ture de treillis complet. Les opérations du trzillis (ﬁg) seront notécs + pour
1'union (ou addition) (slle corresvond & 1'addition dans la plupart des applications
que nous avons en vue), {1 pour 1l'intersection ; la relation ¢'ordre est notée &
et la relation d'ordre strict associée < .

La multiplication est distributive par rapport & 1l'addition :
AT+ @)= R+ QC, (R + C)L = BAL+CA .

De plus, la distributivité a lieu méme pour une somme infinie :

< - \ ' P . h
A L T¥Y = b A PRy - Z R & .
Al 1) 7 A O L B

’ > 17 3
On a aussi AMB €2 NB (£ quasi-entier).

1=
a1

fin 1'élément maximum de (<4) , ou élément universel, sera note & ot 1'é1ément
nul ou minimum % . Les dléments de (<€) seront notés par des majuscules de ronde.
Dans les apolications, () est le treillis des idéaux bilatdres d'un anneau
ou d'un demi-groups avec zéro. L'opération + représente 1l'addition des idéaux
bilatéres d'un anneau ou la réunion des idéaux bilatéres d'un demi-groune. La mul-

tiplication est celle des idéaux.

AXIOE B. - (L) est un treillis complet.

Les opérations du treillis (L) seront notées + (union ou addition) et N ,
la relation d'ordre f et la relation d'ordre strict associée €& , 1'élément ma-
ximun ou universel U ; 1'élément nul ou minimum N . Les éléments de (L) seront

notés par des majuscules d'imprimerie.

Dans les applications, (L) est le treillis des idéaux 2 gauche d'un anneau ou
d'un demi-groupe avec zéro ou le treillis des sous-modules d'un module. Dans le cas

ou on étudie les idéaux bilatéres d'ua anneau ou d'un demi-groupe avec zéro,
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on prend (L) = (7).

AXIOME C. - Les éléments de (%) sont opérateurs dans (L) qui est ainsi muni

d'une opération externe faisant correspondre 2 tout (4 2(T) et tout X&(L) un
é1ément WX (L) , avec les lois suivantes :
(A7) X = #RX%), ALK

(A + ) x =41+ dHx, E+Y)= A% + Ly

°

Ces deux dernidres relations sont aussi supposées valables pour les sommes infinies ¢

‘ ) Namal 5 §—x >"'1 )
PR X = 4— ! (A X)) = L A
(e M) %=y M X, AL X)) = oy A5y

De plus, Zr=1u.

Dans le cas des idéaux ® gauche d'un anneau & ou d'un demi-groupe D avsc zéro,
15 représente 1'iddal & gauche produit de 1'ideal bilat®re (2 de 1l'anneau 4
(resp. du demi-groupe D ) par 1'id€al 2 gauche X de l'anneau 4 (resp. du demi-
groupe D ). Dans le cas des sous-modules d'un a-module M , 4% est un sous-
module procuit de 1'idéal bilatére ¢4 de l'anneau =~ par le sous-module X du
module M ., Dans le cas des idéaux bilatéres d'un anneasu A ou d'un demi-groupe

D avec zéro, (U X est le produit des deux idéaux bilatéres ¢4 et X .
LYEMPLE 1. - (‘C) ot (L) sont confondus avec 1l'ensemble des idcaux bilatéres
d'un anneau & .

EXIMPIE 2. - (4) et (L) sont confondus avec 1'ensemble des idéaux bilatéres

d'un demi-groupe D avec zéro.

T - o~ ,"—ﬁ : 2 3 p
IXEMPLE 5. - (%) est l'ensemble des icéaux bilatéres d'un anneau a4 et (L)

l'ensemble de ses idéaux 2 gauche.

EXEVPIE 4, - (":) est 1'ensemble des idéaux bilatéres d'un demi-groure D avec

zéro et (L) 1'ensemble de ses idéaux 2 gauche.

EXEMPIE 5. - () ast 1'ensomble des idéaux bilatires d'un anneau 4 et (L)

1l'ensemble des sous-modules d'un 4-module M .°
Des axiomes précidents resultent les propriétés suivantas :

PROPRIETE 1. - X et ¥ étant donnés dans (L) , l'ensemble des éléments

L& ()  tels que (1Y = X posséde us élément maximun noté X'.Y et appelé

résiduel 3 gauche de X par Y .

Pour Y J{: X, ondit cue X°.¥Y est un résiduel 2 gguche propre de X .
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PROPRIZTE 2. - X et ] Stant donnés (x (L) , % €(T)), 1'ensemble des

t
éléments V € (L) tels que LY €X posside un élément maximum noté XU et

appelé résiduel 2 droite de X rar (¢ .

la théorie des (°C)-algdbres est développée dans L. LESIEUR et R. CROISOT (2],
(35, (4], [5] lorsoue ces (‘t)-algébres satisfont & 1l'axiome supplémentaire sui-

vant ¢

AXIOMZ D. - L'ensemble des résiduels 2 zauche de tout élément . & (L) vérifie

1a condition de chaine ascendante et la coadition de chalne descendqggg.

Cet axiome est vérifié er marticulier cans 1l'un ou l'autrc ces cas importants
suivants :
1° Les treillis

(
29 Les treillis () ot (L) vérifiert la condition de chaine descendante ;

4

) et (L) +vérifient la condition de chalne ascendante |

3° Ie treillis (L) vérifie la condition de chalac ascendante et la condition
de chaine Cescendante ;
4° Le treillis (‘ﬁ) vérifie la condition de chalne ascendante et la condition

de chalne descendante.

2. Définition de 1'algdbre duale d'une (“f)-algébre (L) .

) £ >
Désignons maintenant par (4.) le demi-groupe opnozé du demi-groupe (<) , la
. . . - ’ 2 * .
multiplication cdans Gz ) étant notée . autrement dit, nous posons

* ; * . . -
A°J2 = R . Nous munissons @ ) de la relation d'ordre de () . Lous notons

* % * ) . . .

c, ~ , + ,et n respecﬁlvemegt la relation d'ordre, la relation d'ordre strict;

1'union et 1l'intersection dans (ﬁﬁ ) . Il est clair que ces cignes ont le méme sens
., . *

que les signes & , &, + et v respectivement. L'élément universel ¥ de

% . *
@C) n'est autre que Ef et son <¢lément nul ]5 n"est autre dque ;E.'
* * * *
Soit (L) 1le treillis dual du treillis (L) . Nous notons < , & , et 0

respectivement la relation d'ordre, la relation d'ordre strict, 1'union et 1l'inter-
section dans (i) . Ces signes ont le méhe sens que les signes 2, >, N et
+ resmectivement. I'é1ément universel % de (L) est I et soa élément nul

ﬁ est U .

* : ,
Finalement, 2 tout (@A e(f) = (7€) &t tout X ¢(1) = (), nous faisons
"
correspondre un €lément noté & X € (L) = (L) en posant 2" x=1Xx." .
On voit alors aiscment que les axiomes & , 2 et C sont vérifiés.

I'ous avons donc le théoréme suivant :

THEOREME 1. - Afﬂ) et (L) satisfaisant aux axiomes 4, B ; et C , le demi-

groupe opposé (G ) de (<€) muni de la méme relation d'ordre et le treillis dual
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*
(L) de (L) satisfont aussi aux axiomes =~ , B, et C .

* *
DEFINITION. - La (< )-algébre (L) s'apvelle 1'algébre duale de la
(4)-algtbre (L) .

‘Remarquons que le dual résiduel 2 gauche de X par Y que nous notons

*
X .Y est ¥ ". X et que le dual résiduel 3 droite de X var ¢ que nous

* .
notons X .- @ est X .

* *
la (< )-algébre (L) vérifiera 1l'axiome D si on a l'axiome suivant :

* s
AXIOT D . - L'ensemble des duaux résiduels & gauche de tout élément X & (L)

vérifie la condition de chalne ascendante et la condition dqmg@aine descendante.

* v . .
L'axiome D est notamment vérifié dans les cas suilvants @
1° (56) satisfait 2 la condition de chaine dscendante et (L) & la condition

>

de chalne descendante ,

2> () satisfait # la condition de chalne descendante =t (L) & la condition
de chaine ascendante ;

3° Toutes les chalnes de (L) sont de longueur finie ,

4° Toutes les chaines de (<G) sont de longueur finie ;

Toutes les propriétés des (¢,)-algdbres satisfaisant > 1'axiome b fournissent

grice 2 la dualité des propriétés qu'il ect facile de traduire & 1l'aide des nota-
tions primitives de (“6) et (L) .

Je vais en indiquer quelques-unes.

2. aApplications.

a. Dual radical vrimal. Z1éments duaux primaux. Théorémesde représentation.

THROREME 2. - Pour tout £ & (L) , 1'enszemble des éléments A c(:C) tels que

1'on ait :

a un élément maximum @§4(X) . Pour X #£ N , cet élément est 1l'intersection des

-

duaux résiduels ? gauche propres maximaux de X .

DEFINITINY, - &%4(X) se nomme le dual radical primal de X .
DEFINITION. - Un 4lément X € (L) est dit dual primal si l'on a
A ecXx, BXcX= U+ G cX
ce qui éouivaut 2

L%
Ax e X _ & < :7{':4 (x) .
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THEOREME 3. - Pour que X ( # i ) soit dual primal, il faut et il suffit qu'il

posséde un seul dual résiduel 2 gauche vropre maximal.

DEFINITIOK. - L'41ément X ( # F ) étant dual primal, son unique dual résiduel
4 gauche vropre maximal . est aprele 1'elément premier associé & X .

On dit que X est JM-dual primal.

DAFINITION. - Une représentation d'un élément X de (L) comme somme d'un nom-
bre fini d'éléments duaux rrimaux, soit X =X, + Xy +oeno ¥ Xn , est dite réduite
si aucun Xi n'est superflu, si les éléments premiers associés aux différents Xi
sont distincts et si aucun X. ne peut 8tre remplacé par un élément de la forme

’ﬂXi strictement plus petit que lui.

THEOREME 4. - Tout é1ément X de (L) est dual primal ou admet une représenta-

tion réduite comme somme d'un nombre fini d'éléments duaux primaux de la forme

X (avec Lz (£)) dont les éléments premiers associés sont incomparables deux

& deux.

THEOREME 5. - Deux roprésentations réduites d'un élément X ( # ¥ ) comme som-

me d'un nombre fini d'<1é~ents duaux prinmaux dont les é1éments premiers associés

sont incompar:bles deux & deux ont le méme nombre d'iéléments et le méme ensemble

d'éléments vremisrs associés, cet ensemble coincidant avec 1'ensemble des duaux

résiduels maximaux de X .

/
b. Duzl radical primaire. Bisments duaux primairses.

THEOREE 6. - Pour tout X # (L) , 1l'ensemble des §léments 4 ¢ (:{) tels qu'il

; . s e, Jp . )
existe uz entier positif m aveec ¢ ¢ N ". X possede un élément maximum ckl(x) .

Pour X # N , cet élément est 1'intersection des £léments premiers minimaux de

o

(T) contenant ¥ 1. X .

*
SFINITION. - zkﬁ(x) se nomie le dual radical nrimaire de X .

DATIHITION. - Un é1lément X de (L) est dit dual vnrimaire si 1l'on a

A.X C:Xf::,tg k entier positif avec 'Qk X =N ce qui équivaut &

%*
&X¢X==>&Sﬁqﬁ)

THEORIME 7. - Pour que X (. # N ) soit dual orimzire, il faut et il suffit

qu'il posséde un seul dual résiduel & gauche propre premier qui soit élément pre-

mier minimum contenant ¥ °. X .

DEFINITION., - L'é1ément X ( # 1 ) étant dual primaire , son radical primaire

stant OF , on dit qua X est (-dual primaire.
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Les é1éments dusux primaires mermettsnt d'établir le résultat suivant :

THREORDME 8. - Soit & un anneau commutatif noethérien, M un n-module artinien.

s e

Tout sous-module (+)-irréductible est dual primaire, c'est-3-dire qu'il #érifie la

cys ; . s n .
condition : aX € X =3 3 n entier positif avec a X =0 .

Tout sous-module admet une renrésentation réduite comne somme ¢'un nombre fini de

sous-modules duaux primaires, deux représent:tions du meme sous-module ayant méme

nombre d'éléments et mémes idéaux nremiers ascociés.

Ce théoréme s'applique évidemment aux ideaux d'un anneau cowmubatif noethérien

et artinien. Par contre, il n'est mas valahle nour les demi-grouves.

¢. Dual radical secondaire. Tléments duaux secondaires.

THEORIME C. - Pour tout £ = (L) s l'ensemble des Pl“wents Jl e(ﬁf) tels

qu'il existe des entiers pos: sitifs ki (1=0,1,2, .. ,n; n3>0) etdes
é1léments I?i c() (1=1,2, «eo , n) vérifiant

ky - k, . k. ¥
@ % Lot L e Ro@™ g =7 avec f£ X=X

1 2 *tt Mo : R

a un élément maximum ﬂ? ( 1) . Pour X £#N , cet élément est 1l'intersection des

é1éments oreniers minimaux de (JC) contenant I . X et contenus dans un duzl

résiduel 2 gauche rropre rremier de i .

, )
DEFINITIY. - ;%Z(A) se nomme le dual r.dicwl secoadaire de X .

DEFIVITION, - Un élément X de (L) est dit dual secondaire si l'on a

X ¢ £=k, entiers rositifs (1=0, 1,2, ..., n) et Bi e ()

(i=1,2, ... , n) tels que

K Xk ) X ¥ 3
g0 ot Lo 00 My sy avee 4L x=1
1 2 7 ’
ce qui équivaut 2 )
*
dxex= Q¢ Ry (£) .

THEOREME 10. - Pour cue £ (# ¥) coit dual secondaire, il faut et il suffit

qu'il rossede un seul dual résiduel 2 gauche propre premier qui soit élément pre-

nier minimal contenant N . X .

DEFIFITION. - L'élément X ( # N ) étant dual secondzire, scn radical dual se-

~
it

condaire Stant , on dit que A est {(P-dual secondaire.

On peut utiliser les éléments duaux secondaires pour établir les résultats sui-

vants @
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TIRORTME 11. - Soit & un anneau artinien 2 gauche, ayant un é1lément unité 3

gauche et, par conséquent, noetherier 1 gauche. Soit ™M un R-modulec. Tout sous-

moduls dual vrimal sst dual secondaire et tout sous-module : 2Gmet une representa-

—— s -  ————

tion réduite comme somme d'un nombre fini de sous-modules duaux secondalres, deux

représentations du meme sous-module avar ﬁe*e nombre c‘elements et mémes idéaux

e

premiers associés.

COROLIAIRE. - Soit 4 un anneau artinien 2 gauche, ayant un ¢lément unité &

gauche. Tout ide 5u1 & gauche dual primal est dual secondaire et tout idéal 2 gauche

admet une reprdsentation réduite comme somme C.'un nombre fini d'icdéaux 3 gauche

duaux secondaires, deux rerrésentations du méme idéal 2 gauche avant méme nonbre

1 21 2 ~ s 97 o
d'éléments et memes ideaux npremiers associés.

- o 3 ° - -’—,| I'e 03 °
d. Dual radical tertiecire. Zléments duaux tertiaires.

DEFINITION. - On aznelle dual résiducl essentiel de X = (L) un élément
T e (Qf) tel qu'il existe Y ¢ X satisfoisant & M-y ", X et 3
Yoz eX==¢=2".%.

Tout dual résiduel » gauche provre maximal est essentiel , tout duzl résiduel

essentiel est nremier.

TERNORE'E 12. - Pour tout X & (L) , 1l'encenble des ¢léments (4 e(75) tels que

- e———— o o 4 e "

1ton eit

DX+ C=4=aC=X

a un élément maximum ;; ( ) . Tour £ 717, cet élément est 1l'intersection des

o " 5 - > < o

Ve

duaux résiduels essentlels de X .

ke

*
DIFILITION. - /%_(X) se nomme le dual radical tertiaire de X .

DEFINITION, - Un é1lément 4 & (L) est dit dual tertiaire si l'on a

AX eX , Cel=3 X+ (CcX

ce qui équivaut 2
WX nX == VA c {?;OB(X) .

THEOREME 13. - Pour que £ ( # ¥ ) soit dual tertiaire, il faut et il suffit

qu'il posseéde un seul dual résiduel essentiel.

DEFIVITION. - L'41lément £ ( # @I ) étant dual tertiaire, son dual radical ter-

tiaire étant (" , on dit que X est ¢’-dual tertiaire.

e. Théorémes de représentation d'un élément comme somme finie d'éléments duaux

tertiaires. - Nous supvosons que le treillis (L) est dual semi-modulaire et

e e e
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qu'il vérifie la nrovriété suivante :

2 ﬂ X = v
(1) Ka Qo) =00 e
pour tout X et tout sous-ensemble totalement ordonné {Y1£1~I .
*

~ous surposons que l'axiome D est renforcé par 1'use ou l'autre des conditions
suivantes :

19 (F) satisfait
de chaine descendiunts ;

2¢ (€) satisfait &

de chaine ascendante ;

la conditio: de chaine agcendante et (L) & la condition

oy

a conditio

[}
S

=3

o,

o)

9 N
)

o
[d
=}

@

[N

escendante et (L; 2 la condition

3° Toutec le: chalnes de (L) sont ds longueur finie.

[

. »

(Dans le vremisr et le troisidme cas, li provriété (1) est trivialement vérifide ).

Movennant ces coiditions, tout é1émert ds (L) est somme d'un nombre fini d'é1é-

s’

ments (+)-irréductibles, c'est-i-dire d'éléménts qui ne sont pas la somme de deux

éléments strictement plus netits qu'eux.

[

THEORIME 14. - Tout &lément X de (L) autrs gue H admet une représentation

réduite comne somme ¢'un nombre flnl d'é]énento duaux t rtlelrva

THICRTTE 15, - Deux rerrésentitions réduites d'un élément X ( # i ) comme

some d'un nombrs fini d'éléments duaux tertiairss ont le mdme nombre 4'éléments

et le mdme encenble d'sléments rremisrs associds, cet ensemble colncidant avec

l'enseﬂble dns ddqu résiduels essentiels de .

Les théorimes de renrdsentation ¢ 'us {1ément comme somme finie d'é1d édnents duaux
tertiaires seront valables dans les cas suiv&nts H

- idsaux 3 gauche d'un anneaun artinien 3 gauch~ et noethérien bilatére ;

- idézux & gouche A'ur demi-grouve avec zéro artinien & z.uche et noethérien bi-
latére ;

- ideaux & gauche d'un demi- -groure :vec zéro noethérisn » gauche et artinien bi-
latére ;

- idéaux bilatéres d'un anneau noethérien bilatére et artinien bilatére ;

- idéaux bilatéres d'un demi-grouve avec zéro noethérien bilatire et artinien
bilatére ;

- sous-modules d'un module artinien sur un annzau noethérien bilatdre 5

- sous-modules d'un nodule artinien 2t nosthérien.

On trouvers le développement et la démonstration complete des résultats précédents
dans L. LESIEUR et R. CROISCT [6].
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