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6-01

APPLICATION DE LA THÉORIE DE LESIEUR ET CROISOT

AUX ORDRES MAXIMAUX RÉGULIERS NOETHÉRIENS À GAUCHE

par Guy MAURY

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
13e année, 1959/60, n° 6 14 décembre 19 59

10 Introduction

La théorie des ordres maximaux a été faite par ASANO et publiée sous sa forme

générale en novembre 1~539 ~,3~. Un ordre maximal régulier est un anneau ou un

de~i-groupe non nécessairement commutatif, défini par certaines propriétés qui
seront données dans la partie II. En 1956, LESIEUR et CROISOT ont publié leur
"théorie noethérienne des anneaux, des demi-groupes et des modules dans le cas

non commutatif", [6j et [7]. Je vais montrer dans cet exposé que, en utilisant
cette dernière théorie, on peut affiner la théorie des ordres maximaux réguliers:
un des résultats principaux est le suivant n

Dans un ordre maximal régulier ~~r 9 noethérien à gauche, tout idéal à gauche
engendré par un élément simplifiable a de soit est intersection

d’un nombre fini d’idéaux "primaires" (au sens précisé dans la partie IV). Il y
a unicité des radicaux de ces composants primaires et ce sont des idéaux premiers
bilatères minimaux (au sens précisé dans la partie IV)o

Un anneau~ ordre maximal régulier~ commutatif, noethérien, n’est pas autre cho-
se qu’un anneau co~mutatif noethérien, intégralement clos. Appliqué à ce cas, le

résultat cité se réduit à un théorème très classique sur les anneaux commutatifs

noethériens intégralement clos. En complément, nous énonçons une caractérisation
des ordres maximaux réguliers, noethériens à gauche, qui généralise une caracté-
risation bien connue dans le cas commutatif. o

Ls~ lecture de cet exposé peut être très utilement préparée par la lecture du
fascicule de P. [4-.L et bien entendu par la lecture des deux mémoires

dont il a été question ci-dessus.

II

Nous allons nous placer dans le cas d’un demi-groupe et nous allons donner les

définitions dans ce cas, la transposition de ces définitions se fait facilement

au cas d’un anneau [1].



DÉFINITION II1. - Soit (P un demi-groupe et soit M le demi-groupe des

éléments de M simplifiables des deux côtés 0 Soit H’ un sous-demi-groupe de

M o Un demi-groupe S est dit demi-groupe quotient à gauche selon M’

si t 
.

contient c0 ,
2° S a un élément unité 1 ;

3° Tout élément ~ de M’ a un inverse ~ dans S t = 1 ~

4~ Pour tout élément x de S ~ il existe ~ 3, -~ de H’ ~ tel que 6 ~ .

REMARQUE 11.1. - On démontre , [2j~ que S existe? étant donnés ~ et ’5 ’ , si

et seulement si, pour un élément a de (P 3 quelconque’, et pour un élément o

de M’ quelconque, il existe des éléments a’ t et c~’ 9 a’ ~. t~~ ~/ ~ ~r tels

que a . Ce demi-groupe quotient à gauche de S selon M’ est alors dé-

terminé à un isomorphisme près par L~ et ~’ . o

REMARQUE 11.2. - Si S est un demi-groupe quotient à gauche de L~ par 

alors pour tout ~. (i = 1 y 2 , ... ~ n) , éléments de ~ ~ il existe des élé-
ments de O , ci , i = 1 , 2 , n , tels que i

II.20 - Si = ~~’ 9 S est appelé le demi-groupe quotient à gau-
che de (9 . o Si S est demi-groupe quotient à gauche et à droite de ~.~ ( ) 9 S

est appelé le demi-groupe quotient q

DÉFINITION Il. 30 - ITn sous-ensemble ~‘ de S est appelé un ordre de S , si 1

1~ (y forme un sous-demi-groupe avec élément unité o 
’

2° S est un demi-groupe quotient de ~ par ~’ ~ S~ désignant l’en-

semble de tous les éléments de S ayant un inverseo

Dans la suite, un élément de S avant un inverse sera dit régulier.

DÉFINITION II.4. - Soit O un ordre de S o Un sous-ensemble A de S est

appelé un O-ensemble à gauche (à droite), si l’on a OA ~ A (A É ~ A ) .

DÉFINITION II. 5. - Un O-ensemble à. gauche ( à droite) A est appelé un

à gauche (à droite) de S 9 si A contient un élément régulier de S

et s’ il existe un élément régulier ~~. tel que M~ ~ ~ s (ÀA ~ i.~r ) .
A est appelé un est un -idéal à gauche et un 

à droite. est appelé aussi un (9 -idéal bilatère et même plus
brièvement un (y-idéal. o

1 ) La définition d’un demi-groupe quotient à droite de (; selon s’ima-

gine sans peine.



REMARQUE II.30 - On peut supposer dans la définition (11.5) que À appartient
a 9.

REMARQUE II.4-. - Soient A et B deux O-idéaux à gauche (à droite , bilatè-

res) de S . Alors A U B et A P B sont des (9-idéaux à gauche (à droite y
bilatères) de S , (se reporter à la remarque 1.2).

Soient A un ~-.6~-idéal, B un AB = b ~ B~
est un ~-(9~-idéal ~ il existe en effet ~ tel que donc

A et il existe ,’- tel que A~ C, (p~ donc ~.(9~ ~B. étant
régulier comme À En particuliery le produit de deux (9-idéaux est un
-idéal.

DÉFINITION 11.6. - Deux sous-ensembles M et N de S sont dits équivalents
s’il existe des éléments réguliers 03BB ,  03BB’, ’ tels &#x26;

REMARQUE 11.5. - °En particulier, deux ordres de S sont dits équivalents, s~ils

le sont en tant que sous-ensembles de S. Dans ce cas, 03BB et éléments ré-

guliers satisfaisant p &#x26; ~D peuvent être pris dans ~9 (et de même

~’ y ~ dans (~ ), car il existe des éléments réguliers ~x. et f3 de ~~
tels que 03B103BB et 03B2 appartiennent à O. On a alors 1

THÉORÈME 11.1. - Soit A un O-idéal à gauche, formons :

C~ est un ordre contenant ~P et équivalent à (9 . o &#x26;~ est de plus un
() -idéal gauche. C? 

r 
est un ordre équivalent à 0’ et A est un Ol-Or-idéal.

DÉMONSTRATION. - Ol et Or sont des demi-groupes contenant 1 . Si À et

M sont des éléments réguliers tels que :  ~A 3, A B. s O, on peut écrire : i
;~ ~ A~B ~ A), ~ (9. o De plus ~P est contenu dans (~ ~ (9~ est donc

un ordre équivalent à ~ et c’est aussi un (9-idéal à gauche.
On peut écrire successivement : t

A03BBA ~ OA ~ A , 03BBA ~ O
r 

et A03BB ~ Ol, 03BBO  ~ 03BBA ~ Or .

Le demi-groupe, contenant 1 3, (9 est un ordre ù pour tout x appartenant à

S y il existe appartenant a S* H (9 3 tel que a = appartient à o



Par suite, en posant o/ = ~~ ~’ 1 ~. S* f~~9 ~ a’ = appartient à (P 
r

et l’on a o(’ x x a’ .De même pour tout x appartenant à S y il existe

03B1" ~ S* ~ t9 tel que appartient à t9 .
On a aussi O ~ AO ~ A a donc O03BB ~ A03BB ~ O et enfin A (9 cA et

A C A . o Tout ce qui précède contre que Or est un ordre équivalent à O
et que A est un Ol - Or-idéal.
DÉFINITION II.7. - Ly et. O 

r 
sont appelés respectivement ordre à gauche et

ordre à droite de A .

DÉFINITION II.8. - Un O-idéal à gauche (à droite) A est dit entier si c’est

un demi-groupe, ou encore si l’on a A2 ~ A . o

REMARQUE 11.6. - Les conditions suivantes sont équivalentes i 
’

- ~

DÉFINITION II.9. - Un ordre de S est dit un ordre maximale si tout ordre le

contenant et équivalent à lui, lui est égal.

THÉORÈME II.2. - Soit O un ordre de S , les conditions suivantes sont équi-
valentes 1

1~ C/ est un ordre maximal ;

2~ Il n’existe pas de ~-idéal à gauche (à droite) entier, contenant (9 ~ qui
ne soit pas égal à b~ ; 

,

3° L’ordre à gauche d’un ~-idéal à gauche quelconque est ~ ~ et l’ordre à

droite d’un ~9-idéal à droite quelconque est 9 . "

4° L’ordre à droite et l’orcre à gauche d’un O-idéal bilatère quelconque est O.

DÉMONSTRATION. - La condition 1 entraîne la condition 2. Celle-ci entraîne la

condition 3 qui entraîne la condition ~o o ~outrons que la condition 4 entraîne la

condition 1. D’abord, sous l’hypothèse exprimée par la condition 4 , si M est

un O-ensemble a gauche contenu dans S et tel que l’on ait 03BBM ~, 03BB ~ S* ~ U;
on a aussi M03BB ~ (9 . o En effet, on peut écrire successivement :

~~MB ~ ~M~ ~ ~ ~ ~At~ ~ et comme contenu dans (9 , on a
M~ ~(9. 0

Soit maintenant (9’ un ordre équivalent à L/ et contenant (9 ~ i il existe



des éléments X et p- de S~ ~ ~ tels que s ~t9~ ~~9 . D’après ce que
l’on vient de voir, on a O’  03BB ~ 0 et de même O’ est donc

un 0-idéal bilatère dont l’ordre à gauche est par suite (9. Mais de ~ (~’~ ~’~
on déduit et (9~ ~ t~.

REMARQUE II.7. - D’après ce théorème? un O-idéal à gauche (à droite) est entier

si et seulement est contenu dans ~9 ~ ~9 étant un ordre maximal. De plus

chaque 0 -ensemble à gauche équivalent à un ordre maximal L/ est un O-idéal
à gauche, (se reporter au début de la démonstration du théorème 1.2).

REMARQUE 11.8. - Comme il est équivalent d’écrire Ac Sr Ol, ou AcA ~ A , ou

o~ ~ ~9 ~ A étant un ~9-idéal à gauche ( à droite) quelconque, (9 étant un

ordre quelconque de S ~ étant respectivement les ordres à gauche

et à droite de A ~ l’ensemble noté A de tous les éléments c de S tels

que AcA  A est aussi l’ensemble de tous les éléments c de S tels que

(~- ~ ou encore l’ensemble de tous les éléments c de S tels que cA S- C~ .
On pourra vérifier que A" est (En prenant la notation des 

résiduels, A"~ = ~’ ~ A = (9/. A ). 

DÉFINITION 11.10. - Un ordre {9 de S est dit régulier, quand pour chaque
élément x de S ~ il existe des éléments réguliers o ~ p de (~ y tels que s

THÉORÈME II. 3o " Soit L un ordre de S , les conditions suivantes sont équi-
valentes :

1° U est régulier;
2° Pour chaque x , x ES, il existe un O-idéal bilatère contenant x ;

3° Pour tout élément  de S* , O O est un O-idéal bilatère ;
4~ Si M est un sous-ensemble de S et si ~Mj~c~~~ ~~ 

existe des éléments réguliers o( ~ ~ appartenant à U ~ tels que
o(M~~ et MË~r(9.

5~ Pour chaque élément régulier o de t9 p il existe .~.’ 1 et ~ appartenant
à S~n ~ , tels que ~~ ~’t9, j~~ . .
6° Chaque ~-idéal à gauche (à droite) contient un ~-idéal bilatère. Nous ne

donnerons pas la démonstration de. ce théorème qui ne soulevé pas de difficultés.

DÉFINITION 11.11. - Un 9-idéal à gauche (à droite) À est dit normale O
étant un ordre quelconque de S ~ si les ordres à gauche et à droite de L~ sont

maximaux. 
’



III

1 a ::vous supposons que 0 est un ordre maximal de S o Alors l’ordre à. gauche

(à droite ) d’un O-idéal à gauche ( G droite) bilatères

ont donc ~9 pour ordre à droite et à gauche (théorème II.2). Les (9-idéaux à

gauche ( à. droite) entiers sont ceux qui sont compris dans ~~’ ~ (remarque II.6 ) .
Soit (L) le treillis des ~-idéaux à gauche, ( ~~ ) le sous-treillis des

(9-idéaux bilatères, (L’ ) le sous-treillis des ~L -idéaux à gauche entiers,
(’) le sous treillis des O-idéaux bilatères entiers, ( remarque II.4 ) .

Dans la suite, nous noterons par une majuscule d’ imprimerie un d’ un

côté et par une majuscule italique un ~-idéal bilatère.
Considérons dans (L) la relation d’ équivalence o

A , B E (L) , A -= B(;;~) ~’~~ .~-~.- , ~~ _ 1 = ~ __ ~.. ~ 1 (ou encore ~_9 : ° A _ ~~. . B ), (remar-

que 

Soit t~~, ~ 1 la restriction de à (’-’6) ~ ~

Soit ~1 la classe de A 9 A ~~ (L) ~ (1) sera l’ ensemble quotient 

(L’) l’ensemble quotient (L’)/R, () désignera l’ensemble quotient (L)/R
(-~’) l’ensemble quotient ( ~~’ )/~’ 9 ~’. désignera la classe de ~~. module

~ ~ ( (~ désignant la classe de ~ module ~y ~Z. étant considéré comme

élément de (L) )o .

2. Propriétés de la relation ;%~~ o

PROPRIÉTÉ 111.1. -.Toute classe A a un élément maximum ,

DÉMONSTRATION. - En effet , d’abord, (A-1)-1 est un O-idéal à gauche comme A

puisque A ~ est un ‘’ -idéal à droite ( remarque Ensuite (9 .’ ïl =

(9.* A~ = ~ o ’ ~~~~ ’ o (~~’ a ’ A ) ~ 9 d’après une propriété bien connue des résiduels.

Enfin ~’ ’ . ~ . ’ A) = A~ . On déduit de cette propriété que A~~ - ~ ’. (#~’’ e ~ .~~ )
est égal à A o

PROPRIÉTÉ III.2. - R est régulière pour l’union de (L) : i dans (L) on peut

définir une union U ~ t 



En effet si B ~ B’ (’~~ 9 ~ 9 B’ ~. (L) , on a, quel

soit A ~ ~L~ ~ i A ~ B .~ t~ l~ B’ ( ~’,~ 9 car

PROPRIÉTÉ IIL3. - On peut définir dans (L) une intersection ~ de la façon

suivante : i A , B ~ (L) , A ~ B = A P. B .De plus A fB B est élément maxi-

mum de sa classe A ~ B o Ainsi (L) est un treillis, (L’) un sous-treillis

de (L) .

DÉMONSTRATION. - D’abord l’union dans (L) permet de définir dans (L) une

relation d’ordre  : > A  B , si A U B = B ou encore si A* ~ B . Montrons

que A n B est la borne inférieure de A et B : a soit C  A , C 

C , A , B ~ (L) . On en déduit C~ A~ , C~~. B~ et C~~ B* , ou encore
C~Â~B -=A~ë. Montrons maintenant que C = A f~ B est maximum dans sa

classe :ona C~~, et ~02.~’.’~. ~’.(9~C)c.~B((9~~
C ~ A* , d’après les propriétés bien connues de la résiduation,

et d’après la propriété III.1. o De on a C* ~ B* , A P B et

par ailleurs B~ = C . On déduit donc C~ = A~ û B~ = C .

PROPRIÉTÉ III.4. - On peut définir le produit X d’un élé.ment 03B1~()
par un élément X ~ (L) de la façon suivante i c’est la classe du produit

~.X ~ (L) , .:-~ ~ (~. , X ~ X .

DÉMONSTRATION. - Si 6 (L) , X ~. (L) , il est facile de vérifier d’abord

que appartient à (L-) . Il faut ensuite montrer que si X et Y appar-

tiennent à (L) , avec ~e(~) , X ~Y(~) , on a (~.X E ~Y(~) , et d’autre

part, que, si X ~ (L) , 03B1 , 03B2 ~(L) , A =: 03B2(R’) , on a 03B1X = 03B2X(R) .
Pour la seconde partie~ il suffit de remarquer que (p. "~.X == ~9. en effet

Pour la première partie, Dosons i9 °é?lK = V et 9 0 QY = V’ o On a succes-

sivement : 1
- - , ~ -

De même, on démontrerait ~T’ ~ V et V = V’ o



PROPRIÉTÉ III.5. - On a les propriétés suivantes du produit 03B1X :

(C ) ~ Pour tout couple X ~ (L’) , L~ 6 (~J’) ~ il existe (L ’ ) tel

que 03B1X  X et l’ensemble des -;; ces propriétés admet un élément maxi-
mum noté X. o

(C~)~ i Pour tout couple X é (L’) ~ ~ 6 (L’) ~ si de plus (9 est un ordre ré-
gulier, il existe un 6i! ~("~’) tel que (~Y ~ X et l’ensemble des (~- avant

ces propriétés admet un élément maximal noté X" 0 .Y . o

DÉMONSTRATION. - Pour démontrer les propriétés (C1) , (C2) , (C3) , (C.) il suf-
fit de prendre des représentants dans les différentes classes. Démontrons (C~) ~ t

Soit X* 1~’élément maximum de X ~ on a X* C "3 . o Soit ~ un élément de (~’) ~
appartenant à la classe ~L 6 (~’) 3 (~. est compris dans (’? . o Considérons

l’ensemble des éléments x de (9 tels que * c’est un O-ensemble à
gauche compris dans C/ et qui comprend évidemment X ~ c’est donc un ~’-idéal
à gauche compris dans O , noté Y et l’on a X* , donc Y  X . Récipro-
quement, soit Y’ 6 (L’) , tel que Pour un représentant Y’ de Y’ ,
on a ~Y’ ~ X* , ~. étant le représentant de la classe déjà considéré

plus haut. On déduit "’ g Y , d’où ~’ ~ ~ . o

Démontrons (C) sous l’hypothèse supplémentaire que O est régulier ù
~:)

Soit X l’élément maximum de X y on a o Soit Y ~ (L’) un représen-
tant de Y 6 (L’) ~ on a Y ~ ~9 . o Considérons l’ensemble des x , x 6~9 ~ tels
que xY ~ X . C’est un U -ensemble à droite et à gauche compris dans pour

montrer que c’est un O-idéal bilatère  , il suffit de montrer qu’il contient
un élément régulier ~9 étant régulier~ étant un élément régulier de

X* , il existe un élément régulier B de X* , tel que (théorè-
me 11.3) et par suite et /~ appartient à "L . o Ceci étant, on a
Y ~ X* , donc o Réciproquement, soit ’ ~ (L’) , tel que X ,
alors étant un représentant dans (L’) de ’ , on en déduit 
et par suite donc (~) . o

PROPRIÉTÉ III.6. - (L) est un groupe réticulé commutatif. o

Nous renvoyons a la démonstration d’ASANO [3].

( ) Dans les démonstrations de (C~) et (C~)~ on se place dans le cas d’un demi- groupe(9 . o La démonstration dans le cas d’un anneau (9 se fait en calquant ces dernières.



PROPRIÉTÉ III.7. - et (~’) sont des treillis modulaires. o 
~’ ’ ’

DÉMONSTRATION. - (L) , en tant que groupe réticulée est un treillis distribu-

tif donc modulaire, donc aussi (~’) . Démontrons que (L’) est modulaire : il

faut montrer que i

(1) A , B , C ~ (f’) , A ~ C , entraient A 0 (~ rB C) = (A ÔB) Q C . ,

Or, par définition, B 1 C est égal à B f~ C ~ en désignant par A ~ B ~ C

les éléments maximums de A’ y B y’C respectivement. Donc le premier membre de

Inégalité (l) est égal à et comme a B ~ C et comme

(L’) est modulaire, il est aussi égal à (A U B ) ~ C c’est-à-dire à

(A U B) H G .

PROPRIÉTÉ 111.8. - Si (L’) vérifie la condition de chaîne ascendante, il en

est de même de (L’) et de (’~’) .

PROPRIÉTÉ III.9. - Soient f’ , B ~ (L’) ,  ~ (’) , tels que 
il existe X tel que X 6 (~ ) ~ X ~ B , X’ = 

On exprime ceci en disant que tout élément (( ’ ) , est (L’)-principal.
([6J~ paragraphe 1 et paragraphe 7, page 107).

DÉMONSTRATION. - Considérons ~"~ ~.(~) et X = X’ , on a :

De plus, on a

, 
~ est supposé dans cette partie, sauf mention contraire, un ordre maximal ré-

gulier, noethérien à gauche.

Conformément au mémoire [6J ~ nous introduisons les définitions suivantes i

DÉFINITION IV. 1. - Un élément ,  ~ (’) , sera dit premier si t

~ C ~ (~’) . entraînent ~ ~ ~ ou C ~ ~ . o

DÉFINITION IV.2. - Un élément X , X ~ (L’) , sera dit primaire si t

d~X’ ~ X , X’ f (C’) , ~ ~(~’) , X’ ~X , entraînent l’existence d’un entier
naturel ~ tel que !~.. ~ X * . o ou tel que, ce qui est équivalente ~ ’ ~ X .

. PROPRIÉTÉ IV. 1. - Soit X élément primaire de (L’) , l’ensemble des éléments



03B1 de (L’) pour lesquels il existe un entier naturel k , tel que

~~~. un élément maximum qui est un élément rremier de ( ~’) . Cet

élément se nonme le radical de X . o

DÉMONSTRATION. - La démonstration est donnée au mémoire [6] , > page 90 ; on re-

marquera en effet que les treillis (~’) et (L’) satisfont aux hypothèses gé-
nérales vérifiées par les treillis (~) et (L) de ce mémoire (pages 81-83)~
diaprés les propriétés énoncées à la partie III.

THÉORÈME IV.1. - Tout élément de (L’) est intersection d’un nombre fini d’élé-

ments primaires et la décomposition peut être réduite. Il y a unicité des éléments

de (L’) , radicaux de ces composants primaires.

Il- suffit de se reporter au mémoire [6] (page 108 , théorème 7.1
et pages 112~113 ~ théorèmes et ~.2)p en utilisant les propriétés de la par-
tie III et notamment la propriété III 09 o

DÉFINITION IV 03 (3). - Un élément P de (L’) est dit premier si t

(-~ ’ ) , ~ %’ S ~ entraînent soit ~. ~ ~ , > soit ~ ~ ~ .
DÉFINITION IV.4 (3). - Un élément X de (I/) est dit primaire si i

(~ ’ ) ~ v E (L~ ) ~ X , X ~ entraînent qu’il existe u..n nombre

naturel k tel X .

DÉFINITION IV.5, (3). - Un élément ? de (L’) sera dit primaire à gauche
dans (L’) si 03B1 ~ (L’) , 03B2 ~ (’) , 03B103B2 ~  , 03B2 ~  , entraînent

qu’il existe un entier naturel k tel que ~ (? .

DÉFINITION IV.6. - Un élément 0 de (L’) sera dit primaire à droite dans

(~) si s ~ ~ (~’) , ~5 £ (~’) , y ~(~ ~ ~ . ~3 ~ ~ , entraînent qu’il
existe un entier naturel k tel que C C .

DÉFINITION IV.6 bis. - Un élément (? de (et 1 ) sera dit primaire dans (L’) ,
s’il est a la fois primaire à droite et primaire à gauche.

’ THÉORÈME IV.2. - Toute classe première P de (L’) différente de O a pour

élément maximum de (’) , P* ~ C, premier. Réciproquement, tout élément pre-
mier P de (L’) non équivalent a C/ module R’ est maximum dans sa classe

..:~ est un élément premier de (~’) ~ et si l’on a L? ~ (S~) ? tel que
l’on déduit ~ module ~ . o

( ) Dans ces définitions~ ~ est un ordre quelconque noethérien à gauche.



DÉMONSTRATION. - fous pouvons remarquer que l’élément P* de la classe P ,

d’un ?*-idéal bilatère P , est l’élément maximum de la classe P. Supposons
que l’on ait, 03B1, B ~ (’) , OB ~ P* et par exemple 03B1 ~ P* o On en dé-

duit : £ 03B103B2  P et 03B1 P , ce qui entraîne 3 puisque P est premier :

~  ~ ? donc 11 c ~ . Réciproquement~ soit (~ un élément premier de (~’)
et non équivalent à ~ module ;~’ . v Soit 9L un élément de (’?1’) appartenant

a ~ ~ 1 on a ~~ ~ ~ et ~-~ ~ M , en posant ~ = ~"~ , ~ = 
on a U = T = O(R’) , donc  ~ P . o Or est impossible, puisque

cela entraînerait "~ S ~ donc ~P 1= !9 .On déduit donc que 9L est compris

dans P ou encore que P est maximum dans sa classe o D’autre part P

est élément rremier de (L’) , car 03B103B2  P, O  P , entraînent, en pre-

nant des représentants dans  , dans  : z  ~ P ,  P et

par suite, ~ P et  P .

On sait que ~ ~ élément premier de (~’) 9 est maximal dans (~’) 3 (c’est
une propriété bien connue des éléments entiers d’un groupe rét.iculé) . Par suite

P ~ C ~ O , P étant un élément crémier de (L’) 3 C ~ (L’) , entraînent

~~~ et~~ë.

IV. 3. - Toute classe primaire dans (~’’) différente de S y a pour
élément maximum un élément primaire dans (~’) . o Réciproquement~ tout élément

de (’6’) primaire &#x26; gauche (adroite) dans (~’) non équivalent ~ (9 modu-

le ~/ est maximum dans sa classe. Celle-ci est un élément primaire de (~’)
et tout élément primaire ~ gauche (à droite) dans (~*) est primaire dans (~’)C~

DÉMONSTRATION. - Rappelons ’que ( ..il’ ) est commutatif et par suite, "pri-

maire dans (L’) " s’entend au sens habituel. Soit C un élément primaire dans

(’) , C* l’élément maximum de C , soient ,  ~ (L’) tels que .

03B103B2 ~ C* ,  ~ C* . o On d éduit AB  C av e c B  C , d’où, k étant

un entier naturel, k  C ? et par suite Ak  C* , ce qui montre que ? 
*

est primaire a gauche dans (~’) . De on montrerait que (~ 
* 

est primaire

à droite dans (~’) «

Réciproquement, soit C un élément primaire à droite dans (L’) non équiva-
lent a ? module (~.’ et soit C sa classe dans (~’) . Soit (? l’él,ément

maximum de (? . Montrons que C * ~ C . De C -1 
= C*-1 , on déduit

C* C*-1 C = C* C-1 C . Or  = est un (9-idéal bilatère apparte-
nant a (L’) et l’on a C*  ~ C , car C* C*-1 est un élément de (L’) .

( ) Pour le cas ou. O est commutatif, se reporter par exemple au mémoire [4J.



Comme, pour tout entier naturel ]k ~ on a ~ ’ ~ ~ ? puisque ~ est congru

à (9 module on en déduit C* ~ C , puisque (?, est primaire à droite

dans (~’) . o Soit alors ~, ~ ~(~’) . tels que ~, On

en déduite 3 y ;% étant des représentants de ~ et ~8 respectivement : i

6’, et, e étant primaire a droite dans (~~ , 
pour un entier naturel k 3 donc k S C , ce qui montre que C est primaire. 0

Far suite, d’après la première partie de la démonstration, é est aussi primai-

re à gauche dans (~’) donc primaire dans (~~) . o

IV.4. - Toute classe primaire X de (L’) différente a pour

élément maximum un élément primaire de (L’) X’ ~ non équivalent à L~ module

(~. Le radical de Y a pour élément maximum le radical de X ( ) qui n est

pas équivalent a ~ module 

DÉMONSTRATION. - Soit li ~ (L’) , primaire et soit X* l’élément maximum de X.

On a (9 . Soient .’9 ~ (~’) , Y ~ (I/) , avec Y ~’X" , X* . On en
déduit ~. Y ~ X 3 Y ~ X et par suite, il existe un entier naturel k tel que

~~~ X ~ donc on a ~Z ~ et X~ est primaire. La dernière partie du théo-

rème est facile à démontrer~ sa démonstration est laissée au soin du lecteur.

THÉORÈME IV.4 bis. - Si les !9-idéaux à gauche entiers sont normaux, tout élé-

ment primaire de (L’ ) non équivalent à ~9 moà ~ est maximum dans sa classe

et celle-ci est élément primaire de (L’) non égal à (9 .

DÉMONSTRATION. - Soit X un élément primaire de (L’) non équivalent à 
0 Soit Y un élément de L’ équivalent a X module ~ ~ i X" = Y" . On

tire de la Y = Y . 0 est un élément de (.~’) équiva-
lent à 0 modulo R : i en effet, c’est d’abord un ?-ensemble contenant évidem-

ment élément régulier et contenu dans ~ ~ (remarque 11.8)~ et de plus, on

peut écrire ~ .’ = 
" X"~ car X"~. ~X"~ est l’ordre à droite

du -idéal à droite (théorème ce qui montre que est équi-
valent à 9 module ~’ . o

Par ailleurs, on a Y ~ O’ , O’ 1 étant l’ordre à droite de Y . Or, nous

allons montrer que? sous les hypothèses faites, deux ~9 -idéaux à gauche entiers

équivalents module ~ ~ X et Y , ont ordre a droite ~9 ’ : i appelons (9 "

l’ordre à droite de X ~ les ordres à gauche de X et Y étant égaux à (9 (théo-

rème 11.2). o ~’ et sont d’ailleurs maximaux puisque X et Y sont normaux.

( ) La définition se calque sur celle donnée à la propriété IV.1.



On sait, (remarque que X* est un "--idéal, que Y* est un

~9 ’-(9-idéal. De X~ = Y"~ ~ on déduit 9 ’ X"~ = X’~ et par suite
’ ~ X-1. .X-1 ; a or X-1. .X-1 est l’ordre à gauche du "-idéal à gauche 

(0 ~’ étant maximale cet ordre à gauche est ~)~ et par suite C9* ~ (P~ et de

même 9" S O’ donc O’ = O" . On a vu, (théorème II . 1), que X était un

O’-idéal p droite, par suite, on a 
, 

’

On ne peut avoir X , car, X étant primaire, il en résulterait pour un cer-

tain entier naturel 1~ ~ c X et par suite S ~ ? c’est-à-dire X = ~ ~
et ceci est impassible. On a donc Y ~ X et X est élément maximum dans sa clas-

se. 0 Montrons maintenant que X est élément primaire de (L’) . o Soient

JL’ ~ (’), Y ~ (L’), avec Y  X , ’ Y  X . On en déduit en prenant des
représentants Y dans d~.’ 1 et Y respectivement ~ i et Y 

X étant, comme on l’a vu, élément maximum de sa classe. Par suite, X étant pri-

maire, il existe un entier naturel k tel X et par suite S.’ ~ X ~
ce qui montre que X est primaire.

REMARQUE IV.1. - On peut démontrer que, si .eg est un ordre maximal, dont tous

les O -idéaux à. gauche sont normaux, R est régulière pour l’intersection de

(L) : t c’est le cas par exemple~ si ~9 e;’.t un anneau, ordre maximal régulier~
dont les ~ -idéaux 2 gauche entiers vérifient la condition de chaîne descendan-
te ([5L P. et 132). 0

THÉORÈME IV.5. - Soit a un élément régulier de 0 , le {9 -idéal a gauche
Oa est intersection d’un nombre fini de O-idéaux e gauche entiers Drimaires.

La décomposition peut être réduite. et Les radicaux de ces composants primaires sont

bien déterminés et sont des t9 -idéaux entiers premiers minimaux (tout ~9-idéal

premier contenu dans l’un d’eux lui est égal). o

entendrons "décomposition réduite" au sens du mémoire [6]
(page 112). Il est facile de montrer que est maximum dans sa classe. a D’après
le théorème on r;eut écrire t Pa = Xi , où X. est un élément primaire
de (L’) dont .le radical est un élément crémier de (’) Pi , Pi ~ (9 .

. 

D’après la définition de l’intersection dans (L’) , l’élément maximum de ~ X.
h 

’ 

- 

est X*i , X. désignant l’élément maximum de Xi , i = 1, ... , h. On a1 1 ~



donc 6 a = ~ Î[ a D’après le théorème IV.4 , X[ est primaire et son radical

a pour §lasse le ra,dical de X. , i = 1 , o . o , h o D’après le 

rème IV.2 , fl. , i x 1 , o o c , h , ne peut contenir un É’ -idéal premier dis-

tinct de lui-même.

LIIJ.£FZ£ IV.1. - Tout (f’-idéal entier éi , à # ÔÎ , contient un O-idéal ma-
ximum dans sa classe modulo fl) , non équivalent à, ’à o Tout. 61-idéal entier

-oremier minimal n’ pas équivalent à W module 0

DÉMONSTRATION. - Soit a un élément régulier de &#x26; . 19a contient un -idéal

bilatère puisque O est régulier, (théorème II.3), et l’union de tous les

Ù -idéaux bilatères contenus dans 19a est un O -idéal bilatère ,Q-’ j on a suc-

cessivement : cci’ c é>a , ’-1 ~ (a)-1 et (’-1)-1 s = Sa .
Donc (03B1’-1)-1 est comDris dans à1 ’ pui sque; c’est un O-idéal bilatère conte-
nu dans a . On déduit 1 i-. (’-1)-1 = S’ et e st maximum dans sa

qui est différente de Ô ° donc ’ = PP11 ° ° ° 

les Pi étant des éléments premiers de ( Ë ’ ) et, les ç, 1 des entiers conve-

nables.

Soit maintenant P un É -idéal bilatère premier entior minimal, et soit dÉ’ t

un O -idéal bilatère contenu dans !% les propriétés décrites ci-dessus.

Dé si gnons par Y° , i l’élément maximum de 1". , i i ù 1 , a o o , r j d ’ aprè s le

théorème IVo2, fi, est premier. On a
1 

. 

;,

et par suite (~. ~ v pour un certain i ~ par suite ~ étant

minimal, ~ =~P. Q

THÉORÈME IV.6. - Soit 19 un ordre maximal régulier, noethérien à gauche, dont
tous les O-idéaux à gauche entiers sont normaux. Soit P un O-idéal bilatère
entier premier minimal, tout O-idéal à gauche entier P-tertiaire X et non

équivalent à C9 module ~ est (7~-primaire. o

DÉMONSTRATION. - Montrons d’abord que X est maximum dans sa classe module R.

Soit Y ~ X module On a Y 20141 = X 20141 . Comme au théorème IV.4 bis, on déduit

de la l’existence bilatère entier équivalent à (9 module (%/
tel que L~Y ç X . On ne peut avoir Y ~ X ~ car cela entraînerait, X étant ~.
~-tertiaire ([7j~ page 460)~ que (~ est contenu dans (~ ~ donc que fi = ~ ~



ce Qui est impossible d’après le lemme IV.l. o On a donc Y S X . Puisque X n’est
r

pas équivalent a (9 module R , on a X = ~ Xi , les X. étant des éléments

primaires de (L’) dont les radicaux sont notés Pi , i = 1 , ... , r . o X

étant maximum dans sa classe, on en déduite d’après le théorème (IV.4) :
r

X = .~) .’;~ ~ X* désignant l’élément maximum de X. ~ élément primaire de (L’) .
i2014i i ~ -L

cette décomposition est réduite et à cause de l’unicité des radicaux entrant

dans une décomposition réduite en idéaux tertiaires, on déduit que X est

~ -"primaire.

THÉORÈME IV.6 bis. - Soit O un ordre maximal régulier, vérifiant la condition

de chaîne ascendante pour les (9-idéaux bilatères entiers. Soit P un U-idéal

bilatère entier premier minimal et soit un 0-idéal bilatère P-tertiaire

(d’un c5té). Alors 6~ est ~-primaire dans (~’) . o

Il suffit de refaire 1~ démonstration précédente on faisant

les simplifications qui s’imposent.

V

DÉFINITION V.l. - Soit O un ordre de S quelconque dont tous les éléments

sont réguliers sauf éventuellement le soit ~ un (9-idéal premier com-

pris dans ~ ~ soit M un sous-ensemble de S et soit ~~ = le

complémentaire de 0 , dans O . Nous notons :

REMARQUE v i - En particulier OP et PO sont des ordres de s contenant

Ù , si ?l est un É -idéal à gauche, M,, est un Ù, -idéal à, gauche conte-
u-

nant 1" .

LEMME V. l. - Soit Fi un O-idéal %. gauche contenu dans O , @’ -primaire,
~ " S~ Ô~ ’ ° É~ ~ ~’~ ’

Si #> ’ n’est pas contenu dans on  Mç = %» . 
DÉMONSTRATION. - Sous hypothèses faites, il existe un entier naturel k tel

que $ ’ 
k 
c M o Si fi ’ n’ est pas contenu dans Ù" , on peut trouver un él.ément,

s dans #Ù P’k n’appartenant pas à P (démonstration par récurrence sur k ) i

on a sÉ l  Fl et par suite 1 appartient à et MP = OP .o



Si P’ est contenu dans P, sx ~ M , s ~ CP , x(=r i[9 , entraînent,

puisque s n’appartient pas à et que M est P’-primaire, x ~ M et

MP ~ O = M .

THÉORÈME V.l. - Soit O un ordre régulier dont tous les éléments sont réguliers

sauf le zéro éventuellement~ pour que 63 soit un ordre maximal il faut et il suf-

fit que les conditions suivantes soient simultanément réalisées ~ t

(Cj s Pour tout ordre (?’ équivalent a 0 et tel que ~9’ 2 ~ ~ et pour tout

9 -idéal bilatère P premier minimale contenu dans O , on a O’ = P (9’ .

(C2) : i Pour tout élément régulier a de O, Oa est intersection d-’un nombre

fini de (9 -idéaux a gauche primaires contenus dans (~ dont les radicaux sont

des O-idéaux bilatères, compris dans O , crémiers minimaux.

(Cj s OP est un ordre maximale pour tout O-idéal bilatère premier minimal

compris dans O .

DÉMONSTRATION.
1~ Les conditions sont nécessaires : i en se reportant au mémoire [3J~ on voit fa-

cilement que la définition que nous avons donnée pour 9,~ coïncide dans le cas

où O est un ordre maximal régulier avec la définition d’ASANO pour OP . On
peut donc appliquer ses résultats : on a ~~p = /p L~ et est un ordre ma-

ximal, ce qui montre que les conditions (C.) et (Cj sont vérifiées. (C2) résulte
du théorème IV.5.

2° Les conditions sont suffisantes : t soit O’ un ordre contenant 9 et équi-

valent à (9 . o D’acres (0~.) on a ~ = ~~)’ , ~ étant un (9-idéal premier
bilatère minimal compris dans 6) quelconque. O étant. régulier, O’ est un

(9-idéal bilatère, donc, d’après la remarque V.1 , en tenant compte que O’P = PO’
et OP = PO, O’P est un OP-idéal bilatère, dont l’ordre à droite est
OP d’après la condition et le théorème 11.2 . Or, on a (9* (p* c. O’P
donc O’ ~ O’P . (0’. = OP o Soit donc x = ba-1 , b 3 a ~ (? un élément
quelconque de O’ . D’après ce qui précède, x appartient à OP et Dar suite

b appartient à OP a == (Oa)P . Or d’après (C2), Oa est égal à Xi où les

X. sont des O-idéaux à gauche compris- dans. ,. O , Pi-primairés. D’après, le lemme
on a pour i == 1 ~ n ~ 1
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Mais alors b appartenant à pour i = 1 , n ~ b appartient à

Xi pour i=l ? n ~ donc et x appartient à 67~ ce qui montre

que ~9’ = 9. 0
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