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7-01

SUR LES DEMI-GROUPES ADMETTANT POUR IMAGE HOMOMORPHE UN GROUPE AVEC ZÉRO

par Pierre LEFEBVRE

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
13e année, 1959/60, n° 7 21 décembre 1959

INTRODUCTION. - Les résultats dans ce travail font partie d’un projet

de thèse, dont le point de départ est l’étude d’une généralisation de la notion

d’ homogroupe T~n homogroupe D est un desi-groupe possédant un groupe .
G connue idéal 00FF il existe un homomorphisme appliquant D sur G ; G est

d’ailleurs, dans un certain sens ([12]) le rlus grand groupe homomorphe à D .

On obtient une généralisation satisfaisante de cette notion, au moins dans le

cas sans zéro;, en considérant la classe des demi-groupes possédant à la fois des

complexes nets à droite minimaux et des complexes nets à gauche minimaux ([3J et

[4]) ou, ce qui est équivalente des idéaux ~~ droite minimaux et des idéaux a

gauche minimaux? ou encore un demi-groupe complètement simple sans zéro ([9J et
[10]) comme idéal.

La recherche, pour ces demi-groupes, du plus grand groupe homomorphe ([5j) m’a
amené à approfondir le rôle, dans un demi-groupe quelconque 9 des sous-demi-groupes
normaux unitaires (il)) et, plus généralement, des sous-demi-groupes réflectifs
unitaires ([lj, [7j et [12]), qui constituent, pour un demi-groupe, une eénérali-
sation de la notion de sous-groune invariant d’un groure. 0 En particulier, cer-

taines questions de modularité m’ont donduit à appliquer systématiquement les
théorèmes d’isomorphisme démontrés par Po DUBREIL pour des groupoïdes quelconques
(~z’)o
Cet exposé est consacré en fait aux résultats obtenus pour le cas d’un de:rr:Í-

groupe D admettant rour image homomorphe un groupe avec zéro (voir aussi [6J). o
L’introduction d’un zéro, qui complique certains raisonnements et qui se révèle

parfois, du Doint de vue gain en généralité, quelque peu illusoire, r:e justifie

par l’espoir d’obtenir ultérieurement des résultats non triviaux dans le cas d’un

demi-groupe avec zéro a

On trouvera essentiellement dans ce travail ~- une étude des complexes de D

dont l’image est un sous-groupe (avec zéro) du groupe (avec zéro) homomorphe à
D ; deux théorèmes d’isomorDhisme, qui généralisent pour le cas envisagé les
théorèmes classiques pour les groupes ; le ’crémier de ces théorèmes met en évi-

dence certaines propriétés intéressantes des demi-groupes admettant un sous-de:i-

groupe normal unitaire minimum. Parmi ceux-ci5 j’étudie spécialement le cas



des demi-groupes simples a idempotents, des demi-groupes inversés et rectangu-
laires ([14]), des de Vaguer ([Sj et [15]) et enfin celui des demi-

groupes admettant à la fois des complexes nets à droite’ minimaux et des complexes
nets a gauche minimaux.

1. Hypothèses et notations. ..

Dans tout ce qui suit, D représente un demi-groupe, avec ou sans zéro ;
G = G un groupe avec zéro~ somme du groure G et d’un zéro 0 ~ f un

homomorphisme appliquant D sur G : t D 2014~ G =-i f(D) ~ (P l’équivalence 
morphisme associée ~ f g

Le [7J et [12], on déduit assez facilement le lemme suivant.

1.1. - Il existe une correspondance biunivoque entre l’ensemble des grou-

pes~ avec zéro et sans et l’ensemble des

complexes 3 de D vérifiant une des conditions suivantes (équivalentes) :
(C.) S est un sous-demi-groupe symétrique, fort y unitaire de D :.

S est un sous-demi-groupe réflectif unitaire ;
(Q-) S est un sous-demi-groupe vérifiant la propriété

Nous renvoyons à pour définition des termes employés ci-dessus et à [12J
pour le massage de cette correspondance biunivoque à un isomorphisme d’ensembles

ordonnés o Nous noterons seulement complexe S de D est dit réflectif

lorsque : 1

Nous rappelons encore complexe S de D vérifiant une des conditions

précédentes est équirésiduel et disjoint de son résidu (rremier) Z lorsque celui-
ci n’est cas 

Le groupe (avec ou sans zéro) homomorphe ~~ ~ ~ correspondant à un complexe S

donné, est défini par une quelconque des équivalences rrincipales attachées à S :

Si le de S est vide . (Z = Ø ) , le quotient D/S = D/RS =
est un groupe ; S est dit normal unitaire. Un sous-demi-groupe normal unitaire
est à la fois réflectif unitaire et net.

Si Z ~ Ø , ce quotient est un groupe avec zéro p S est dit pseudo-normal uni-
taire o



Dans ce dernier cas, on remarque que D - Z est un sous-demi-groupe de D

contenant S et est appliqué par f sur ~’~ diaprés le schéma suivant 1

Dans D - Z , S est normal unitaire : > cette remarque explique codent de nombreux

résultats peuvent eu fait se déduire immédiatement du cas Z = 0 . >

Notons encore que des complexes S de D vérifiant une des

conditions (Qi), complété le cas échéant par l’ensemble vide, forme une famille

de donc un treillis complet. Si D est un groupe, S’ est l’ensemble des

sous-groupes invariants : t le treillis S est alors modulaire. Nous avons étudié

un cas ou l’o- a encore, pour S , cette propriété de modularité. o

Dans tout ce qui suit, S représente maintenant un sous-demi-groupe réflectif uni-

taire proDre déterminé (S ~ Ø , S ~ D) avant un résidu Z non vide ; D/S = G

est un groupe avec zéro. homomorphe à D : D 20142014~ G = G U ~0~ ~ D/S .
Nous utiliserons également l’extension saturée W’ , module l’équivalence d’homo-

morphisme P , d’un complexe W de D : h "’ ’ == {x ; x ~ D ; j]w =.. N 3 x ~ w(P)}.

Si W = f(W) 9 W e s t l’image inverse, par f 3 de ’J . o

Suivant que U coupe ou non S (ou Z )~ W contient ou non S (ou Z ), car

S et Z sont classes module P.

2. Etude des complexes de D dont l’image homomorphe est un de G . o

2.1 - Une condition nécessaire et suffisante pour que l’image homomorphe

d’un complexe U de D sort un sous-groupe avec zéro de G est que l’image 
morphe de sa trace U sur D - Z : 1 U = W n (D - Z.) soit un sous-groupe de G

2.1. - Il. résulte de ce lemme que notre étude porte -essentiellement sur

les complexes contenus dans le sous-demi-groupe D - Z . o

2.2. - Pour complexe U de J ait pour image dans l’homomorphisme
considéré un sous-groupe U de G* , il faut et il suffit que l’une des conditions

suivantes soit vérifiée :



Si l’on introduit l’extension saturée de TJ modulo (P) ,
la condition (F) se met sous un e f orme équivalente (~~’ ~ 3 que m’ a signalée
P. 

2.3. - La réflectivité de S rermet de remplacer S.’u par S".u

(?’) et uU par Uu dans (G.). On notera également que (G ) entraîne

U ~ D - Z . o

DÉMONTRATION. - Test la traduction dans D , des conditions classiques pour

qu’un complexe du groupe G soit un sous-groure. 
’

Vous démontrons d.’ qbord que, si U est un sous-groupe de G* , (F) / 
B 
est véri-

fiée. Soit u , u’ ~ U, x ~ D , u’ S , ces relations entraînent dans G ,

pour les images u y u’ et x de u ~ u’ et x ~ t u~.x ~ ~ ( e élément

neutre de G ). o étant un. sous-groupe, u’ c U entraînent

= ~u.~ = {~ ~LU . Le la définition de U résulte qu’il existe dans U un

élément u. tel que ux = u.(~) . o .

Démontrons ensuite que si (F) est vérifiée~ ~ est rm sous-groupe de G
Soit u ~ ’!I’ (u ~ 0 3 u’ /~ 0) 3 images de deux éléments u et u’ de

U . Si x est l’inverse de ïi’ dans G p on a =- e d-’où u’ x o De

la condition (F) on déduit l’existence de u. ~ U tel que ux = u1 (P) c’est-

à-dire :

Nous démontrons enfin l’équivalence des conditions (F) et 

(F) ~ (o) ~ i U vérifie (F) ~ U coupe S ~- car S étant net dans D - Z ,

il existe D - Z tel que c. et d’après la condition (F) appliquée en

prenant u’ = u , on voit existe U tel que u (r) 

dire u1 ~ S .
Soit U ; il existe x ~. D tel que ux ~ S ; prenons un élément quelconque

U soit t ~ U o -~n appliquant la condition (F) pour u et t et

en remarquant que sx =.x(~) ’B/x 6: D et ~/E 6 S ~ on voit qu’il existe

&#x26; U tel que tx =. d’ou x ~ u1 (P) et ux ~ uu1(P) et finalement

uu. E S . o La condition (G~) est donc vérifiée. .

Soit enfin u , u’ ~ U . 0 On a uu’ ~ Z , sinon u ou u’ appartient à Z . et

Donc ~x ~ D tel que uu’ x ~ S 0

Soi tu" un élément de U tel que u ~ S (condition (G~)). o ~n appliquant



la condition (~) à u et on détermine un élément u1 = ~ tel que

u~ u’ u.((P) . ’~ D’après la propriété sx ~. x(~P) et ~s ~- S ~ on a

x ~ u o Si u’ est un élément de U tel que u u~ ~ S ~ on voit que

xu’ u’((P) d’od o De uu’ x~ S résulte alors uu’ =u’(/P) . o La

condition (G ) est donc vé rifié e o
(G) -~ (?) ~ > Soit u’ avec u~ o la

condition (G~)~ qu’il existe u~ ~ Il tel que u’ S d’ou x ~ u~(c~) et

ux = uu’(~) . o 3n appliquant (G )y on détermine u ~’ U tel que = u (~) d’où

ux=u~((P) . ~ 
c. i. r. ~-’.

On déduit de ce lemme des conditions suffisantes pour que l’image U d’un com-

plexe U de D soit un sous-groupe de G . Ln particulier : t

DÉFINITION 2.1. - On dit que le complexe H du demi-groupe D est net e droite

(~ gauche) par rapport au complexe K de D lorsque : ~ K ~ D tel que

H (xk~H) . o Si H~ F et si ~k~ K tel que H 

H est dit net a droite (r gauche) dans F .

THÉORÈME 2.1. - Tout sous-demi-groupe U , unitaire d’un côté, tel que l’inter-

section S ~ U soit nette de l’autre côté par rapport à U (ce qui entraîne
et nette dans U )~ a pour image homomorphe un sous-groupe U

de G~ . u 
"

On vérifie aisément que U satisfaite par exemple~ ~ la condition (G).

COROLLAIRE 2.1. - Tout sous-demi-groupe unitaire d’un coté~ contenant S et

ne coupant pas Z , est unitaire de l’autre côté, donc unitaire, et a pour image

homomorphe par f un sous-groupe de G
Démontrons que U est unitaire. Supposons U unitaire à gauche ~ si U

avec u ~ U , ~t ~ D tel que xut ~ S ~ U car S est net dans D - Z , d’où

t ~ U , S étant réflectif, on a : i (ut) x ~ .X et comme ut ~ U , on a aussi

x ~ U : i U est donc aussi unitaire a droite. La fin du corollaire se déduit immé-

diatement du théorème 2.1. 0

’Parmi les complexes U de D - Z dont l’image hom morphe est un sous-groupe de’

G ~ les plus intéressants sont ceux qui sont image inverse d’un sous-groupe de G
On a immédiatement le théorème suivant >

THÉORÈME 2.2. - Si "U est un sous-groupe de G*, l’image inve rs e U’ de U
est un sous-demi-groupe unitaire de D contenant S et ne coupant pas Z . o

REMARQUE 2.4. - Dans une étude générale sur le comportement dans les homomorphismes



des propriétés intervenant couramment dans la théorie des DUBREIL

a démontré, de plus, que U’ est fort.

Si on prend l’image inverse d’un sous-groupe avoc zéro do G , on obtient :

2.3" - est un sous-groupe avec zéro de G ~ l’image inverse W

est la somme de l’idéal premier Z et de D

contenu dans D - Z . 0

2.5. - ~’ n’est ni unitaire ni fort théorème 2.2. et remarque 2.4). o

Nous étudions ensuite ceux des complexes de D - Z dont l’image hom-:’morphe est un
-.*

sous-groupe invariant de G . 0 Les conditions obtenues traduisent simplement le

fait qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’un sous-groupe d’un groupe
s~-it invariant est qu’il soit réflectif.

LEMME 2.3’ - Une condition nécessaire et suffisante pour que l’image U d’un com-

plexe U vérifiant l’une des conditions (F) ou (G) soit un sous-groupe invariant

de G est qu’une des conditions suivantes (équivalentes) soit vérifiée ’ £

Pour démontrer l’équivalence de (H) et de (H’)7 il suffit de remarquer que les re-

lations ~u ~ .; TJ ab ~ et ~iu’ ~= U abu’ E S sont équivalentes, ce qu’on
voit facilement en prenant U tel que (condition (G~) ) et en utili-

sant le fait que S sx ~. x(~P) . o Le reste de la démonstration ré-

sulte immédiatement du que la condition exprime que l’extension saturée

U’ de U module (/ est réflective.

On déduit en particulier de ce le thé suivant 1

Si U est un sous-demi-groupe réflectif de D vérifiant les
conditions ~ t

l’imag? homomorphe par f de U est un sous-groupe invariant de G~ .

Soit u G U tel que abu f: S o ’vous démontrons qu’il existe u’ : U tel que

ba ~ u’ (P) . o De abu ~ S , de la condition (G3) et de la réflectivité de S , on

déduit l’existence de x 9 D tels que et x’ b E U o

U étant un sous-demi-groupe, on a U et bu ~ U o



U étant réflectif, on a "- xx’ bua ~ U ; de la condition (G2) résulte que t
-)u. é U tel que u. x."’ 1 bua~S . o

S étant réflectif et unitaire 3 de S ou bua ~ S on r.éduit u S . 0

outre, axx’ U entraîne~ puisque U est réflectif, baxx’ ~ U o De la con-

dition (G~) résulte que i U tel que u’ baxx’ -~ S . Comparant u xx’ ~ S
et u’ baxx’ ~ S on déduit que u" ba((P) d’où? en prenant u"1 ~ U tel que

u’~ u~ ~ S : u" u" u’ ba(~P) . -t on posant u" u = u’ ’~’ U ~ ba ~ u’ (~ ) ,
C. Q. F. 0 Do

2.6. - Les hypothèses du 2.4 sont vérifiées, en particulier~

lorsque U est un sous-demi-groupe réflectif unitaire tel que l’intersection S ~ U

soit mette par rapport a la réunion S d’où î

2.2. - Tout sous demi-groupe réflectif unitaire contenant S et ne

coupant pas Z a pour image homomorphe par f un sous-groupe invariant de G

Ici encore, on s’intéresse spécialement à l’image inverse d’un sous-groupe inva-
riant de G o On obtient immédiatement le théorème suivant

THÉORÈME 2.5. - U est un sous-groupe invariant de G , l’image inverse U’

de U est un sous-demi-groupe réflectif unitaire de D contenant S et ne cou-

pant pas Z o

Ce résultat peut être complété par un théorème récent de F. DUBREIL :

THËORÊ~~E2.6. - Pour que le sous-groupe Ù soit invariant dans G~ 3, il faut et

il suffit que son image inverse U’ vérifie, outre la condition (G), l’une quel-
conque des conditions suivantes *

a. U’ symétrique (cf. corollaire 202 et théorème 2.5).
~ L’équivalence principale ~ droite définie -rar U’ " est régulière à

gauche.
c. -~Tt~ est régulière a droite.

REMARQUE 2.7. - Ce théorème reste valable si l’on considère l’imago inverse d’un

sous-groupe avec de G . «

AU cours de nos recherches, nous avions utilisée pour certaines démonstrations

directes les fermetures, dans le treillis complet des sous-demi-groupes unitaires
à gauche (à droite ou bilatères), de certains complexes U de D o Il ne paraît
pas sans intérêt de donne r ici quelques-uns des résultats obtenus

LEI~E2.4. - Si un complexe U de D vérifie la condition (G ) 
le saturé U’ U module (/’’ est l’ensemble X des éléments x de D vérifiant



la condition (A) ~ °

THÉORÈME z n 7. - Si un complexe U de D vérifie l’une dos conditions (F) ou
(G), l’extension saturée U’ do IT modulo P est le rlus petit sous-demi-groupe

unitaire (p gauche 9 ~~ droite ou bilatère ) de ~D contenant ,~ et U o

Car l’image homomorpbe U de U étant un sous-groupe de l’image inverse

de saturé de TJ modulo P , est un sous-demi-groupe unitaire de D contenant

S et U ~ y et c’est aussi? le loe 2.4, l’ensemble des x E D tels que

U ;s r ~ vérifiant ux = s o Le théorème en résulte immédiatement.

Nous nose:rons U’ = S ’..! 9 fermeture unitaire de S ~ U , prise indifféremment

dans le treillis (complet) des sous-demi-groupes unitaires 1 gauche, à droite ou

bilatèrres de D o

Si un sous-demi-groupe réflectif U de D vérifie les condi-

ti ns (G ) et (G3) :

le sature de U modulo P est le plus petit sous-demi-groupe réflectif unitaire

de D contenant S et U o .

Car l’image homomorphe de U est un sous-groupe U invariant dans C~ (théo-
rème dont l’image inverse est un sous-demi-groupe réflectif unitaire de D

contenant S et U . o Comme c’est déjà le plus petit sous-demi-groupe unitaire de

D contenant S et U, le thé’orème démontré. o

COROLLAIRE 2.3. - Si U vérifie les hypothèses du théorème précédent et est de
plus unitaire 3 U’ peut être défini par les conditions équivalentes suivantes 1

REMARQUE 2 oiJ o - Ce corollaire permet de caractériser simplement, moyennant cor-

taines conditions l’union de deux sous-demi-groupes réflectifs unitaires dans le

treillis de ces sous-demi-groupes. e



3. Premier thé o rème d’isomorphisme.

Nous appliquons s l’ensemble formé par D et le groupe avec zéro homomorphe G ,

des théorèmes de F. qui généralisent à des groupoïdes quelconques les théo-

rèmes d’isomorphisme pour les groupes ([2]).
Les résultats obtenus, non seulement contiennent le cas des groupes, 

mais confir-

ment que les sous-demi-groupes réfl-ectifs unitaires, 
et plus spécialement les sous-

demi-groupes normaux unitaires, constituent une bonne généralisation pour les demi-

groupes de la notion de sous-groupe invariant, 
en particulier dans le cas d’un

demi-groupe possédant un sous normal unitaire minimum.

Nous énoncerons d’abord le prêter théorème général de P. DUBREIL.

THÉORÈME 5.1. - Si l’on a l’homomorphisme E ~ E , où E et E sont deux

groupoïdes, il correspondance biunivoque entre les équivalences R, de E ,

répulières d’un côté et contenant l’équivalence d’homomorphisme P , et les équi-

valences de § , régulières du même côté. Les ensembles quotients 

3/(R. se correspondent biunivoquement, les relations x = x’ et x = x’ (R)

étant vérifiées en temps.

R et sont régulières en même temps et la correspondance entre les groupoï-

des quotients est alors un isomorphisme ; E/R ~ E/R.

REMARQUE 3.1. - II résulte immdiatement des définitions respectives de R et

de R que la correspondance précédente est un isomorphismc d’ensembles ordonnés;

entre l’ensemble des équivalences de E , régulières d’un coté et contenant P,
et celui des équivalences de E ~ s du 

3.2. - La correspondance entre ~/-~- at ~7~ est définie par

ce qui montre que A , en tant que complexe y est l’image homomorphe de A car f

et A l’image inverse de A 0

Nous démontrons les propositions suivantes en prenante avec les des pa-

ragraphes 1 et 2, i5 = G o

LE’ME 3.1. - Si (~ est une équivalence régulière d’un côte contenant ~ ~ la

darse U module ~ contenant S est un sous-demi-groupe unitaire de D ne cou-

pant pas Z , R coïncide avec l’équivalence principale du même cote définie par

U dans D et est simplifiable du même côté sur D - Z . 0

Nous raisonnons sur des équivalences régulières ? droite o

1° Si R est l’équivalence régulière ?- droite induite par R dans G , l’image



de U dans l’homomorphisme appliquant D sur G est la classe module R conte-

nant l’élément neutre de G , c’est-à-dire .m sous-groupe U de G , U est

l’image inverse c’ est-à,-dire un sous-demi-groupe unitaire de D contenant

S ot ne coupant ras Z . o

2" R est simrlifiable a droite sur D - Z . o Soit ax , ax ~ bx(R) .

On a, dans G , ax = a.x ~ 0 , bx == 0 et = R équivalence

régulière à droite d’un gro re avec zéro est simplifiable a droite sur G - {0} .
Donc~ on a a ~ b(~) d’où a ~ b(~ . o

3° Soit l’équivalence principale s droite définie U dans D . o Montrons

que R = o Soit a ~ b(R) . o Four démontrer que a =E b(RU) il suffit de

prouver que ax ~ U entraîne U . o Or U est une classe module R ; de a ~ b(R)

on déduit ax .~ bx(/~) puisque f’~ réguli ère a c.roite, donc ax ~’ U entraîne

bx ~’ U .

Soit a = b(..~) c’cst-a-dire U.’b . Si = = ~ , a et b

appartiennent au résidu à droite Z~ de U dans D . ° De S ~ U , on déduit

Z $ Z , d’ou a , b .&#x26; Z c’est-r-dire a = b(~) . o De résulte alors

a = b(R) .Si = U. b ~ 0 , ~ t ~ D que at ~ U , bt ~ U c’est-à-dire

at = bt(~) , , U ne coupant pas Z ~ at et bt appartiennent à D - Z sur le-

quel R est simplifiable à droite. o Donc on a a ~ b(R) .

3.2. - II ."’xiste un isomorphisme d’ensembles ordonnés entre l’ensemble des

sous-demi-groupes unitaires de D contenant S 3t ne coupant pas Z et celui

des équivalences régulières d’un 
1~ A toute équivalence régulière à droite contenant 6~ ~ nous faisons cor-

respondre la classe module /%.’ contenant S . Nous avons démontré que cette classe

U était un sous-demi-groupe unitaire de D contenant S et ne coupant pas Z ,

et qu’on avait (~- = ’~. équivalence principale à droite définie dans D par U .

2° L’application ainsi définie est injective : i si R ~ R’ on a U ~ U’ ; car

U = U’ entraîne ~’ = ~j = ~, = ~’ . °
3° Cette application est surjective : ù car si U .jst un sous-demi-groupe unitaire

de D contenant S et ne coupant pas Z , l’équivalence principale à droite RU
est régulière ~ droite et U est la classe module contenant S . o

En outre, on a P ~ RU o Soit en effet a ~ b(P) et ax ~ U ; puisque U ne

coupe pas Z ~ il existe t ~ D tel que S ~ U ~ U .étant -unitaire~ on a 

P est régulière, donc axt = d’ou bxt ~ S ~ U et finalement bx ~ U . o

40 Cette correspondance est un isomorphisme d’ensembles ordonnés. Supposons d’abord

s U ~ U’ ; U et U’ étant des sous-demi-groupes unitaires de S contenant



È et ne coupant pas £ :. Soit a 5 o Montrons que aX G U’ entraîne

b>  é Îl’ . Puisque lJ’ fl Z / / , J il existe t .£ D telL que axt ~ S à U’ d’ 

t « u , . RU étant régulière à droite, on a axt 5 d’où bxt ~ u  .J ’

et finalement bx -i- U’ o

Supposons maintenant que Éj ’ RU’ ,’ RU Ct R
U’ 

étant les équivalences

principales àdroite définies par 1...i;s sous-dei-groupes U et 1.I’ , unitaires,

con-t-enant E et, ne coupant pas Z o

démontrons à’ abord que : x Q u ù lJ et 1/ u’ E lJ’ u’ = uu’ "’ ’ ’ °’ 
- ~ Tv

ao CI u’ x Eé IJ entraîne évidemment .au’ x lÉ U j

bo si uu’ t x ~ iJ , on x  ÎI puisque TJ ùst unitaire .

i’lous e,vons j -; .E u et "#’ u’ i? ÎJ’ , uu’ (RU) d ’ ou oa’ t =i- v,u’ J 
c

puis u’2 ~ uu’2(RU’) c ’ e s t - ’ -d i re uu’2 é. iJ ’ puisque U ’ e s t une classa modu-

la 1 j Finalement, V’ on obtient %"u E, ’J .a # Tl’ donc U C IJ’ o

Fn retrouve en particulier la propriété classique groupes :

 , ,
30.20 - Il existe un isomorphisme d’ensembles ordonnés entre l’ensemble

des sous-groupes de G* celui équivalences régulières d’un côté du. groupe

avec zéro G .

Des théorèmes J, 1 et 302 et du lemme #02, on déduit :

THÉORÈME 30 30 - Soit à un groupe avec zéro homomorphe à un demi-groupe b ,

S le sous-dei-groupe réflectif unitaire de D correspondant : a G m D/S , 1

le résidu de S dans D o Il existe un isomorphisme d’ensembles ordonnés entre

l’ ensemble des sous-groupes Ü àe G - .(,0,( et celui des sous-demi-groupes uni-

taires U de D contenant £ ..;t ne coupant pas Z .

REMARQUE 3030 - Û est l’image par 1 de U et v est l’image inverse de iJ .

3030 - ;Si ’ù1 çqt régulière dans v , TJ est réfloctif et réciproquement.
Notons d’abord (théorème 301) que fi, et #1 sont régulières en même temps.

Si Éi est régulière ) soit ab EU; ’aIn = a.b e U qui est un sous-groupe inva-

riant de G , d’ où b.a = î et ba ~ U o

Inversement, si Ù est réflectif, Ô ,=-st un sous-groupe invariant de G (co-
rollaire 202) o Donc R est régulière et «À’: aussi.

’

On peut d’ailleurs observer, pour abréger cette démonstration, que la réflecti-

Vité .,°GS complexes se conserve dans un homomorphisme, lorsque l’on prend un com-

plexe TJ de E image inverse d’un complexe TÙ de § ("£ - E) o

fous pouvons maintenant énoncer le théorème correspondant au premier théorème



d’isomorphisme pour les groupes.

THÉORÈME 3.4. (Premier théorème II existe un isomorphisme

d’ensembles ordonnes entre l’ensemble des sous-groupes invariants U de G - {0}
et celui des sous-demi-groupes réflectifs unitaires U de D 3 contenant S et

ne coupant ras Z . o

En outre, on a l’isomorphisme de groupes avec zéro : D/U ~ G/U .

On déduit de ce théorème une propriété intéressante de certains ensembles de

sous-demi-groupes réflectifs unitaires :

THÉORÈME 3.5. - Dans un demi-groupe quelconque, les sous-demi-groupes réflectifs
unitaires de D contenant un réflectif unitaire S et ne cou-

pant pas le résidu Z de S forment un treillis complot modulaire. L’élément nul
de ce treillis est S et Isolément universel D -Z . o

Car cet ensemble au sens dos ensembles ordonnés, ?. celui des sous-

groupes invariants d’un groupe.

Ce théorème en évidence une classe de demi-groupes qui généralise, du point

de vue ensemble des sous-groupes invariants~ celle des groupes ~ les demi-groupes

possédant un normal unitaire minimum.

THÉORÈME 3.6. - Si un demi-groupe D admet un sous-demi-groupe normal unitaire

l’ensemble des sous-demi-groupes normaux unitaires de D forme un treillis

comple t modulaire. o

tous donnons au paragraphe 5 des exemples de tels demi-groupes.

4-. Second théorème d’isomorphisme.

Nous donnons d’abord le second théorème d’isomorphisme démontré par F. DUBREIL

(f2]) pour des groupoïdes quelconques, du point de vue "équivalences régulières".

THÉORÈME 4.1. - Soit P une équivalence régulière dans un groupoïde E , M un

sous-ensemble de E y H’ l’extension saturée de M PM et PM’ les

restrictions de P à M et M’ ; E=E/P le groupoïde-quotient, M l’image
du sous-ensemble M de E dans 11 ’homomorphisme appliquant E sur E . o Si M est

un sous-groupoïde do E , > ?" -= W , l’équivalence PM = PM est régulière, W

extension saturée do W par P est un sous-groupoïde de E et on a les iso-

morphismes : t

4.1. - La correspondance entre W/PW et W’/PW’ est définie par :
:.., ,



Si nous appliquons ce théorème à un demi-groupe D dans lequel le sous-demi-groupe

réflectif unitaire S (S ~ ~ ~ S ~ D) ~ admettant un résidu non vide Z 9 défi-

nit une équivalence régulière P , équivalence associée à l’homomorphisme appli-
quant D sur le groupe avec zéro G = nous obtenons le théorème suivant >

4.2. - Si : T .un sous-demi-groupe de D , l’équivalence d’ homomor-

-phisme fP u restreinte a= est régulière l’extension saturée W’ do T T par

~? est un sous-demi-groupe et l’on a les isomoruhismes (de 6

Nous étudions ici le cas où (l) est une suite d’isomorphismes de groupes avec zéro

(ou de groupes sans zéro). o

THÉORÈME 4.30 - Une condition nécessaire et suffisante pour que (l) soit une

suite d’isomorphismes de groupes avec zéro (ou de groupes sans zéro) est que la

trace U de W sur D - Zj ~ U = W û (D - Z) vérifie la condition (G~) ~ i
uU ~ S ~ Ø .

l’eus étudions alors le passage des équivalences régulières PM à des équiva-

lences principales y qui permettent de donner une version "sous-algèbre" du second

théorème d’isomorphisme :

4.1. - Si W coupe S , on a S r. W = U o

Si est l’équivalence principale à droite (à gauche) définie dans

U par S ~ U , on a alors 1

U’("’) étant le saturé d.e module ~ ,   1

Si R(R’) est l’équivalence principale (à droite ou à gauche) définie dans
...... s ~ ......H.,....-..t....... H ...... " ! .,,, ...!.. ,.~....-.....n.,.,.......-...!....,..,!!! !~ 

- ....---

par S s on a enfin t

DÉMONSTRATION. - Notons d’abord que S nU est réflectif unitaire dans U i si

. uu’ avec u~ x , u’  U~ on a x~ S d’après la pro-

priété (C) vérifiée par S (voir le paragraphe l) ~ x ~ S ~ U , ce qui

montre que U vérifie la propriété (C) dans U o De (= U)



est réflectif unitaire dans e Car jax-, ~’ 1 à S ~l v~ ~ y S t1 ’ : avec x ~ W

entraîne puisque S fi ~ ~ ~ p, w g x ~ D - Z c’ w ~ x p

w’ ~ U et la démonstration se termine coimo ci-dessus.

En particulier, dans U(W) ~ , W) est un complexe symétrique et l’on a

Si u’ ((~~) avec u > nous démontrons que u ~ u’ (~’~ rJ . Pour cela
il suffit de prouver que u ~ u’ , entraîne u’ xë o

ux ~ S entraîne y d’a-près u’ x ~ S et comme d’où

u’ 1 S ’’B-.., T démontre de la manière en remarquant que

"x ~ S entraîne w 0 Les inclusions ~ W’ résultent de ce que, pour

un élément quelconque u de U et ~’s ~ S ~ on a s ~ s ~- U’ ~r 

u’1 ~ U’ , u’ ~ u’1(PU’) S avec y on a

u’1 x ~ S ) d’où °

4.2. - Si W est un sous-demi-groupe do D dont la trace U sur D -Z

vérifie la condition (G~) ~  :

Il suffit de démontrer les inclusions RS~U ~ PU et RS ~ PU " démonstra-

tions concernant U et W se font de la "Sme manière encore la remarque du lem-

me4.1 : 1 : ux ~ S ~ W ~ U .

On notera que l’image homomorphe U de U est ici un sous-groupe de G
(lemme 2.2).

1~ ~’’ ~n ~ k prouvons que u ~ u’ ~ U ~ x ~- D ux $ S entraîne

u’ x ~ S dès u E u~(~~~~) . ° (G~)~ il existe u~~ U que

? S ~ on a donc x ~ u~(~p) d’ou u’ x ~ u’ u"(’’’P) . o U entraîne~
d’après l’hypothèse, u’ u" ~ S ~ U u’ x (- S ,

C. (~ F. D.

2~ ~j ~~ . Montrer que u’ E.u’(/~.~) 2014~ revient à montrer

que x~D ~ u’ 6U’ ~ u’ x~ S entraîne u’ x~S . o U’ un sous-demi-

groupe unitaire contenant S et U (théorème 2.2)~ donc u’ x~ S entraîne

x ~U" et u’ Eu’.(’~) ~ . ’- ,, , x 1 
. 

~ 2 1 
.. °

On peut alors énoncer~ en utilisant les notations des équivalences principales
(fij) le théorème suivant 1



THÉORÈME 4.4. (Second théorème d’isomorphisme). - Si U est un sous-demi-groupe

~ D vérifiant la condition (G.,)~ les demi-groupes quotients j~ IT/S
sont des groupes isomorphes, U’ 

’ 

est le plus petit sous-demi-groupe unitaire de

J contenant S et U : i IF 

THÉORÈME 4.5. -Si.H cet un sous-demi-groupe de D dont la trace U sur

D - Z vérifie la condition (G2) les demi-groupes quotients et sont

des groupes avec zéro isomorphes, W’ est la somme du plus petit sous-demi-groupe

unitaire de D contenant S et il n(D - Z)) et de l’idéal premier Z

et on a l’isomorphisme de groupes avec zéro :

On rotrouve immédiatement s à partir du théorème 4.4~ le théorème

classique pour les groupes o

5. Demi-groupes admettant un sous-demi-groupe normal unitaire minimum.

Le théorème 306 met on évidence une classe importante de demi-groupes : les 

groupes possédant un normal unitaire minimum. Pour ces demi-groupes

les propriétés suivantes sont valables : p

5.1. - Si un D _possède un sous-demi-groupe normal unitaire
minimum S ~

1° il existe un groupe homomorphe à D maximum t 

2° les sous-demi-groupes normaux unitaires de D forment un treill is complet

modulaire. o

Notons d’ ailleurs que :

PROPRIÉTÉ 5 01 a - Pour qu’un demi-groupe admette un sous-demi-groupe normal uni-

taire minimum, il faut et il suffit que toute intersection de sous-demi-groupos

normaux unitaires soit (ce qui entraîne qu’elle n’ost pas vide) o

Cette classe do demi-groupes comnrend des très généraux et de types
a priori très variés ~

1° Demi-groupes simples sans zéro à idempotents. - Le résidu’ Z 

réflectif unitaire d’un demi-groupe D étant un idéal propre de D p tout sous-

demi-groupe réflectif unitaire demi-groupe simple sans zéro est c’ est..

à-dire normal unitaire. o

Tout sous-demi-groupe réflectif unitaire d’un demi-groupe quelconque contenant

les idempotents non contenus dans son résidus et toute intersection de sous-demi-



groupes réflectifs unitaires étant réflective unitaire on voit finalement qu’un

demi-groupe simple sans zéro à idempotents admet un sous-demi-groupe normal uni-

minimum : le réflectif unitaire :~ engendré par l’ensem-

ble E des idempotents. a

REMARQUE 5010 - Ce résultat s’applique en particulier aux demi-groupes complète-

ment simples sans z~ro C ~~~ et o

REMARQUE 5.2. - Un demi-groupe simrle avec zéro admettant dos diviseurs de zéro

possède un seul sous-demi-groupe réflectif unitaire, D lui-même, c’ cst-à-dirc;

un seul groupe homomorphe : le groupe d’ ordre 1 0

Ce résultat s’applique en particulier aux demi-groupes complètement simples avec

zéro. 0

2° Demi-groupes inversés et rectangulaires ([14]). - Un demi-groupe inversé est

un demi-groupe D dans lequel ° ~ x ~ D , ~ x’ D tel que xx’ ou x’ x

soit idempotent. Un demi-groupe rectangulaire est un demi-groupe dans lequel tous

les éléments sont forts. On sait que : i

THÉORÈME 5020 - Un demi-groupe inversé et rectangulaire ne possède pas d’idéaux

premiers propres ( ~1~~ ) a
Il résulte alors de ce théorème que le raisonnement et les conclusions de 10

sont valableso En particulier : >

THÉORÈME 5.3. - Dans un demi-groupe D 9 inversée rectangulaire globalement

idempotent (D = D) le sous-demi-groupe normal unitaire minimum ost l’ensemble

des idempotents E = rp ~

Il suffit de montrer que l’ensemble E des idempotents est un sous-demi-groupe

réflectif unitaire. o

Rappelons qu’on a ~ a , b 6’ D et ~e E E = ab ([14]) o On en déduit im-

médiatement que E est un sous-demi-groupe. 0 E est réflectif : soit xy = e ~ E.

On a yxyx = yex = yx donc ~ E o E est unitaire i soit x D = D 2 et

e , E tels que ex = e’ . o Posons x = ab, a, b ~ D o Do aab = e’ on dé-

duit beab = bab = bc’ puis baba = t 
a = ba d’ou ba ~:~. l~ et ab .~ E puisque

E est réflectif o

REMARQUE 50 ~9 - On sait ( ~1.4~ ) qu’un demi-groupe inversé rectangulaire globale-
ment idempotent est isomorphe au produit de E par un groupe G: t D ~ D’ = G x E

av,.:c G ~ E o Cn démontre facilement que G est isomorphe au groure

quotient de D par E . o un isomorphisme près, le groupe maximum holo-

morphe à D o



3° Demi-groupes de VAGNER ([l5j) ou "inverse semigroups" de PRESTON ([8j). -Un
tel demi-groupe D est caractérise par les deux propriétés suivantes :

ao ~a ~ E , ~e, X ~ D tels que ea = a ax = e ;

bo Les idempotents de D sont permutables.
On démontre alors tout élément a ~. J sont associés, de manière unique,

doux idempotents e et f ~ respectivement éléments neutres à gauche et à droite

pour un élément a (inverse do a ) tels que 1

On démontre encore que l’inverse de a est a , son élément neutre a gauche f ,

son élément neutre a droite c et que (ab)-1 = b a " .

On remarque dans un tel l’ensemble E des idempotents est net.

Donc ce demi-groupe admet un sous-demi-groupe normal unitaire minimum, qui est le

sous-demi-groupe réflectif unitaire engendré E , ensemble des idempotents.

4° Demi-groupes admettant à la fois des complexes nets à gauche minimaux et des

complexes nets a droite minimaux. - Nous appliquons ici un résultat dont une par-

tie a été publiée aux Comptes Rendus ([5]). et qui avait été signale par ailleurs

sous une autre forme dans une note antérieure de P. (fllj). o

5.4. - Il existe un isomorphisme d’ensembles ordonnés entre l’ensemble

des sous-demi-groupes réflectifs unitaires d’un demi-groue D dont le résidu

ne contient pas un idéal 1 de D et les sous-demi-groupes réflectifs unitaires
de cet ~déal.

En particulier, les ensembles des sous-demi-groupes normaux unitaires de 1 et

de D sont des ensembles ordonnes isomorphes. 0

Les que nous avons introduits comme généralisation des homogroupes
([3J) sont aussi les demi-groupes possédant un idéal complètement simple. 0 L’appli-

cation du théorème 504 et du résultat obtenu au 1° pour les dei-groupes simples

a idempotents conduit alors au théorème suivant ~ t

T 50 50 - Tout demi-groupe possédant a. la fois des complexes nets ~ gauche
minimaux et des complexes nets à droite minimaux admet un sous-demi-groupe normal
unitaire minimum. 0

REMARQUE 5.4. - Ce théorème s’applique en particulier aux de ’i-groupes finis. 0
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