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Séminaire DUBREIL-PISOT 19.01

(nlgebre et Théorie des nombres)
1ée annde, 1962/63, n° 19 15 mars 1963

COMBINAISONS NON=~ASSOCILTIVES
par Mme Monique BERTRAND

Nous allons considérer un ensemble E d'éléments, muni d'une loi de composi-
tion, que nous appellerons produit, supposée non=associative. Nous ne supposerons
rien sur la commutativité, nous réservant de la préciser selon les cass

Forme. = Les produits non-associatifs peuvent 8tre classés suivent leurs formes,
c'est-ad~dire suivant la fagon d'associer les facteurs sans considération de leur

identitée

Linsi, si le produit n'est pas commutatif, les produits (4BeC)D et (BLsC)D
sont différents mais ont mBme forme, tandis que D(4ABeC) a une forme différentes
Un produit non-associatif peut &tre regardé comme un arbre généalogique

4LB.C D

(AB.C)D .

I. Lrithmétique des formese

Tout d'abord une convention pour éliminer les parenthéses, on convient d'utie-
liser des groupes de points s ainsi

A %, BC.AD® : E = K{[(BC)(L DD)] B} .

Les produits et les formes, ou les facteurs sont sbsorbés un par un, sont dits
primaires.

Exemple : les puissances successives d'un élémente

l. Commutativité.

Considérons pour 1'instant le cas commtatif oy une forme primaire est unique
lorsque le nombre & de facteurs est donné s X6 « Toute autre puissance peut

8tre représentée en fractionnant 1'exposant par des parenthdses avec les convene
tions suivantes
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Pour le produit de deux puissances : on fait la somme des exposantse
Pour une puissance de puissance : on fait le produit des exposants.

Une puissance itérée se traduira par une puissance dans 1'exposente. Ainsi
o R IR B 2 [P

L' addition des exposants, rendant compte de la multiplication non=associative,
est commutative mais non associative. Lu contraire, le produit des exposants n'est

pas commutatif s
X&xb - (Xa)b £ (Xb)a.= Xbxa ;
il est associatif, car
Xab-c - [(Xa)b]c - Xaobc - Xabc .
Etudions la distributivitd
-~ prédistributivité
xalb+e) _ (Xa)b+c _ (Xa)b (x3)C = x&, x5 _ yabrac

7
il y a prédistributivitée
- postdistributivité :

x(brela _ (ybreya (0 308 _ xb yo ybxe ,, iP x®
~— N N

2]
Fb
2
w

elors que
xPeea _ (xP)e (x%)a L (xP 5P ... ®)(x° ... X°)
a fois a fois

il n'y a pas postdistributivité 3 cause de la non-associativités

Il résulte de tout ceci que la forme s de tout produit commutatif et none
associatif peut 8tre définie corme 1'exposant de la puissance correspondante obte~
nue en égalant tous les facteurse
2.2+1

Linsi AB.C2 ¢ D amlme forme que X
S =22 + 1,
Exemples = S = (2¢2 + 3) + (2 + 3)2 est la forme de
PR LR iR L ARl RO
car d'aprés ce qui précéde (2 + szz (2+3) x2x(2+3) x 3.

Plus généralement, soient un produit M, de forme S, , un produit I, de
forme S, , S, + S, est la forme de 0 I, 5 et S; 8, est la forme obtenue en
substituant I, & chaque facteur de II,
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Donc 1l'ensemble des produits commutatifs et nommassociatifs se représente sur

une arithmétique non~associative dont les entiers sont les formes commutatives

avec
a+b=Db+ a abec = abe a(b+ ¢c) = ab + ac
ab £ ba (a+Db)+cfa+ (b+ec) (b+c) af ba+ ca »

2+ Nonecommutativité.

mes conclusions avec a+ bZ b+ 2 «

IT. Classification des formes.

le Définitionse
8o Degré & : nombre de facteurse C'est 1'éveluation de S en tant qu'entier
ordinairee
be Conforme : deux formes non-comautatives S1 et S2 » qui se transforment
en une méme forme S quand la loi est considérée comme commmtetive, sont dites
conformes, et on note S; n S, 5 il est facile de voir qu'il y a effectivement
une relation d'équivalence. lLinsi @
LiBeC ¢ D #eBC ¢ D I. ¢ BCeD L 3 BeCD
2+ 1) +1 (1+2)+1 L+ (24+ 1) L+ (1+2)

sont conformes avec X o

ce Lltitude : nombre de générations nécessaires pour former le produit ; il
ya &§«1 noeudse

de Noeud équilibré : si ses deux facteurs sont conformes.

Coe Mutgbilité : le nombre de noeuds non~-équilibrés est le mutabilité de la

forme.

2+ Conséquenceso

ae Etant donnée une forme s , quel est le nombre de formes conformes & S ?

Etant donnée une forme s , pour obtenir toutes ses équivalentes on écrit son

expression non-commutative, et on applique la commutativité de la somme.

S=[(a+B)+ Y]+ O+ eee
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Un noeud est non-équilibré lorsque les veleurs commutatives entiéres de chaque
branche sont différentes.
D'oy une démonstration par récurrence :

Soit p= 1 . S'il y a un seul noeud non-équilibré on obtient deux formes pos—
sibles, s , et s; obtenue en intervertissent dans s les deux termes cor-

respondants ainsi s
X(FF) Szl (l+1) S = (ls1)sl
et il n'y en a pas d'autre.
Supposons que, pour W , on ait 2H  formes conformes & s e

Pour p+ 1, il y a les oM précédentes, e¢t, si 1l'on applique la commutativité
au noeud non-équilibré suppléumentaire, on obtient encore 2! autres formes 3 d'oh
, pt1
le résultat ¢ 2 °

Donc ¢+ 2" formes conformes & s , si p(s) =p e
be Comportement des définitions vis-a-vis des lois de compositione
- S NS, => 5(s;) = 6(82) s «(8y) = a(Sz) s p(Sl)vz p(Sz) .

En effet 3

- 6(81) = 6(82) par définition,

- a(Sl) = a(Sz) s car on ne joue sur la comutetivité que szns changer les

parenthéses 3 or ce sont celles-ci qui rendent compte de o »

- H(Sl) = M(Sz) s car le nombre de formes conformes & S, est 2“(81) . Ls
nombre de formes conformes 3 s, est 2“(82) , d'ol p(sl) = p(sz) ,

- O(r+ s) =0(r) + 8(s) . O(r") = &(r) O(S) s 6(Sv) = [6(8)]v., cela résulte
des définitionse.

1+ a(r) a(r) > a(s) a(reS) = a(r) + a(S)
- a(r+ 8) =
1+ a(s) a(r) < a(s) a(s”) = va(s)

L'expression de a(r + S) se déduit facilement de la définition de a
L'expression de a(r.®) vient du fait qu'en remplagant chaque facteur du pro-
duit de forme S par le produit de forme r , a(r) n'intervient qu'une foise
Les générations suivantes se forment d'aprés a(S8) , d'oir a(rS) = a(r) + a(S)
2u(s) res p(rS) = 6(S) u(r) + u(s)

'-}J.(I‘-l'S): 1
1+ p(r) + p(S) rof S RSY) = (L + 8 eee 4+ 8”0 p(s)

en effet,
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- pour p(r +9S) , si rn S, le noeud de la somme r + s est équilibré, donc
u(r + 8) = p(r) + u(S) = 2u(r)
si rofS, ily adans p(r+ 8S), p(r) , p(S) et 1, le noeud de la somme 3
P(r + 8) = 1 + p(r) + p(8)

- pour p(rS) , on applique le fait qu'il y a prodistributivité et non-postdis-
tributivité : dans 1'expression développée de rS , il y a la forme de Sl et
chaque entier y est multiplié par r , donc

p(rS) = p(S) + ( w(r) multipliée par le nombre de facteurs de S )
p(rs) = 6(S) p(r) + K(S) .

3¢ Table de formes commutativess

a|p o p S exemples

011 011 A

112101 2=14+1 AB

213111 3=1+(L+1) A4BC et les conformes
2141 0] 22=(L+1)+ (14+1) £B+CD et les conformes
31412 14=[(L+1)+1]+1 A : BeCD et les conformes
315|122+ 1=[(L+1)+ (L+1)]+ 1| ABCD g E et les conformes
31512 3+2=[1+(1+1)]+ (14+1) 4eBC 3 DE et les conformes
31611 (2+2)+2 AB.CD ¢ EF

31612 (1+2)+ (1+2) A.BC : D.EF

31712 (L+2)+ (242 | A.BC : DE.FG
3|8|o0]2° £BuCD : HE.FG

Comme le suggére cette table, on ne peut construire une forme, o, &, p, étant
donnée arbitrairemente

4e Relations entre o, 0, { e

<2

Qe OL+1§(5\ O

- 6>a+ 1 . Eneffet le nombre de facteurs est au moins égal au nombre de
générations + 1 « na &6=o0o + 1 pour une forme primaire c'est~a-dire une forme
oi les facteurs sont absorbés un 3 une

exemple ¢ =4 oa=23 A : Bl.CD

- 0L 2% ., Etant donné le nombre de générations o , comment procéder pour obte-
nir 1'ordre 6 maximm ?
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A B
\/
4B

\
AB

I}
N
on
1l
N

GD a

ABCD : EFeGF a=23 6 =8.

1

On voit par récurrence que c'est en rajoutant & chaque générations la forme déja
écrite

s =20,  eMlo2t, o™t

done & K P s o= P pour ce que 1l'on appelle les puissances pleinese

be d>p+2 sauf pour 6=1.

Pour & domné, la mutabilité maximum est égale au nombre de signes + dans S
quand tous les termes sont des 1 , c'est-d~dire & = 1, auquel on retranche 1,

car au premier produit il y a toujours équilibre : A x B

ce & est la somme de p + 1 puissances, non toutes identiques, de 2

En effet procédons par récurrence sur p e
-Pour p=0: 0= 2" y c'est vral.

- Pour M= 13 pour avoir une forme de mutabilité 1 , il faut ajouter deux
formes de mutabilité nulle, mais non conformes, d'ou o = P

Supposons que, pour tout & , la proposition soit vraie pour p « Démonstration
pour p + 1 3 pour augmenter p de 1, pourvu que W # 1, il faut et il suffit
que 1'on ajoute & la forme de mutabilité p wune forme de mutabilité nulle, donc
que 1'on ajoute 3 &, 2¢ , et ceci d'aprés

S
e+ 9 = 00 + o)

do pSBQa-Bnl

Soit Ky la mutabilité maximum si o est donnés Considérons seulement des
formes commutatives

Po=py = 0 po =1 Hy = 2.

Toute forme d*altitude o + 1 est somme de §1 et de SB sy PSa
K = aﬂx
a+l T
1+)J.a+}1[3

comme p, =0, pzzl, p>H, pour a>0.
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Soit a toute altitude pour laquelle il existe au moins trois formes distinctes
de muitabilité p , et soient S; ; S, , S5 ces formese

“(Sl) = P’(Sz) = H(SB) = P'CX. > H(S) .

Donc pour o + 1, il existe au moins trois formes différentes de mitabilité mexi-

mm 32

Sl+82 S?.+SB S;,’-s-S1

avee g = L+2u s o >3, ou encore 1+}1a+1=2(l+l-la) et 1+l—‘3=3,
dtou

}J.a = 302(1—3 -1l

Done

<3222 L1

5« Réciproquese
Etudions maintenant quelques réciproquese
g0 On se donne o et O,

Peut~on obtenir une forme de degré O donné et d'altitude @ pourvu que 1l'on

ait a+ 15862

- Pour 6= a+ 1, clest possible ¢ il suffit d'absorber les facteurs un par une
Il y aura o générations et @ + 1 facteurs.
a
- Pour & =2 , c'est possible aussi (voir plus haut).

a , .

Prenons donc a + 1 <8 <2 . Procédons par récurrence sur O et o j pour
d=a+ 2 il suffit d'absorier un terme & la fois sauf & la derniére génération
ol 1l'on en absorbe deux.

Exemple : a=3, 8=5, AB3: C ¢¢ DE

Soit & =a + d prenons a = a; +a,, 6 =06, + 62 avee
6, = a; +d - 1

a S, =a, + 1 alors 5, > a o, =a, + 1 «
o + del<2 1 2 2 1 1 -2 2
C'est possible d'aprés les hypothéses sur o et & d'aprés 1'hypothése de récur-
rence, on construit la forme de degré &, = o, + d = 1 et d'altitude a, 4 et on
absorbe les o, + 1 facteurs restants en a générationss

be On se donne & et Mo

Peut—on obtenir une forme quand on se donne & et H ?
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D'abord, il faut ¢ p+ 2L 0,

D'autre part, on a vu qu¢e O est la somme de M+ 1 puissances de 2 , non

toutes identiques si p est >0 .

Done, si ng désigne le nombre de termes de la décomposition de 6 suivant la

base 2 , on doit avoir p+ 12> s donec enfin

Pour p+ 1= ng 5 on peut construire la forme correspondante § si
s=P Pl s la forme cherchée se construit en prenant la forme 2P ’
3 laquelle on adjoint P-l . 2 : ces différentes formes étant de mutabilité
nulle, on a u = ng - 1.

Exemple : £AB.CD : EF 6 =2%4+ 2 =1,

Pour p+ 1 =01, c'est la forme principale.

Pour p+ l=ng+v, 0<v<da1lang, il est possible de décomposer &
en B+ 1 puissances de 2 , de telle fagon que chaque chiffre écrit ne soit pas

égal & la somme des précédentse

Voyons=le sur un exemple ¢

5 =7 =2*42+1  2<pg5
b= 2 =2 i241 LB.CD : EF %. G
p=3 =2+ 1+141 IB.CD I E . F 33 G
p=4 =2+ 1 +2+ 141 [BeC S DE oo F oo G

p=5 =1+ 14+ 12+14+14+1+1 lBeC e Die Eee F it G
ce On se donne a , &0, po

Supposons que o , & , p vérifient toutes les conditions trouvées précédemment.
I1 est facile de voir qu'il n'existe pas toujours de forme répondant 3 la question.
Exemple s pour a=4, 8=5, p=1, il n'en existe pas § en effet
§=5=2°4 1 pour p=1, ABCD: E, o= 3
6:5 poura::4, AB.C:D:.E’ }J.:B.
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