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SUR DES IDÉAUX ENGENDRÉS PAR DES DÉTERMINANTS

par Artibano MICALI

(d’après les travaux de NORTHCOTT et EAGCN)

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
17e année, 1963/64, n° 1 et 18 18 novembre 1963

et 27 avril 1964

[Rédigé en octobre 1964J

Dans cet exposé, un anneau sera toujours commutatif à éléments unité, et un mo-
dule sur un tel anneau, unitaire. 0 En général, on travaille sur des modules de type
fini sur des anneaux noethérienso

1. Préliminaires. o

Le but de cet exposé est de donner des résultats récents, dus, pour la plus part,
à NORTHCOTT et EAGON, sur les idéaux définis par des matrices 0 Ils généralisent des
résultats classiques du s, entre autres, à HILBERT, MACAULAY, KRULL et COHEN.

On connait bien le théorème de Krull-Cohen (cf. ~ 1z ~ 9 et ~4 ~ page 99, théorème
21 ) , à savoir : Si ( a , ..0 , a )A est un idéal d’un anneau noethérien A,
alors la hauteur de tout idéal premier minimal de a est $ n ; si, de plus, A

est local régulier et si la hauteur de cr est égale à n 9 alors a est équidi-
mensionel et, en particulier, a n’a pas de composantes immergées (cf. [4] ; voir
aussi [16], chapo III, § 3.5, théorème 7)o On peut montrer, par localisation, que
ceci généralise les résultats classiques de MACAULAY (cfo o ~13 ~ j sur les anneaux

de polynômes à coefficients dans un corps (cf. ~zo~, Appendice 6, théorème 2, re-
marque ).

Tout récemment, le théorème de Krull-Cohen a été étendu aux idéaux engendrés par
des déterminants. Plus précisément, soit A un anneau commutatif noethérien ; con-
sidérons une matrice avec les a.. dans A et r  s . Si
03B1 est l’ idéal de A engendré par les déterminants d’ordre r qu’on peut extraire
de la matrice ci-dessus, on peut se demander quelle est la hauteur de a . On voit

que, si r = 1 ,

donc la hauteur de a est $ s . o On va montrer qu’en général, la hauteur de tout
idéal premier minimal de a est $ s - r + 1 . Plus généralement, si a est l’i-

déal de A engendré par les déterminants d’ordre t ~ r , alors la hauteur de tout



idéal premier minimal de a 

Pour l’équidimensionalité on est ramené à introduire certaines notions homologi-

ques qui s’y rattachent. Cette généralisation se trouve déjà dans COHEN (cf. [5]),
mais c’est seulement beaucoup plus tard qu’on a pu donner des résultats précis (cfo

[2J, L~~9 ~ l.l9 [8J, ~‘~9 L~~~/ ~

Les idéaux engendrés par des déterminants interviennent dans plusieurs questions

d’algèbre commutative (cf. par exemple ~ 14 ~ ~ 0 Il y a un type de tels idéaux, à sa-

voir, ceux où les a.. sont des indéterminées pour lesquels on peut trouver des

résultats assez précis. 0 Par exemple, si les a.. sont des indéterminées sur un

sous-anneau R de .~ tel que

et si a est l’idéal de A engendré par les déterminants d’ordre r extraits de

la matrice ~a.. ~ , on démontre que a est un idéal parfait, c’est-à-dire,
z~J -

’ Un exemple d’idéa.l engendré par des déterminants formés d’indéterminées est le
suivant. Soient k un corps, x1 , ... , x , u , v des éléments algébriquement
indépendants sur k, et V la. k-variété de point générique

Alors l’idéal Ik(V) de V est l’idéal de l’anneau de polynômes

engendré par les déterminants X. Y... x . J Y. (i  j) (cf. [14], chap. o 19 § 39
lemme 3 ) .

2. Le com lexe de Koszul et le théorème de la hauteur.

Soient A un l’algèbre extérieure du A-module libre AS et
m

sa graduation canonique. On rappelle que, le sous-A-module ^o(As) des éléments

homogènes de degré q peut s’écrire sous la forme 
‘1

On considère une. matrice d’éléments de A , où r  s . Si 

désigne par e la base canonique du A-module libre la t-ième

ligne de la matrice ci-dessus détermine une différentielle



Soient maintenant A[X1 , ... , Xr] l’algèbre symétrique du A-module li-

bre Ar et S 
q 

, 

le sous-A-module de S(Ar) formé des éléments homogènes de

degré q e On va décrire un complexe R ayant composantes 
définies par

Comme R est un A-module libre ayant pour base des éléments de la forme

avec 1  il  ...  i 
+ 

. r et j1 + ... + j 
r 
= q , alors on pose, par définition.

Pour q = 0 , on pose A e.e A ei ) ~ 1) = dét(ai,j)1ir; i1jir . Il
est facile de voir que dd = 0 , que R est r un complexe libre . r

et que = a , où a est l’idéal de A engendré par les déterminants d’or-

dre r extraits de la matrice (a..) . On verra plus loin qu’on obtient ainsi une

résolution libre du A-module à savoir

On peut maintenant construire un nouveau complexe K, en posant, pour tout A-

module r~ , K = R o M . Si l’on désigne par K 
q 

les composantes de K, alors 
,

K q = R q M pour q = 0 , 1 , et 0 0 , s -r+1 . Puisque R est un complexe libre,

pour toute suite exacte de A-modules 0 -~ Ni -~ M" -~ 0 , on a la suite exacte

de complexes 0 -+ K’ -~ K -~ K~~ -~ 0 . Nous allons démontrer le résultat suivant s

THÉORÈME 1. - Soient A un anneau noethérien, M un A-module àe type fini et

a l’idéal de A engendré par les déterminant d’ordre r extraits de la matrice

(a..) . Si a M ~ lE et si q e st le plus grand entier tel que H (K)~0 ~ alors
- ~ -- - q .,-...-

En particulier,



En effet, soit t = prof (M) .Si t = 0 , tout élément de a est un diviseur de

zéro dans M , et comme il est noethérien, il existe un élément x dans 

x ~ 0 tel que ox = 0 . o A ce moment-là, on a Hs-4+1 ~ 0 (cf. lemme 1), et donc,

q == s - r + 1 . Supposons que t > 0 et soit a1 , ... , at une (03B1 ,
maximale (pour les notations et résultats sur la profondeur, on renvoie à l’ excel-

lent papier de [l0]). o La suite exacte de A-modules

nous donne la suite exacte de complexes

et donc, la suite exacte d’homologie

Soit p le plus grand entier tel que K) ~ 0 . Puisque 

par l’hypothèse de récurrence on a t - 1 + p = s - r + 1 . o Pour n ~ p + 1 , on a

H ,~ K) = 0 ~ donc la suite

est exacte, c’est-à-dire, ai n’est pas diviseur de zéro dans Comme a1
est dans ~ ~ on peut trouver un entier convenable 0 tel que a. = 0

(cf. lemme 2) , donc H .(K) = 0 pour tout entier n  p + 1 . On a ainsi la suite

exacte

r 
- 

r -

et comme K) ~ 0 , il s’ensuit que 0 . Ceci nous montre que

q = p - 1 , c’est-à-dire, q+t=s -r+ 1 .

C OROLLAIRE 1. - Si prof =s -r+ 1 , alors la suite

est exacte.

En effet, si q = 0 , on a alors H (K) =0 pour tout 

COROLLAIRE 2. - Si = s - r + 1 , alors

est une résolution libre de donc



En effet, d’après le corollaire 1, on a dhA(A/a)  s - r + 1 et le théorème de

Rees (cfo ~1~~) nous dit que, pour tout idéal premier p associé à a , on a

En particulier, on obtient le corollaire suivant 1

COROLLAIRE 3. - Si prof (A) = s - r + 1 , 9 alors prof (A) = s - r + 1 pour tout

idéal premier p associé à a o

La démonstration du théorème 1 repose sur les deux lemmes suivants (cf. ~8~) ~

LEMME 1. - Supposons qu’ il existe un élément x dans x ~ 0 tel que

~x=0 . Alors on a o

Il existe un entier m > 0 , fonction de r et s tel que l’on ait

am H(K) = 0 . 0 
"

3 . Le théorème de la hauteur.

THÉORÈ:ME 20 - Soient A un anneau noethérien et a l’idéal de A engendré par
les déterminants d’ordre t extraits de la matrice (a..) ~ 1 ~ i ~ r ,- 

2014 

t ~ r . Alors, la hauteur de tout idéal premier minimal de a e st au

plus égale à (r - t + 1)(s - t + 1) .

On procède par récurrence sur r. Si r = 1 , alors t = 1 , et a est engendré
par s éléments, et on applique le théorème de Krull-Cohen dans le cas classique. 0

Supposons que r > ~ , et, par localisation par rapport à un idéal premier minimal

p de a, on peut supposer que A soit local, d’idéal maximal p et que a soit

p-primaire. Si t = 1 ~ ~c est engendré par rs éléments, et le théorème est dé-
montré. Si l’un des éléments de la matrice (a..) est inversible dans A , alors

r est engendré par les déterminants d’ordre t - 1 extraits d’une matrice ayant
r - 1 lignes et s - 1 colonnes, donc, par l’hypothèse de récurrence, on a

h(a~s(r~.l‘(t_1~+~~(s.~~-~t-~)+i)~(s-t+~)(r-t+1) 9
où h(a) désigne la hauteur de l’idéal a . On peut donc supposer que l’on ait
t > 1 et que les a.. soient tous dans l’idéal p . On considère la matrice
(a.. + 0 X) , où X est une indéterminée sur l’anneau A et 03B4 le symbole de
Kronecher. Si b désigne de engendré par les déterminants d’ordre
t qu’on peut extraire de la matrice ci-dessus, puisque t > ~ et que les a..

sont tous dans p , alors b c p[X] 0 Si l’on pense à l’anneau quotient 
on voit immédiatement que b + (X) = + (X) , donc (cf. o lemme 3 ), q = 



est Un idéal premier minimal de b . Puisque ai i 
+ X n’ est pas dans q , Par 1°-

,

calisation par rapport à q on obtient

On remarque que est un idéal qA[X]q-primaire et que a1,1 + X n’est pas

dans qA[x] . D’autre part, étant donné que h(qA[X] ) = h(q) et que h(q) = h(p) ,

il s’ensuit que

Dans la démonstration du théorème 2 on a utilisé le lemme suivant (cfo o lemme 4,

page ~02 ) ~

LEMME 3. - Soient A un anneau local d’idéal maximal m, et a un idéal m-

primaire de A v Soit b un idé al de l’anneau de polynômes ayant les pro-

priétés

Alors, m[X] est un idéal premier minimal de b.

On sait que si A est un anneau noethérien, pour tout idéal a de A , on a

On dira que A est un anneau de Cohen-Macaulay si l’on a

pour tout idéal a de A .

THEOREME 3 (théorème de l’équidimensionalité). - Soient A un anne au noethérien

et a l’idéal de A engendré par les déterminants d’ ordre r extraits de la ma-

trice (ai,j), 1ir , 1js , r  s o Si A est un anneau de Cohen-

Macaulay et si h(a) = s - r + 1 , alors a est équidimensionel. o

En effet, puisque A est de Cohen-Macaulay, alors prof 
a 
(A) = h(a) j d’autre

part, h(a) = s - r + 1 . D’après le corollaire 2 du théorème 1, on a

Ceci nous dit que a est équidimensionel, car, pour tout idéal premier p asso-

cié à l’idéal a, on a



4. Matrices dont les éléments forment un A-ensemble 0

Soient A un anneau commutatif noethérien et Rad(A) le radical de Jacobson

de A. On sait que si a. ~ ... ~ a sont des éléments de A qui forment une

(Rad(A) , A)-suite, alors .a~ , est encore une (Rad(A), A)-suite

pour toute permutation a de {1 , . e e , n~ . ~n peut alors poser la définition

suivante : On dit sous-ensemble fini E de l’ anneau A est un A-ensemble

si E c Rad(A) et si les éléments de E arrangée dans un certain ordre forment

une (Rad.(A) , A)-suite.

On dira qu’un idéal a de l’ anneau A est un idéal parfait si l’ on a

Soient C un anneau commutatif noethérien, X.. 
r  s) des indéterminées sur C , et A = 1js. 

Soit a l’idéal

de A engendré par les déterminants d’ordre r extraits de la matrice (X..) ,
alors on a :

PROPOSITION 1. - (i) prof a (A) = s - r + Z ~
(ii) l’idéal a est parfait ;

(iii) prof (A) = s - r + 1 pour tout idéal premier p associé

à a.

En effet, il suffit de démontrer (i), et pour cela, on n’a qu’à démontrer que

prof03B1(A)  s - r + 1 , Si r = I , c’est évident, car alors X1,1 , ... , X1,s est

une Supposons que r > 1 et que la proposition ait été démontrée

pour des matrices ayant moins de r lignes. A ce moment-là, on fixe r, et on rai-

sonne par récurrence sur s o Pour s = r , c’est évident, car le déterminant

n’est pas diviseur de zéro dans l’anneau A . Supposons que 1  r  s et que la

proposition ait été démontrée pour des matrices avec r lignes et s - 1 colonnes.

On pose

et on désigne par b l’idéal de B engendré par les mineurs d’ordre r extraits

de la matrice (X.. ~ , Z  ~ ~ s - 1 . Soit c l’idéal de l’anneau
, 

1,J
A engendré par les mineurs d’ordre r extraits de la matrice ci-dessus. Il est



clair qu’on a c = bA et que, par l’ hypothèse de récurrence,

Donc, il existe une (b, B)-suite a 1 ’ .o. , a s-r qui est aussi une (a, A)-

suite, car c c a . L’idéal o .. , a s-r )B est engendré par s - r éléments

et

Si p est un idéal p remier associé à o.. , a 
s-r 

)B, alors ~A. est un idéal

premier associé à o 0 0 , et Il est clair que

a £ . En effet, les déterminants d’ordre r - 1 extraits de la matrice (x..) ,
1  i  r - 1 1  j  s - 1 engendrent, par l’hypothèse de récurrence, un idéal

de B dont la profondeur est égale à ( s - 1 ) .- (r - 1 ) + 1 = s - r + 1 . Par con-

séquent, il existe un de ces déterminants, soit d, qui n’est pas dans ~ . Si

1 t nr pose . r

où le cofacteur de X est d ~ puisque d ~ p , alors donc a ~ pA .
r,s

Etant donné que pA est un idéal premier associé à (al’ on a

donc~ il existe un a _ ~ E a tel que ... ~ a~~ ~ ~s-r+1 ~~~ ~ ~~"
suite. Ceci nous montre que s - r + 1 .

PROPOSITION 2. -Si C est un anneau noethérien intègre, alors 03B1 est un idéal

premier de A .

En effet, si r = 1 , c’est évidente car A/(X1,1 , ... , X1,s )A = C . Supposons
r > 1 , et soient p. et p2 deux idéaux premiers associés à l’idéal a . On sait

que

et comme on a 2(s-r+l) car r~l ~ alors il existe un X.. qui
~J

n’est pas dans p. et p2 . °

Supposons que X. i 
ne soit pas dans p. et p~ ~ et soient



la partie multiplicative de D formée par les puissances de 0 On voit que

S"~ A = S"~ D [ X.. J.~ ~~ et que est l’idéal de S"~ A engendré 
. 

par les
~J ~~?J~

déterminants d’ordre r extraits de la matrice

car X , 1 est inversible dans 
et les f_ et les g. sont dans S" D .

Si on pose

et A est l’idéal de ~S"1 A engendré par les déterminants d’ordre r - 1

qu’on peut extraire de la matrice

De plus, les Y.. sont algébriquement indépendants sur S" D , et par récurrence,
-1 ~~~ -1

aS" A est un idéal premier de S A . Il s’ensuit que

donc p1 = p2 . Ainsi, an’ a qu’un seul idéal premier, et a = p2 , c’ est-

à-dire a est premier.

Quant aux résultats concernant les A-ensembles ( cf . ~ 18 ~ ) , nous nous linitons à
mentionner les suivants s

PROPOSITION 3. - Soient A un anneau noethérien et (a..), 1 ~ i ~ r ,
2014201420142014 20142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 l,J

r  s , une matrice formée d’éléments de A . Soit a l’idéal de A

engendré par les déterminants d’ ordre r extraits de la matrice ci-.dessus. Si les

éléments de la matrice forment un A-ensemble et s’ils engendrent un idéal premier,
alors a e st aus si premier.



PROPOSITION 4. - Soit E un A-ensemble ; supposons qu-’ il engendre un idéal pre-

mier. Alors tout sous-ensemble de E engendre un idéal premier.

5. Sur la fonction de Hilberto e

Soient C un anneau obéissant à la condition de chaîne descendante (par exemple,

un corps ou un anneau d’Artin) et A = C ~x , o 0 0 , X~] l’anneau de polynômes à

m indéterminées et à coefficients dans C o On sait (cfo e [20], chap. 12)

que, pour tout A-module gradué M de type fini, le sous-A-module des éléments

homogènes de degré q est de longueur finie  ~ . Pour tout idéal

homogène a de l’anneau A, la fonction s’appelle la fonction de Hilbert

ou la fonction caractéristique de l’idéal a o Puisque l’on peut écrire

où les c , sont des entiers et où d = dim(A/03B1) - 1 (dimension au sens de KRULL) ,
l

alors on a

où ord(A/x) est l’ordre du A-module gradué A/a o En générale on tombe dans des

difficultés, quand on essaye de calculer ou encore, ord(A/a). Un cas
facile est celui où a appartient à la classe principale, c’est-à-dire

a = (f. ? i -~ ? f S )A ~ où chaque est une forme de degré et h(a) = s .

A ce moment-là~ on montre que

où t (C) désigne la longueur du A-module C .

On considère maintenant une matrice (f .. ) 9 
d’éléments de A ~ et soit a l’idéal de A engendré par les déterminants d’ordre
r qu’on peut extraire de la matrice ci-dessus. On sait que h(a) ~ s - r + 1 .Si

h(a) = s - r + 1 , alors

est une résolution libre de donc



Si L est un À-module libre gradué ayant une base à un seul élément de degré p ,

On a W~(q) = W ~(q - P) , donc
- _

Plus généralement on aura

où les fonctions ~P.(X) sont fonctions des degrés des formes f~ . et des degrés

des éléments d’une base des R.. Pour une formulation explicite des 03C6j(X) , on

renvoie à [9J. On remarquera que chaque IL est un A-module libre ayant une base

avec ( s r+j-1(r+j-2 j-1) éléments. On a ainsi le résultat suivant i

THÉORÈME 4. - Si 03B1 ~ A et si h(a) = s - r + 1 , alors on a

Pour le calcul de l’ordre, au moins dans certains cas particuliers, on renvoie à

[9].

Note. - Des travaux récents de BUCHSBAUM et [2] et [3]) générali-
sent pas mal de résultats exposés icio Entre autres, le complexe de Koszul et le

théorème de l’équidimensionalité (cf. ® théorème 3) y sont généralisée 0
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