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3-01

STRUCTURES DES DEMI-GROUPES

AYANT TOUS LEURS SOUS-DEMI-GROUPES HOMOMORPHIQUES

par Roger DESQ

Séminaire DUBREIL-PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres)
18e année, 1964/65, n° 3 23 novembre 1964

1. Introduction.

Dans ce même séminaire, le 23 mars 1964, Pierre LEFEBVRE a exposé un travail de

D. W. MILLER C 9 ~, travail dans lequel l’auteur donnait une généralisation des

groupes hamiltoniens. Si l’image homomorphe d’un demi-groupe contient un élément

neutre 1 [resp. un zéro 0 ], l’auteur appelle 1-noyau [resp. 0-noyau ~ l’ i-.
mage réciproque de cet élément. Dans une première partie, il étudie les demi-grou-

pes D dans lesquels tout sous-demi-groupe non trivial est le 1-noyau d’un homo-

morphisme convenable de D ; la fin de l’article est consacrée à la caractérisa-

tion des demi-groupes D dans lesquels tout sous-demi-groupe non trivial est le

0-noyau d’un homomorphisme de D .

Si un sous-demi-groupe S du demi-groupe D est le 1-noyau d’un homomorphisme,
S est en particulier unitaire. L’étude des demi-groupes ayant tous leurs sous-

demi-groupes non triviaux unitaires est donc un problème plus général.

THÉORÈME 1.1. - Tout sous-demi-groupe non trivial d’un demi-groupe D est uni-

taire à droite si, et seulement si,
- D est un demi-groupe d’ordre 2 ,
- ou bien si D est isomorphe au produit direct d’un zéro-demi-groupe à gauche

par un groupe périodique.

Supposons que tout sous-demi-groupe non trivial de D soit unitaire à droite.

Soit x un élément de D ; y . considérons S = fx2 , x 9 ... , x f ... ~ f si x2
est différent de x y S est un sous-demi-groupe non trivial qui contient x.x2
et x2 > S contient x . Pour tout élément x de D , nous avons donc x2 - x3
ou x = xn ~n ~ 3~. D est un demi-groupe périodique, l’ensemble I de ses

idempotents n’est pas vide.

Soient e et f deux idempotents distincts de D. o Si ef n’est pas un idem-

potent, considérons le sous-demi-groupe S engendré par ef ; 9 S n’est pas tri-

vial, donc les relations e.ef E S , ef ES, donnent e e S , c’est-à-dire

e = et ef = e , ce qui est impossible. l est stable.

Si ef est différent de fe, considérons T = tef , fe , efe , fef) ; 9 T est

un sous-demi-groupe non trivial, donc T contient e et f . ~



Dans tous les cas, y on a e = efe, f .~ fef . I est un demi-groupe rectangulaire.

En particulier, les relations ef = fe = e donnent f = fef = fe = e ; les idem-

potents sont tous primitifs ; en outre, y si D contient un zéro, il ne contient pas

d’autre idempotent.

D contient un zéro 0 . - Un élément x de D vérifie x2 - x3 - x4 mais

alors x2 est un idempotent donc égal à 0, y ou bien x = xn mais alors x ap-

partient au sous-groupe maximal de l’unique idempotent 0 de D, x est égal à

0 . Si x est différent de 0 , S = ~x , 0~ est un sous-demi-groupe non trivial

qui contient tout élément y de D, puisque y.0 = 0 appartient à S . D est

donc égal à ~x y 0~ y où l’on a x2 = 0 .

D ne contient pas d’élément zéro. - D est simple. En effet, soit I un idéal

de D ; 9 I est un sous-demi-groupe non trivial de D, les relations x E D , y

i xilE I entraînent x e 1 . D’après l’étude des idempotents, D est donc

complètement simple,

Le groupe G ne contient qu’un seul élément G = ~l) ; p supposons d’abord que I

contienne deux éléments distincts i et j 9 S = 1 1 9 i f ! (1 , j , !
est un sous-demi-groupe non trivial ; 9 la relation

montre que (1 , y i , v) appartient à S , 0 = À , y donc A ne contient qu’un
seul élément, D est un zéro-demi-groupe à gauche.

I ne contient qu’un seul élément i ~ 9 considérons

S contient également (1 , i , v) car (1 , i , v)(l , i , ~~ _ (1 , i ,B) . A

contient au maximum deux éléments distincts, D est un zéro-demi-groupe à droite
d’ordre 2 .

Supposons maintenant que l’ordre de G soit supérieur à 1 , 
"



est un sous-groupe non trivial ; 9 la relation (I , i , v~(~ , i , ~~ - 
montre que S contient (1 , y i , y v) .

La fin de la démonstration directe et la réciproque résultent alors du théorème

3.5, chapitre II de ma thèse j~3J. De ces deux théorèmes, on déduit :

COROLLAIRE 1.1. - Si l’ordre du demi-groupe D est plus~grand que 2, il y a

équivalence entre les propriétés suivantes : é uivalence entre les ropriétés suivantes :

(a) Tout sous-demi-groupe de D est unitaire à droite.

(b) Tout sous-demi-groupe non trivial de D est unitaire à droite.

COROLLAIRE 1.2. - Tout sous-demi-groupe non trivial d’un demi-groupe D est

unitaire si, et seulement si, D est un demi-groupe d’ ordre 2, ou si D est un

groupe périodique. ,

Il semble cependant qu’une meilleure généralisation de la notion de groupe hamil-

tonien doit faire intervenir les relations d’équivalence. En effet, dire que tout

sous-groupe d’un groupe est distingué équivaut à dire : Pour tout sous-groupe S

de G, y il existe une équivalence compatible admettant S comme classe. Rappelons

qu’un complexe H d’un demi-groupe D est dit homomorphique [resp. homomorphique
à droite], s’il existe dans D une relation d’équivalence régulière [resp. régu-
lière à droite ] admettant H comme classe [ 11 ],[ 3 ].

Dans la suite, D* désignera le demi-groupe obtenu en adjoignant à D un élé-

ment unité. Si a, y b , y ... , ~ sont des éléments de D, (a, b , ... , y ~~ dé-

signera le sous-demi-groupe de D engendré par ces éléments ; si (a) est un

demi-groupe cyclique, y ~a~ représentera sa période. Un sous-demi-groupe S de D

est homomorphique à droite [resp. homomorphique], si les conditions SES, s’E S,
x E D~’ , sx E S ~ resp. SES, s’ ES, u E D" , . v E D~‘ , usv e S ] entraî-
nent s’x E S [resp. us’v Nous dirons qu’un demi-groupe, qui a tous ses

sous-demi-groupes homomorphiques [resp. homomorphiques à droite], vérifie la con-
dition (A) [resp. (A.) ].
LEMME 1.1. - Si D est un demi-groupe vérifiant la condition ~A ~ , y

1° D est périodique ;
2° La période de tout sous-demi-groupe cyclique commence à un rang inférieur ou

égal à 3 .

Soit a un élément de D ; considérons le sous-demi-groupe S engendré par a2
et a5 , nous avons : 1



on en déduit

et par suite, il existe un entier n différent de 3 tel que l’on ait

THEOREME 1.2. - Si D est un demi-groupe cyclique , il y a équivalence entre les

deux propositions :
(1) Tout sous-demi-groupe de D est homomorphique.

(2) D est fini, et sa période commence à un rang inférieur ou égal à 3 .

D’après le lemme, ~00FF~ entraîne (2). Inversement, soit S un sous-demi-groupe du

demi-groupe cyclique D différent de D. Si a engendre D, S n [a] est un

sous-groupe de [a] ; si x E [a] , y x ~ désignera l’inverse de cet élément dans

[a] . Les relations

entraînent successivement :

Il reste donc à considérer le cas suivant 1

on peut supposer que q est un nombre impair, car autrement x appartient à S .

Si n est pair, an appartient à S , donc S est égal à ~a2 s a~ ,..., > 

Si n est impair, on a q  n - 1 , d’où 2 + q ~ n ; sx E S entraîne alors

a e S ; S a la même structure que précédemment, y et par suite est bien homomor-

phique.

2. Structure de l’ensemble des idem otents.

Dans toute la suite, sauf précision supplémentaire, D représentera un demi-

groupe vérifiant la condition (Ad) . D’après le lemme 1.1, D est périodique,
l’ensemble I de ses idempotents n’est pas vide.

Soient e et f deux éléments de I ; q considérons S = (e , f) y la forme des

éléments de S montre que ce sous-demi-groupe est égal à



Désignons respectivement par g, y g’ , h , h’ les idempotents de (ef) , (fe) ,
(efe) , (fef) . Comme g appartient à (ef) , on a

on en déduit

d’où il résulte

On vérifie de même que fg est égal à h’ , on a donc

Supposons maintenant que le produit ef n’appartienne pas à I. Considérons

résulte

Comme ef n’est pas un idempotent, on a ef = (ef) y ce qui donne

car g est un élément unité dans ~ ef ~ .

Le sous-demi-groupe T = (h , h’) , étant inclus dans (ef)u (fe)u (efe)u(fef),
contient au plus quatre idempotents distincts. Nous pouvons donc considérer deux

idempotents e , f , dont le produit n’appartient pas à I, et qui engendrent un

sous-demi-groupe S ne contenant au plus que quatre idempotents distincts. D’a-

près la thèse de M. EGO [6J (chapitre II), le seul cas possible est celui où e ,

f , g g’ sont distincts, où h est égal à e, h’ à f ; mais alors T ~~,e, g ~
est un sous-demi-groupe de D . Les conditions

ef est encore un idempotent. Nous avons donc démontré le théorème suivant :

THEOREME 2.1. - Si un demi-groupe D vérifie la condition (Ad) , l’ensemble I
on Wrn (1

de ses idempotents est stable.

D’après un résultat de D. MAC LEAN, il existe un demi-treillis 03A3 , et une fa-

mille de sous-demi-groupes rectangulaires disjoints de I indexés par E :

{B03B1 , 03B1 ~ 03A3} tels que I = ~ B03B1 et B03B1 B03B2 ~ B03B103B2 pour tout couple 03B1 , 03B2a a a ~ a~

d’éléments de £ [8].



LEMME 2.1. - 03A3 ne peut contenir trois éléments 03B1 , 03B2 , y vérifiant

En effet, supposons que 03A3 contienne trois éléments vérifiant ces relations ;

soient e un élément de Ba, , y f un élément de B~ , y et g un élément de B .
Considérons le sous-demi-groupe S égal à ( e , g , gf) ; S est contenu dans

Ba u B , et S devrait contenir ef qui est dans B03B2 , d’où une impossibilité.
Nous voyons donc que 2 contient un plus petit élément noté o , et que le pro-

duit de 2 éléments différents de £ est égal à o .

LEMME 2.2. - Si of est un élément de 03A3 différent de o , Ba est un Zéro-

demi-groupe à gauche.

Soient e , f deux éléments quelconques de B~, , g un élément de B . Consi-
dérons S = ~ e , g , gf) ; nous avons

et par suite

Bo est un demi-groupe rectangulaire noté B, B est le produit direct d’un zéro-

demi-groupe à gauche L par un zéro-demi-groupe à droite R. Un élément quelcon-

que de B pourra donc être noté (t , r) , avec .P, E L , r E R .

2.3. - Si B n’est pas un zéro-demi-groupe à gauche, 7 L est égal à

~o~ 9

- si A n’est pas vide, il ne contient qu’un seul élément, A = {1} , et on a

- ~ 03B1 ~ 0394 , il existe un élément r de R tel que l’on ait

Si B est un zéro-demi-groupe à gauche, nous avons

Posons £ = {o} u A . Soient a un élément de A , e un élément de B03B1 . Si
b est un élément quelconque de B, be appartient à B, et be.e est égal à
be ; il existe donc au moins un élément b = ~~ , y r) de B tel que be soit

égal à b . Mais alors, y si f est un élément quelconque de B , nous avons



Si B est un zéro-demi-groupe à gauche et si b’ est un autre élément de B, y

nous avons

Supposons que B n’est pas un zéro-demi-groupe à gauche, y et qu’il existe un au-

tre élément b’ = (t’ , r’) de B vérifiant

Soit (~ , p) un élément quelconque de B, ~(~ ~ p) , (~ , r)~ est un sous-

demi-groupe de D ; des relations

nous déduisons

On a de même

d’où ( À , p~ e ~ ~ ~ , p) puisque r est différent de r’ . A est donc la réu-

nion de deux ensembles disjoints, y peut-être vides, y Al et A2 , tels que

. 

~ ~ E E R tel que la relation ( ~ , r)e= ( ~ , r) ,

. vérifiée pour un e de entraîne r = r ,

Précisons la multiplication dans ce dernier cas ; nous savons que, y e e B~

étant donner il existe un élément ( ~~ , r,. ~ de B vérifiant

On a (t , r)e = (t , r)(~~ , r)e , posons

Pour terminer la démonstration du lemme, il nous reste à vérifier que A 1 ne

peut contenir au plus qu’un seu~ élément. Supposons que A 1 contienne deux élé-

ments distincts a et p; soient e un élément de B~ , f un élément de Bm ~
(t , r) un élément de B . Le produit ef appartient à B ; 9 nous pouvons poser



ef = (~’ ~ r’) * Les relations

entraînent

B n’étant pas un zéro-demi-groupe à gauche, r peut être choisi différent de r’,

nous. aboutissons donc à une contradiction.

2.4. - Pour tout élément e de I, il existe un élément l de L tel

que l’on ait :

Lorsque’ e appartient à B, ce lemme est vérifie en posant e = (le , re) , ce

que nous ferons dans la suite. Soient e un élément de B a 
b = (t , r) un élément de B ; eb appartient à B, posons eb= (t’ , r’) . La
relation eb = eb.b donne

d’où il résulte que r’ est égal à r et que ~’ est seulement fonction de e

et ~’ = y !.) . Considérons le sous-demi-groupe S engendré par e

et (~(e , t) , S est égal à e , ~(e ,, ~~ , r ~ , ((p(e , t) , r a . Si
X est un élément de L, y la relation

montre que l’élément e(~ , r) - ~(e , ~~ , y r) appartient à S . On en déduit

y l) = y 03BB) ; 03C6(e , l) est indépendant de l ; e étant donné, il exis-

te donc un élément t e de L tel que l’on ait

Supposons que A u D contienne un élément 0 différent de (y ; soit f un élé-

ment de B~ , ef appartient à B, ef = ~~’ , r’) . Les relations

entratnent,



THEOREME 2.2.
(a) Si D est un demi-groupe vérifiant la condition (Ad) , l’ensemble I de

ses idempotents est stable et a la structure suivante :

B est un demi-groupe rectangulaire, produit direct d’un zéro-demi-groupe à gaucge
L par un zéro-demi-groupe à droite R ; B1 et les OE G à , sont des zéro-

demi-groupes à gauche ( ià peut être vi_de) .
Y 03B1 e ù , 3 r03B1 e R ; ~ i ~ 1 , 8 li e L (pour b é B , on pose b=(lb,rb) ),

tels que ~ i ~ I , # (i , r) e B , Y e e Y OE e ù , + 8 é ù - {03B1} ,
’ f G B , ’ g G °n ait

(b) Inversement, considérons un ensemble I, y réunion d’un demi-groupe rectangu-

laire B = L x R et de zéro-demi-groupes à gauche E D . I, muni

de l’opération définie dans (a),,est un demi-groupe qui vérifie la condition (Ad).
La proposition (a) rappelle les résultats obtenus dans les lemmes 2.2, 2.3 , y

2.4. Pour démontrer (b), vérifions d’abord que I est un demi-groupe. Nous devons

envisager les cas suivants : 1



Soient S un sous-demi-groupe de I, s et s’ des éléments de S, y x un

élément de I tel que sx appartienne à S ; 9 il faut montrer que s’x appar-

tient à S . Nous avons les cas suivants : 1

COROLLAIRE 2.1.

(a) Si D est un demi-groupe vérifiant la condition ~A~ , l’ensemble I de

ses idempotents est stable et a la structure suivante : I = B + C ; 9 B est un

demi-groupe rectangulaire, B=LxR , pour be B , y on écrit b = (lb , y rb) ;
C est un ensemble envoyé par une application (p dans B, (lc , rc) .
La loi de multiplication est définie de la manière suivante :

(b) Inversement, y considérons un ensemble I, réunion d’un demi-groupe rectangu-

laire B = L x R et d’un ensemble C envoyé dans B par une application c~ ;

I , muni de l’opération définie dans (a), est un demi-groupe qui vérifie la condi-

tion (A) .

Si tous les sous-demi-groupes de D sont homomorphiques, ils sont en particu-

lier homomorphiques à gauche et homomorphiques à. droite; 1 vérifie donc le théo-

rème 2.2 et le théorème symétrique. B1 et B03B1 , 03B1~0394 doivent être des zéro-

demi-groupes à gauche et à droite ; ils sont donc réduits à un seul élément. Pour

tout élément i de I, y il existe un élément de L , y un élément r. 1 de R

tels que l’on ait

Si B~ n’est pas vide pour l’élément e qu’il contient, on a d’une part

et d’autre part

R ne contient donc qu’un élément, et B joue le même rôle que les B . Les re-
lations e~ B , f~ B , e~f , ef = (tef ’ ref) , r) = e.f(i , r) ,
(~ , r~.ef ~ (t , r)e.f donnent



Inversement, y d’après le théorème 2.2, l’ensemble I, muni de la loi indiquée,
est un demi-groupe. Soient S un sous-demi-groupe de I, s et s’ des élé-

ments de S . La relation sx E S entraîne s’x E S d’après le théorème 2.2, de

même, d’après le théorème symétrique, xs E S implique xs’ e S ; xsy.E S en-

traîne xs’y E S , car xsy = xs’y = xy .

COROLLAIRE 2.2. - Pour un sous-demi-groupe idempotent 1 , les deux propositions

suivantes sont équivalentes :
(a) Tous les sous-demi-groupes de I sont homomorphiques à droite et à gauche.

(b) Tous les sous-demi-groupes de I sont homomorphiques.

En effet, pour obtenir la condition nécessaire du corollaire 2.1, nous avons

seulement imposé aux sous-demi-groupes de D d’être à la fois homomorphiques à

gauche et homomorphiques à droite.

COROLLAIRE 2.3. - Si D est un demi-groupe commutatif qui vérifie la condition

(A) , l’ensemble I de ses idempotents contient un zéro, et le produit de deux

éléments distincts de I est égal à zéro.

En effet, B est alors commutatif, et donc réduit à un seul élément.

3. Etude du demi-groupe D.

Pour poursuivre l’étude du demi-groupe D , nous allons utiliser la décomposi-
tion de ce demi-groupe en fuseaux. D étant périodique, il existe une bijection
entre l’ensemble I de ses idempotents et l’ensemble des fuseaux. Si e est un

élément de 1 , le fuseau le contenant sera noté Fe , le groupe maximal associé à

e sera noté r ; r est contenu dans F . Si a est un élément de F , [a]e e e e

est contenu dans F ; si b est un élément de F , on ae e

Rappelons un résultat dû à D. D. MILLER et A. H. CLIFFORD [10].
Si D est un demi-groupe arbitraire contenant un sous-demi-groupe B rectangu-

laire, les groupes maximaux de D relatifs aux idempotents de B sont tous iso-

morphes, y et leur réunion est un sous-demi-groupe de D isomorphe au produit di-

rect de l’un de ces groupes par le demi-groupe B .

LEMME 3.1. - Si e et f sont deux idempotents de D , et si (e , f ~ est un

zéro-demi-groupe à gauche, alors, V a e F , y on a af = ae .



En effet, les conditions a E (a) y e E (a) , ef = e E (a) entraînent

af E (a) ; comme fe est égal à f , y on en déduit

Si S et T sont des sous-demi-groupes de D, y S v T désigne le sous-demi-

groupe de D engendré par S u T .

THEOREME 3.1. -Si e et f sont deux idempotents de D, y et si ~e , y f) est

un demi-groupe rectangulaire y alors, ~ a ~ F , V b E y on a

(e ,fe) est un zéro-demi-groupe à gauche ; 9 donc, d’après le lemme 3.1, on a

afe = ae , d’où

Considérons S y les éléments de S sont de la forme ef, an ou

an f ; en effet,

car an appartient à ~’ .
e

Les relations a3 E S 9 a4 ES, f ef E S entraînent efa E S ° 9 on en déduit

Si bn appartient à [b ] , on a

Donc , T = (a) v [b] est égal à v u (a) ; les relations ab e T y
ab ET, ae T , donnent abe 

COROLLAIRE 3.1. -Les fuseaux de D sont stables~ et si a et b sont deux

éléments d’un même fuseau, ab appartient à (a) .

PROPRIETE 3.1. - Soient e un idempotent de D , a et b deux éléments du

fuseau Fe ; alors y ab appartient à 0393e , ou ab est égal à a2 . Réciproque-



ment, si un demi-groupe périodique et unipotent vérifie cette propriété pour tout

couple d’ éléments a, b , on a ab u ( a~ .

Nous avons vu que r était un idéal de F ; donc la condition ab ~ r en-
e e e

traîne a ~ r . Comme ab appartient à r u (a) y on en déduit
e e

ce qui est impossible.

Pour démontrer la propriété réciproque, il suffit de remarquer que, si ab ’ ap-

partient à r e on a ,

D’après cette propriété, F3e est égal à r e . 9 en effet, r e est toujours con-

tenu dans F~ . Soit abc un élément de F3 - r
e e e

mais a appartient à La] y nous avons donc une contradiction.

COROLLAIRE 3.2. - Si {~e y f) est un zéro-demi-groupe à gauche [resp. à droite]
propre, y ?ae Fe’ y ab= a ~ ab=ae.fb [resp. ab= ae.fb].

Dans les deux cas, [a] v [b] est contenu dans r u F . Si f) est un

zéro-demi-groupe à gauche propre,

ceci est impossible;

mais aef E r 
f 

= r ====> a E re ====> ab ce qui est impossible. Donc, si

ei ,e e 
2 

e 
. e

ab est différent de a y ab appartient à F ; on a alors

Si ~e , f) est un zéro-demi-groupe à droite propre,

mais



d’où une impossibilité, car (a) est contenu dans F . . On en déduit

COROLLAIRE 3.3. - Si (e, f) est un demi-groupe rectangulaire propre, V a ~ Fe,
V ab est égal à ae.fb.

ab appartient à v u (a) , qui est contenu u ffu fefurfe.

Chacun de ces cas est donc impossible, ab appartient à F ef , et’il en résulte

D’après le théorème 2.2, y nous savons que I peut se mettre sous la forme :

I = B + B 1 + U 
d 
Ba; nous pouvons alors énoncer le théorème :

THEOREME 3.2. - Si e est un élément de B + U B , f un élément de B ,
- 1 o~ ~

alors, ~ a E F , ~ b E ~ba appartient à (b , et ab est égal à

efe.fb .

D’après la loi de multiplication vérifiée par les éléments de I, efe appar-

tient à B ; (b, y efe) est donc un demi-groupe rectangulaire. Le sous-demi-groupe

( b , efe) contenant b, efe y ef e. e , contient également be .

Si n est un entier supérieur ou égal à trois, ebn et bn e appartiennent à

~ b’ v (efe) ; 9 en effet, y on a par exemple

L’élément eb appartient à [b] v (e), car ce sous-demi-groupe contient e ,

eb3 f eb ; 9 la relation eb = e entraîne ef = e , y ce qui est impossible ; nous

avons donc

eb appartient (efe) . Les relations précédentes permettent d’écrire



S’il existe un élément x de (a) tel que le produit bx ne soit pas dans

(b , efe) , alors x n’appartient pas à (b , e , bx) . En effet, x n’appar-

tient pas à (b , e) , car b.(b , e) est inclus dans (b, efe) ; donc, si x

est dans (b, e , bx) , dans l’écriture de x figure au moins une fois le fac-

teur bx . Posons x = uxy , où y est un élément de D, y u un monôme en b

et e seulement ; u appartient au complexe (b, y e).b qui est inclus dans

(b , efe) . Il existe un entier p avec u~ = f , fe , ef , ou efe , car (b,efe)
ne contient que ces idempotents. La relation x = u~ xyp donne alors l’un des cas

suivants : 1

1° x = f x ,

2° x = f ex ,

3° x = efx ,

4° x = efex ;

1° et 2° donnent x = fx , d’où xq = fxq et e = fe ; 3° et 4° donnent x = ex ,

puis x = efex , y d’où e = efe ; les quatre cas sont donc impossibles.

Soit x un élément de [a] ; le sous-demi-groupe (b , e , bx) contient e ,

b , y bx , donc également ex = x . Nous en déduisons

En particulier, fa appartient au demi-groupe rectangulaire

et par suite, fa est égal à f ou fe ; fa = f donne fe = f , donc on a

De mme, pour tout entier n, an f est un idempotent. Posons an f = g ; la
n

relation g f = g montre que gn est un élément de B 9 nous écrirons
n n n

Si an e [a] , les relations egn = g , n gn f = gn donnent

c’est-à-dire g = (t , r ) = ef . Le sous-demi-groupe (a, ef) contenant a ,
n n n

e , ef , contient également af ; mais d’après ce qui précède, (a, y ef) est égal
à (a) u (ef) u (efe) ; af étant un élément de B ~ est égal à ef . Si bnE [b],
la relation fb = b donne ab  a.fb = efb = eb .De eb E b v efe , ,
résulte



si dans chacun des cas on a

Le sous-demi-groupe (a ~ eb) , contenant a ~ a b y a y contient également ab;

ab ne peut appartenir à (a) y car ce sous-demi-groupe contiendrait alors eb ;

or eb appartient à [.b] v (efe) qui est contenu dans Fur ~ 0393ef ~ 0393efe ,
par suite on a

i~ i~

Considérons l’élément eb; cet élément appartient à Fur u Tef u 0393efe , Il
existe un entier n tel que appartienne à {f , y ef , fe , efe} ; comme

appartient à lef, y efe} .

mais eb =eb f , d’où (eb) = (eb) fe on a toujours

cette relation entraîne l’un des cas suivants : i

- eb=efe d’où ef = efe, eb=ef et efb = efeb = ef = eb ,

-, eb = ubn , d’où eb = ebf = efb , y car bn 
- eb = ubn ef e , d’où eb = ebfe = efbe , mais eb = ebef donne alors

il en résulte bien la relation eb = efb = efe.fb ; ce dernier élément est bien

déterminé quand on connaît rf’ car (f , y efe) est un demi-groupe rectangulaire.



COROLLAIRE 3.4. - Avec les notations du théorème, si de plus fe est égal à f,
ba appartient à (b) .

D’après le théorème, fa appartient à ( f , 9 efe) qui, ici, est égal à 

la relation f.fa = fa implique fa E p ef) = ~f ~ . On a

le sous-demi-groupe (b) contenant b ~ b y b3 a , contient également ba.

COROLLAIRE 3.5. - Si, fe est différent de f , ba est égal à bf.efe.

(f , y efe) est un demi-groupe rectangulaire; 9 d’après le théorème 3.1, y b. ef e

est égal à bf.efe . La relation be E (b , efe) entraîne l’un des cas suivants :

- be E (b) y d’où fe E (b) et fe = f , ce qui est impossible,
- be = u. efe , d’où be = befe = bf,efe ,
- be = u.efe.bn , d’où be = u.efe.fbn = u.efe.bn f, y be = bef, y be=befe=bf.efe.

On en déduit que (b, y efe) est inclus dans (b) u ff u fef u ffe u i ef fe efe

De bae (b , y efe) y résulte :

- soit ba E (b) , d’où fa E (b) mais fa = fe montre que ceci est impossible,
- soit ba E rf d’où ba = fba = bfa = bfe = 0393fe , contradiction,
- soit ba E ba = baefe = beafe = befe = bf,efe , contradiction,
- soit ba E fef , d’où ba = baef = beaf = bef , (f, ef) étant rectangulaire.

Le théorème 3.1 donne bef = bfef = bf E rf ’ d’où encore une contradiction. Il

reste seulement le cas ba E et on a alors 
,

THÉORÈME 3.3. - Soient e et f deux éléments de B + U B03B1 , a un élément

de Fe , y b un élément de F-, ;
- si ef est égal à e y ab appartient à (a) y
- si ef est différent de e , ab est égal à ef .

Zer cas. - Soit g un élément de B ; 9 d’après le théorème 3.2 et les corol-
laires 3.q. et 3.5, on a

Le sous-demi-groupe S engendré par g et a, contenant a , g , gb , con-

tient également ab ; mais, d’après le théorème 3.1, ab appartient à F , on a
e

donc



Ceci montre, en particulier, que le produit ea est égal à e ; re est donc ré-

duit au seul élément e .

2e cas. - Posons g = ef ; d’après la loi de multiplication vérifiée par 1 ,

g appartient à B . Si n est un entier supérieur ou égal à 3 , d’après le co-

rollaire 3.4, on a

Le sous-demi-groupe (e, g) = g , ge) ~ contenant e ~ eb = g , eb = g ,
contient également eb ; il en résulte l’un des cas suivants :

- eb = e , mais on aurait alors ef = e , ce qui est impossible y

- eb = ge , d’où eb2 = geb = ge et g = ef = ge ,

- eb = g .

Nous avons donc eb = g , nous en déduisons

Le sous-demi-groupe (a, g) contient a ~ , a~ , et a3 b ; il contient aussi

ab . En tenant compte du théorème 3.2, (a, g) contient seulement des éléments

de la forme ak ou gu (u e D*) ; ab ne peut appartenir à (a) car autrement

ce sous-demi-groupe contiendrait eb = g , il reste donc

d’où

THEOREME 3.4. - Si D est un demi-groupe vérifiant la condition (A.) ~ D est

bande sur 1 de ses fuseaux.

En effet, compte tenu du théorème 2.2, tous les cas possibles de multiplication

des fuseaux ont été examinés dans les théorèmes 3.1 , 3.2 , y 3.3 , et leurs corol-

laires.

THEOREME 3.5. - L’ensemble des conditions nécessaires rencontrées est équivalent

au système suivant :

(l) D est périodique ;

(2) L’ensemble 1 des idempotents de D est stable et a la structure indi-

quée au théorème 2.2 ;

(3) Soient e et f deux éléments de 1 , a un élément de F , , b un
- e -

élément de alors :



-si eeB , feB , ab est élément de (a) ,
- si e~B ~ y et si ab est élément de (a) ,

-~e~B, f~B, et si ef ~ e, ab est égal à ef,

- si e~B ~ et si fe=f , ab est égal à efe.fb , ba est

élément de (b) y
- si e~B ~ et si fe~f ~ ab est égal à efe.fb, ba est 

"

égal à bf.efe .

Il reste à vérifier que la période d’un élément quelconque a de D commence

à un rang inférieur ou égal à 3 ; a et a 2 appartenant au même fuseau, on a,

soit

ce qui montre bien que a3 appartient à [a].

Nous avons vu quelques conséquences directes des propriétés énoncées dans le

théorème, à savoir :

D est bande sur I de ses fuseaux .

- Si (e , f) est un zéro-demi-groupe à gauche, , ab = ae.fb ou ab = a2 .
- Si (e, f) est un zéro-demi-groupe à droite, ou un demi-groupe rectangulaire

propre, ab = ae.f b .

- Si e est un élément de I - B , F = {e} .
En tenant compte du théorème de Miller-Clifford, le produit de deux éléments quel-

conques de D est en général bien déterminé.

THEOREME 3.6. - Inversement, si un demi-groupe D vérifie les conditions énon-

cées dans le théorème 3.5, D satisfait à la condition (Ad) .

Soient S un sous-demi-groupe de D, y s et s’ des éléments de S, y x un

élément de D tel que le produit sx appartienne à S ; il faut montrer que

s’x appartient à S . Les sous-demi-groupes (s) , (s’) , (x) contiennent res-

pectivement e, e’ , f comme idempotents. S n I est un sous-demi-groupe homo-

morphique à droite de I , puisque I vérifie la condition (Ad) (théorème 2.2).

Les relations s ~ Fe n S, donnent e E S n I ,

ef E SnI, d’où e’ f E S n I . De plus, e étant de la forme s y
ex appartient à S ; d’autre part, y on a toujours



Considérons les divers cas possibles pour e’ et f i

- e’ eB y f alors s’x=s’ ~ eS ou s’x=s’e’fx ~ efef = e’f , y

efxeS implique e’efxeS y e ’ fx e S , s ’ e ’ fx e S j
- e’ ~ B y f e B ~ alors s’x = e’fx e S y cas analogue au précédent ;
- e’ t f ~ B , alors s’xe (s’) ~ S ou S t X = S f ef ES;

- e’~B , f~B , e’f = et , , alors s’xe (s’) 
- e’~B , f~B , alors s’x=e’fe S .

THEOREME 3.7. - Un demi-groupe D vérifie la condition (A) si, et seulement

si, il satisfait aux propriétés suivantes :

(1) D est périodique et les sous-groupes maximaux de D sont abéliens ou

hamiltoniens ;

(2) L’ensemble 1 des idempotents de D est stable et a la structure indi-

quée au corollaire 2.1 ;

(3) Soient e et f deux éléments de I , a un élément de Fe , b un

élément de alors y
- si ee B , ab est égal à ae.fb , y
- si e = ab = e ou ab = a = b y
-si y fe B ~ ab est égal à efe.fb y ba est égal à bf.efe,

-si ab est égal à ef.

Un demi-groupe qui vérifie la condition (A) vérifie, en particulier, et

(A ) ; il en résulte les conditions nécessaires du théorème, si l’on remarque de
g

plus que le groupe F 
e 

doit avoir tous ses sous-groupes distingués pour vérifier

(A) . Pour un groupe périodique, la condition (A) est équivalente au fait d’être

abélien ou hamiltonien.

Inversement, si D vérifie ces conditions y d’après le théorème 3.6 et le théo-

rème symétrique, les sous-demi-groupes de D sont à la fois homomorphiques à

droite et homomorphiques à gauche ; il reste donc à démontrer que, si S est un

sous-demi-groupe de D ~ les relations

s’ ~ S , xe D , x’~ D y xsx’ ~ S entraînent xs’x’e S .

Soient F ~ F , ~ Fr ’ les faisceaux qui contiennent respectivement s y

s ’ , x , x’ . D’après la structure de 1 ~ les cas possibles pour les idempotents

e , y e’ , f ~ f sont les suivants (nous posons fef = g ) :

eeB, er E B, f E B, f’eB ,

alors on a xsx’ = xf.es.f’x’ = xg.es. 1~ 
g 

n S , on en déduit g e S y d’où

il résulte



d’autre part on a xg E r , gx’ Er, et comme 0393g vérifie (A) , ceci entrai
g g g

ne

e E B, e’eB, f E B , f’ ~ B (ou eeB, 

xax’ r n S , on en déduit gesg E F n S, r n S ; comme
g g g

dans le cas précédent, ces relations impliquent

j j~ B , e’ e B , f / B , B ,

xsx’ = fesf’ e F A S ; de plus, g é B , e ’ s ’ e . F , t n S impl iquent
g e

ge’s’g = fe’s’f’ = xs’x’ é S .

e,,é B , e’ / B , f é B , f’ G g ,

xsx’ = xfesf’x’ = xg.fesf’ .gx’ é F x S ; un raisonnement anal o gue à celui du pre-
g

mier cas mont re que xs’x’ = xfe’f’x’ = xg.g.gx’ appartient à F n S .
g

e é B , _e’ 1 # B ,_ f e B , 1 f’ / $ ( ou ee B, e’E B, f’ eB, fg B) ,

xsx’ = xf.es.f’ e F n S ==> fesf’ e F n S et xg e S ; d ’ autre part, on a
g g

xs’x’ = = xg ; on en déduit bien xs’x’ e S .

_e’ = f = f’ / g ,

al o rs xs’x’ = e ’ e S .

e ,e B , B , f / B , B , 
_

e’ , f , f’ n’étant pas égaux, xsx’ = fesf’ e F n S et xs’x’ = fe’f’ = g e S .
g

e / B , e’ e B , f e B , f’ e B ,

xsx’ = xfef’x’ = xg.g.gx’ e F n S , xs’x’ = xfe’s’f’x’ = xg,ge’s’g,gx’ ,
g

xg e F , gx’ é F , g G F n S , ge’s’g G F n S , xg.g.gx’ é F n s o=-~o>

g g g e g
xs’x’ é S .

.e__ J...B .. , e ’ . e B , _ f e _B , f , j _B ( ou e / B , e , e B , f / B , f , e B > ,

xsx ’ = xf ef’ = xg ~ 0393g n S , xs’x’ 1 = xfe’s’f’ = xg.e’s’.g , g é S . ’ xg e s ’

e’s’ é S ==> xs’x’ e S .

e À B , e’ é B , f / B , B ,

xsx’ = fef’ = g e S , xs’x’ = fe’s’f’ = g.e’s’.g e S .



e ~ B , e’ ~ B , f E B, f’eB ,

xs’x’ = xfe’f’x’ = xfef’x’ = xsx’ e S .

e ~ B , e’ ~ B , feB, f’ ~ B (ou e~ B, e’,~ B, B, f’ E B) ,

si f’ ~ e et si f ~e’ , , on a

si e~et , f’ = e , y on a

on a un calcul analogue, y si e ~ e’ et si 

enfin, si e = e’ ~ f’ , ,

e’~B, 

on a toujours xsx’ = fef’ , xs’x’ = fe’f’ = fef = xsx’ e S .

COROLLAIRE 3.6. - Un demi-groupe abélien D vérifie la condition (A) , si et

seulement s’il satisfait aux propriétés suivantes :

(1) D est périodique ;
(2) L’ensemble 1 des idempotents de D a la structure suivante :

Ve.fel, e~f, on a ef = 0 ;

(3) Soient e et f deux éléments de I , a un élément de Fe , y b un

élément de y alors y
- si e = f = o , on a ab = ao.ob , y
- si e = f ~ o ~ on a ab = e ou ab = a = b , 1
- si e = o , f ~ o , on a ab = ao ,

- si on a ab = o.

Ce corollaire est une conséquence directe du théorème précèdent et du corollaire
2.3. 

Conclusion. - Le théorème 3.7 fournit une généralisation convenable des groupes
hamiltoniens, car ces groupes sont périodiques ; mais il n’en est pas de même pour
les groupes abéliens qui, en générale ne vérifient pas ce théorème. La méthode

suivie, étude des idempotents, décomposition de D en fuseaux, est à rapprocher
de celle de M. EGO dans sa thèse [6].
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