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Séminaire DUBRTIL-PISOT 7-01
(Algsbre et Théorie des nombres)
18e année, 1964/65, n° 7 21 décembre 1964

SUR UNE CLASSE DF TRANSDUCTFURS

par Maurice NIVAT

l. Produit en couronne de groupes.

Soient A un groupe, Y un ensemble non vide, B un groupe de permutations sur

Y . Nous noterons :
AY 1l'ensemble des applications de Y dans A ,
yb 1l'image de ye Y par beB.
Ainsi yl =y pour tout ye Y,

Vb,ceB: (yb)e

y(be) .

Définissons le produit en couromne de A par B (en anglais : wreath product),

Y

soit W(A , B) , comme l'ensemble B x A~ muni de la loi de composition

(b s q)) (b , ') = (bb! s ¥)
oh Y: YA est défini par
VyeY: ¥(y) = oly) o' (yb) .

On vérifie aisément 1l'associativité de cette loi, pour laquelle (1 , 1) , ob 1
désigne aussi 1l'application de Y dans A qui envoie tous les y e ¥ sur 1'61é-

ment neutre 1 e A , est élément neutre.
L'inverse de (b , v) est 1'élément (b_1 , $b) ol 'c'p'b(y) = (qp(yb'l)>_1 .

Ainsi W(A , B) est un groune que 1l'on peut représenter fidélement comme groupe
de Y x Y matrices & éléments pris dans A u {0} . Posons en effet

9(y;) si y; b=y,
b @)y .y ) =
17 \O dans le cas contraire

avec VaeA: O.a=4a.0=0.0=0 (cequifaitde A u {0} un homogroupe).
Le calcul de p(b , @) p(b' , ') donne

[p..(b , (P) w(b? , cpi)](yi,yj): yiEY w (b ’ f{)) (yi’yk) p(bt 9 @')(yk’yj)

e (P(yi) tp'(yk) si 3 ¥, € Y tel que Yy bt = yj et s b = Vi

L 0O dans le cas contraire.
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Ainsi
i—"[(b ) ‘-P)(b' ) (P')] '—'P‘(b ) QP) }.L(b' y (P');
donc p est une représentation.

Le fait que p est fidéle, i. e. p(b , 9) = u(b' , ') => b ="b', et
¢ = @', est assez évident.
Le plus souvent, B sera représenté comme groupe de permutation sur lui-méme,

autrement dit comme son propre groupe de translation & droite. On écrira encore

w(d , B) .

La justification de 1'introduction du produit en couronne en algdbre réside dans
la propriété suivante, établie en [1] :

PROPOSITION. - Si C est une extension de A par B , il existe un monomorphis-
me de C dans W(A , B) (ou, autrement dit, C peut &tre plongé dans W(A,B)).

Solent en effet ¢ : C - B un épimorphisme de noyau K set s K->A un iso-

morphisme.

€ étant un épimorphisme, il existe une application % : B - C telle que %
soit 1'identité de B . ( L est l'inverse & gauche de € , ce n'est généralement
pas un homomorphisme.)
Définissons vy : C - AB par g
-1
VyeB: (ye)ly) = u<2(y) c(@(y(ee))) )
et w: Co WA, B) par
pe = (ec , ye) .
1° p est une injection de C dans W(A , B) , en effet pc = pec' => ec = ec'
et ye =vye' , donc en particulier (ye)(1) = (ye')(1), soit

d(z(l) c(?,(sc))—l) = cv(Z(l) c'(Z(ec'))_l> s
d'ol, o étant un isomorphisme et ec = ec' Stant vérifié,

c c! .

2° | est un homomorphisme. En effet

v(ce') (y) = o (5(y) GC'(Z(y(SCC‘)))’1>
2@ c@lee))™ £7(ee)) ot @ly(ee) (ce))) ™)
(ye) (7) (ve') (y(ec)) .

i
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Ainsi
we we! = (ec , ve)(ee' , ye') = (ecc' , yee') = pec!

Qo En D-

2. Produit en couronne de mono'ides.

L'introduction de ce concept n'est pas nouvelle. Une certaine forme en a été in-
troduite en [2].

Celle que nous donnons ici est plus générale, pour des raisons que nous donnerons
dans la suite.

On part de trois monoides A , B , F (avec éléments neutres) dont deux, A et
B , sont représentés comme monoides d'applications : A comme monoide d'applica-
tion de S dans lui-méme, S étant simplement un ensemble sur lequel A opere
par

(s,a) »sa, VseS, Vaelh;
de méme B comme monoide d'application de T dans lui-méme

(b,t) »bt, VteT, VbeB.

Le produit en couronne (A s F oy B) sera alors l'ensemble A x FSXT x B muni
de la loi de composition :
(a,9,b(a", " ,Db") =(aa’ , ¥, bb'),
oi ¥(s , t) =o(s, b't) o'(sa , £) , ceci pour tout (s , t) € S x T .
L'associativité de cette loi est immédiate.
L'élément (L , 1, 1) , o0 le poxT est 1l'application qui envoie tout couple

(s , t) sur 1'é1ément neutre de F , est élément neutre, par suite W(A , F , B)
est bien un monoide.

Comme précédemment, nous représenterons fidélement W(A , F , B) comme monoide
de matrices carrées & éléments pris dans F u {0} ot O0.f = f.0=0.0 =0 pour
tout feF.

Ce sont des (S x T)(S x T) matrices que 1l'on définit par

¢(s , t') si sa=3s' et t = bt'

Ha s o D) (g e (ar,80) =
0 dans le cas contraire.

La représentation p est bien injective.
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C'est une représentation, car

[H(a s P oy b) p(a', @', b')](s,t)(s',t')

s"z¥" wia, ¢, b)(s,t)(s",t") w(at , o', b')(s",t")(s‘,t')
3

pla , @, b)(s,t)(s",t") w(a', ', b')(s",t")(s',t')

g" = sa , s'=3s"a
= 4 s'il existe s" , t" tels que {

Sgn o= bt , b= bt

L O dans le cas contraire.

Remarque 1. - L& structure des matrices pla , ¢, b) n'est pas quelconque :
leur support est en effet obtenu en substituant dans la S x S matrice représen-
tant 1'application s , a - sa & chaque élément une T x T matrice

- nulle si 1!'é1ément substitué est nul,

- 4gale 2 la matrice rcprésentant l'application b, t - Dbt si 1'é1lément sub-

stitué est 1.

Ceci suggdre que l'on pourrait, aprds avoir défini le mnoide A ® B comme étant
le nomTde représenté par la famille de ces supports, définir, comme pour les grou-

pes, le produit en couronne dec deux facteurs.

Avec les deux définitions qui ont été donndes, il n'en est rien, la notion intro-
duite pour les monoides est effectivement plus générale que celle qui concerne les

groupes, telle qu'elle vient d'8tre définie.

Remarque 2. - Plus important est de remarquer ceci :

la convention adoptée au § 1 conduit a écrire

(b]_ 9 (Pl)(bz ) '\02) s (bn s ‘-Pn) = (bl b2 oo bn N Y)

°

¥(y) =9 (7) 0y (y0y) 95(yby by) wvw g (y0y by -on b )

la convention adoptée au § 2 conduit a

a cs e =
( 1 9 @1 3 bl) (an 9 @n 3 bn) - (al 0o e an , Y 9 blooo- bn) 5

¥(s , t) = ®;(s , by «eo b 1) py(sa by ... by £) ..o ¢, (sa; ... a

n-1 ? t) -

D'oli 1'on voit qu'au § 2 les b n'opérent pas sur T comme opérent sur Y les

b au § 1, ou comme opérent sur-S les a au § 2, puisqu'en effet le produit
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N ,
(bl . bn)t est égal & b1.<p?( ces (bn t) oo )) , donc les Db , en tant qu'ope-
rateurs sur T, se composent de droite a gauche.

Dans nos d4finitions du produit en couronne, figure donc un choix de 1l'ordre de

composition des onérateurs.

Dans le cas du produit de groupes, ce choix n'implique rien d'autre qu'une con-
vention d'écriture : en effet, B , groupe, est muni d‘'un anti-automorphisme natu-

-1 . . oy s
rel b-b "~ , et le produit-en couronne que l'on auraif mn 3 "inir par

(b, o)(b' , o) = (bb' , ¥) avec ¥(y] = @ly} @iby/

A A
n'aurait pas été différent de W(A , B) ot B est identique & B mais muni de
la loi b o b' = b'b .

En effet, on a alors
(b, @)(b' , 9') = (o' , ¥)

{

¥(y) = o(y) @' (yb)

et plus généralement

(bl y @1) cee (bn R @n) = (bn ee by, ¥)
¥(y) =9, (7) 9y(yb;) 93(yby by) -ee @ (v ) oo By) -

Par contre, dans le cas des monoides, le choix que nous avons fait implique une

option fondamentale, que 1l'on ne peut réduire par le méme artifice.

3. Transducteurs.

Soit X* (resp. Y* ) un monoide libre engendré par 1'alphabet X (resp. Y).
Une application de S x X dans S , notéde s , x - sx , peut &tre étendue en une

représentation o de X¥ dans s° en posant

s(fx) = (sf)x .

j ¥ses, feX*, xeX,

s(ex) s

et, pour tout f e X¥,
(a«f) (s) = sf .

De méme une applicationde X x T —-T , notde x, t - xt , étendue en une appli~
cation de
B x T->T par (fx)t = f(xt) , (ex)t =t ,

définit une représentation B de X¥ dans 7T,
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Considérons, o et { étant ainsi définies, le produit en couronne
W(eX#* , Y% , pX<) , et proposons-nous de définir les représentations u de X¥*
dans ce produit. Il n'y a la aucune difficulté : on prendra
LLX——-(C(X,(.PX,ﬁx)J
ou P est absolument quelconque, et 1l'on en déduira
p,f.—.(ozf,npf,pf),

o ¢p est donné par

Ppls 5 8) = oy (2 t)
1

:cpxl(s s Xy wes J%t) cpxz(sxl » Xy een Xy t) ... chn(exl cer X g s t) .

De plus, @, (s , t) = e quel que soit (s , t) .
X

y
Ainsi, étant donnés X* et Y* , les deux ensembles S et T et les applica-

tions de S xX-S, XxT-T comme plus haut, il suffit,pour définir une re-
présentation W de X* dans W («X¥ , Y¥ , BX*) , de se donner une application

TTs SxXxT-Y . On posera en effet
@X(s , 1) =7(s , x, t) -
Si 1'on pose (s , £ , t) = wf(s , ) , V¥ feX*  on obtient une application
N S x X T - ¥
qui peut étre définie récursivement par
(s , fx , t) =N(s , £, xt) N(sf , x, t) .

On reconnait dans une telle application 1 une transduction bilatére comme elles

ont été définies en [4].

D'ou le nom de transducteur donné & la représentation u , et le nom de transduc-

tion associée & p donné aux applications
X T,
£ - 9a(sy to) pour tout couple s, , t; choisi & 1l'avance.

La forme matricielle donnée en [4] aux transductions découle immédiatement de la
représentation canonique que nous avons donné d'un produit en couronne de trois

monoides.

Définition équivalente d'un transducteur. - Considérons une représentation u

de X* sur un monoide M de matrices carrées & éléments O ou 1 , et soit
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une représentation de X* sur un monoide de matrices & éléments pris dans
vy {0} (od Vye ¥ : Ouy=y.0=0.0=0) telle que
VfeX¥, uf et pf aient méme support.
Toute représentation & est obtenue & partir de p en substituant aux é1éments
non nuls des matrices px , x€ X , des éléments de Y¥ ; si les matrices uf

sont des I x 1 matrices, on voit ainsi que 1l'on peut associer une représentation

W & toute application p de I x X x I dans Y* en posant
p(i, x, i') si BX(5 41) #0

BE(s 50) ={
’ 0 si “x(i,i') =0 .

Tout ceci nous permet de définir un transducteur au sens précédent.

Posons S=Mx1I, et définissons.

@t Mg par o(m)(m' , it')
S

1]

(m'm , i') ,

il

p: M-8 par p(m(m' , i') = (mm' , i) .

aM est isomorphe au monoide des translations a droite de M , BM au monoide des

translations & gauche, o et P sont deux représentations.
@ et B désigneront p o« et p o B , respectivement.
Remarquons maintenant que, étant donnés
m o, M e.om € M et 1,1i'el,
il existe am plus une suite de couples (i , il) , (il’ iz)... (ik, ik+1)"'ﬁhp1’i9’

telle que les éléments

ml(i,il) ’ mz(il912) »rrt ln1<+1(ikyik+1) et

m'n(in_l,i')
soient tous non nuls.
Considérons alors W(@M , Y¥u {0} , BM) = H., et soit p : X* - H .
Ef=(af,@fa§f)9

”f(i s'il existe i, ., 12 tel que mi,il , pf. .,

121p) 1191y

Cpf[(m , i) (m’ , i')] = m:iz,i soient tous non nulS
0 dans le cas contraire.

Je dis que i est une représentation : en effet,
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of gg = (af , Pp s Bf) (og (9g 9 ﬁg) = (afg , ¥, B—fg) 3

w, D@, 1] =gl , 1) e , 1)@ [(m, p)@ , 1]

si cet é1ément est non nul, il est égal a

[V5 S A
W (11,12) lJ»g(:"B’lqy) J

avec (i, , 1 ) (13 , i4) tels que

2
n, . f. . s ! . 0
i,i s 1,1, pgmlz,l, ?
et
f. . s s m! . 0 .
T i1, ? pg13,14 ’ 14,1' 7
Mais cecli implique que
, .
mi,il , ufil’iz R Mgiz’is , mi5,i' # 0 pour un certain i
et
1,3 pfi6’13 , “giB,i4 R mi4’i' # 0 pour un certain i, ,

dtol, d'apres la remarque,

Par suite,
BEGy ) PBG,1 ) TREEG 1)
121 3044 101y

et i, , i, est le seul couple d'indices tel que m, . , pfg. . , m} soient
1 4 i,14 1,51

i ,it
tous # O . 4 4

Ainsi pf pg=4 fg, et (i est une représentation.

Par extension, nous dirons que p est un transducteur en définissant les transduc-

tions assocides 3 § comme les transductions assocides & [ .

Une transduction associde & [ est définie par le choix d'un couple (m, im', )
C'est 1l'application
£~ po[(m, 1) , 1] .
En 1l'occurrence, c'est l'application qui envoie f sur Ef(i i) 50U il ’ 12
’
est le seul couple d'indices tel que m; , pf. , m!

i,i iy, 1

1 sofit tous #0 .
b
Celles de €es transductions qui correspondént aux colples 2(1 , i)(1, it) , ou 1

est 1a I x I matrice unité, élément neutre de M , seront dites élémentaires :
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ce sont simplement les applications
_’—' 3 sy .;.
f “f(i,i') , pour 1 , i' fixés
En maniére de conclusion, nous dirons ceci :
La notion de produit en couronne introduite ici est bien justifiée, puisqu'elle
seule pormet de rendre compte du phénomdne 1ié & la représentation d'un des monoi-

des facteurs comme monoide de matrices carrées & éléments 0 ou 1 .

Pour ce qui est des propriétés des transducteurs, c'est l'objet de notre travail

actuel .
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