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23-01

ENDOMORPHISMES

par Paul DUBREIL

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
18e année, 1964/65, n’~ 23 17 mai 196 5

1. Introduction.

L’étude de l’anneau des endomorphismes d’un groupe abélien est, dans une large
mesure, classique ([17] § 21, [12] § 56 à 58). Pour un groupe non abélien, l’ensem-
ble des endomorphismes possède une structure plus générale que celle d’un anneau,
étudiée en 1933 par H. FITTING (moyennant des conditions de chaîne) sous le nom de

domaine [11] et appelée depuis "annéloïde" par N. BOURBAKI ([3] § 8).
En 1947, R. BAER a montré que d’intéressantes propriétés des endomorphismes d’un

groupe G sont en réalité indépendantes de l’associativité, ~~~ : elles restent
valables quand G est u.ne boucle ("loop", c’est-à-dire quasi-groupe avec élément-
unité), munie éventuellement d’un domaine d’opérateurs.
Dans une thèse dirigée par D. D. MILLER, ([6] et [5] § 202), C. G. DOSS a étudié

les applications d’un ensemble E en lui-même : l’ensemble de ces applications,
muni de la composition o (que nous noterons multiplicativement pour simplifier
l’écriture), est un demi-groupe H dont la structure algébrique est remarquable
(par exemple, tous les éléments sont réguliers au sens de von Neumann : ~ ~ ~ H,
B ~ e H tel que ~ ~ ~ . Ici, bien entendu, le noyau d’un endomorphisme fait
place nécessairement à la partition définie dans E par l’application considérée
11 , ou à ce qu’il sera commode pour nous d’appeler l’équivalence nucléaire n’Il

définie par : 
’

Ces équivalences, appelées alors équivalences d’application ou d’homomorphisme,
m’avaient permis en 1942 d’étendre aux groupoides avec opérateurs les théorèmes
d’isomorphisme ~10~ 9 aussi constituent-elles un excellent outil pour étudier les
endomorphismes d’un tel groupoide G : un premier ensemble de résultats inspirés
par R. BAER [1] et W. SPECHT [20] concerne les idempotents et les sous-groupes ma-
ximaux du demi-groupe H . Ces résultats sont étroitement liés à une classification,
tout à fait naturelle mais aussi fine que possible, de ces endomorphismes (pour les
groupes, [19] et [20] ; pour les groupoldes, [8]).
En fait, ces résultats sont valables aussi pour les endomorphismes d’une algèbre

universelle [9] (donc, en particulier, d’un groupe avec multiopérateurs, [i5], [18])



et c’est cette question que nous étudierons d’abord (§ 2 et 3)0

Mais d’autre part, comme le remarquent A. H. CLIFFORD et G. B. 

§ 2.2), le demi-groupe des applications d’un ensemble en lui-même a exactement les
mêmes propriétés, précises et élégantes, que le demi-groupe des endomorphismes d.’un

espace vectoriel (~~3~9 ~16~~. Les rôles identiques joués ici par la dimension d’un

sous-espace, et là par le cardinal d’un sous-ensemble expliquent déjà bien cette

analogie.

Cependant, un ensemble et un espace vectoriel paraissent être deux types d’algè-
bre universelle fort éloignés l’un de l’autre, le premier étant absolument amorphe
du point de vue algébrique, alors que le deuxième vérifie un système d’axiomes par-
ticulièrementfort. Aussi chercherons-nous, dans la deuxième partie de cet exposé,
à mettre en évidence, dans le demi-groupe H des endomorphismes d’une algèbre uni-
verselle quelconque G, des sous-ensembles sur lesquels on retrouve telle ou telle
des "bonnes propriétés" connues pour un ensemble ou un espace vectoriel.

Les résultats ainsi obtenus permettront de définir certains types d’algèbres pour
lesquels le demi-groupe H tout entier possède l’une ou l’autre de ces propriétés.
Finalement, pour les algèbres que nous appellerons vectorielles, toutes ces bonnes
propriétés seront valables dans ~ tout-entier. Et comme une algèbre est vecto-
rielle dès que ses sous-algèbres et ses congruences vérifient des conditions sim-
ples, nous verrons ainsi apparaître un lien précis entre les propriétés d’une al-
gèbre G et celles du demi-groupe H de ses endomorphismes.

Nous nous limiterons dans cet exposé aux points de vue qui viennent d’être indi-
qués, mais il est clair que cette théorie des endomorphismes pourra s’exprimer en
termes de catégories. C’est là très probablement que se trouvera l’explication pro-
fonde des remarquables propriétés de dualité qui se manifestent d’un bout à l’autre.
J’espère y revenir à une autre occasion.

2. Notions sommaires sur les algèbres universelles.

Une algèbre universelle G est un ensemble non vide muni d’une famille S d’opé-
rations f. d’ordre n . , ou à n. "variable s" ,-L 1 1 ~



Nous supposons ici n. > 1 (pour nj = 1 , fi prend souvent le nom d’opérateur),
1 1 1

mais on peut considérer aussi une ou plusieurs opérations d’ordre nul consistant

chacune à distinguer dans G un élément (application d’un ensemble G0 formé d.’un

seul élément, dans G ).

Une sous-algèbre Test unè partie de G stable pour chacune des opérations
f. E  . 

’

1

Une congruence C est une relation d’équivalence régulière pour chacune des opé-
rations f. E ~ ~

1

Un endomorphisem ~ de G est une application de G dans G telle que, pour

chacune des opérations fi E ~ , on ait ~

De la théorie des algèbres universelles ~~~~9 ~~~~9 ~9~), nous n’utiliserons que
les extensions faciles de théorèmes élémentaires : 1

L’image de G par un endomorphisme q est une sous-algèbre de G 

nous désignerons par S . ,
L’équivalence nucléaire d’un endomorphisme est une cOngruence et on a ;

où G/C désigne l’algèbre-quotient de G par la congruence C (théorème d’homo-

morphisme).

PREMIER THÉORÈME d’ isomorphisme o - Pour tout homomorphisme appliquant une al-

gèbre universelle G sur une algèbre universelle G, il existe une correspondance
bijective p entre les congruences C de G et les congruences @ = p(C) de G

qui contiennent n ; de plus, les algèbres-quotients correspondantes sont isomor-
phes :

Enfin, 
’ 

LEMME. - Si une congruence C et une sous-algèbre T de l’algèbre universelle G

vérifient la condition



il existe un endomorphisme ~ de G dont la congruence nucléaire est C et dont

est T :

Le composé ~ de l’homomorphisme canonique

et de l’isomorphisme (p répond en effet à la question.

Remarque. - En tant qu’algèbre universelle, un groupe doit être regardé comme

muni d’une famille d’opérations telles que les sous-algèbres soient les sous-groupes :

on doit donc adjoindre à la loi de groupe (x ~ y) ~ xy , opération d’ordre 2 ,

l’opération, d’ordre 1 ~ x ~~ peut d’ailleurs aussi bien adjoindre

l’opération d’ordre 2 , (x ~ y) ~ x"" y , division à droite.

3. du demi-groupe H des endomorphismes de
G 77. ’

On sait [5] que, dans tout demi-groupe D , à chaque idempotent e est associé

un plus grand .SOUS-groUpe r e admettant e comme élément neutre ; ces sous-groupes

re ’ ... sont les sous-groupes maximaux de D et ils sont disjoints deux à

deux. Il en est de même de leurs radicaux respectifs ... et l’ensemble

complémentaire de la réunion de ces radicaux est vide ou infini.

L’étude de la situation correspondante dans le demi-groupe H des endomorphismes
d’une algèbre universelle G fait intervenir une classification des endomorphismes
obtenue à partir des notions classiques d’endomorphismes surjectifs et d’endomor-

phismes injectifs. 0

Désignons par 03A3 l’ensemble des endomorphismes surjectifs s

par e l’ensemble des endomorphismes injectifs :

ë) est le groupe des automorphismes.

( ) Ce paragraphe contient seulement les résultats; pour les démonstrations,
voir [8] ou [ 9~ .



Nous avons

mais, si ’~~ est un endomorphisme surjectif o ~ a

De même,

et, si est un endomorphisme injectif e ~

D’après les formules (2) et (3), si nous considérons un endomorphisme q quel-

conque et ses puissances ~2 , ... , ~k , ... les images S k forment une suite
décroissante : 

’

les équivalences nucléaires forment une suite croissante :

n

et ces suites sont, ou bien stationnaires à partir d’un certain rang, ou bien stric-

tement décroissante, respectivement strictement croissante.

Nous appellerons extensif tout endomorphisme ~ vérifiant l’égalité

et poserons

Le radical de ~’ , ~(~’~ , est l’ensemble des endomorphismes pour lesquels la

suite (4) est stationnaire à partir d’un certain rang. On a évidemment, 0 dési-

gnant l’ensemble des idempotents :

Pour qu’un endomorphisme 11 soit extensif, il faut et il suffit que l’extension

sa,turée ~ ~Ï (S ) de l’image S par l’équivalence nucléaire ~ (c’est-à-dire la



réunion des classes mod ~ qui rencontrent S ) % coïncide avec G :

(cf. pour les espaces vectoriels : [16] ; pour les groupes : [19] ; pour 
les grou-

poldes avec opérateurs : [8]).
De même, nous appellerons rétractif tout endomorphisme ~ 

vérifiant l’égalité :

et nous poserons

Le radical de e’ , p(e’ ) , est l’ ensemble des endomorphismes pour lesquels la

mite (5) est stationnaire à partir d’un certain rang. On a :

~Q £ et et @ £ @’ £ P(@’ ) .

Pour qu’un endomorphisme ~ soit rétractif, il faut et il suffit que la restric-

tion R~|S~ de son équivalence nucléaire X, à l’image S, soit l’ égalité (dans

~% ~ ~

(mêmes références que pour (6) ).

Désignons par fl le complémentaire de A dans E :

de même, posons

En utilisant les propositions précédentes, on obtient :

Si deux endomorphismes 1 , 2 , injectifs mais non surjectifs, donnent la même

image, l’un est le produit de l’autre par un automorphisme a :

Il en résulte E M, la suite (4) des images des puissances de  est

strictement décroissante, c’est-à-dire :



Par suite, M est un ensemble vide ou infinie certainement vide quand le treillis

des sous-algèbres de G vérifie la condition de chaîne descendante.

Si maintenant deux endomorphismes 03C01 , 03C02 , surjectifs mais non injectifs, ont

même équivalence nucléaire, l’un est le produit de l’autre par un automorphisme a :

Il en résulte que, V ~r E fi , la suite (5) des équivalences nucléaires des puis-
sances de rr est strictement croissante, 

Par suite, n est un ensemble vide ou infini, certainement vide quand le treillis

des congruences de G vérifie la condition de chaîne ascendante. (Pour les groupes,
cf. [20] § 1.3.3, et [19] ; pour les groupoldes avec opérateurs, [8] .)

Si ~ E 03C1(03A3’ ) ~ P(@’) = n p’ ) , soit k le plus petit entier tel que

k ~ E’ ~ ~ le plus petit entier tel que ~ E @’ . On a :

ce qui entraîne :

(cf. pour les espaces vectoriels ~~6~, a ; pour les groupes, ~~9~ ~ pour une autre
démonstration de (12), dans le cas des groupoides avec opérateurs, [8]).

Ceux des résultats précédents qui concernent l’intersection des ensembles 0 ,

E , @’ , 03A3’ , p(0398’) , p(03A3’) peuvent se représenter par le schéma "rectangulaire"
suivant :



Tout endomorphisme idempotent w distinct de l’automorphisme identique E appar-

tient à l’ensemble

w est entièrement déterminé par l’image S~ et l’équivalence nucléaire qui

vérifient les conditions

Réciproquement, si une congruence C et une sous-algèbre S de G vérifient

les conditions :

il existe un idempotent et un seul, 03C9 , tel que l’on ait :

(Pour les boucles, [1] ; ° pour les groupoïdes avec opérateurs, 

Pour tout idempotent w , le plus grand sous-groupe r~ de H admettant u)

p our élément neutre est l’ensemble des endomorphismes ’~ vérifiant les deux condi-

tions .

Ce sous-groupe r 
w 

est isomorphe au groupe des automorphismes de 1‘algèbre image

S . On a :
w

et, P w désignant le radical de

(Pour les groupoides avec opérateurs, [8]).

Ces résultats localisent, dans le schéma rectangulaire, les sous-groupes maximaux

de H et leurs radicaux.

4. Equivalences R*, E ; ° é uivalences de Green.

Ce qui précède montre l’intérêt des deux relations d’équivalence R* , * , dé-
finies respectivement dans ~ , d’une façon fort naturelle, par :



R* est régulière à gauche, L* régulière à droite. Comme nous l’avons vu, les

sous-groupes maximaux sont des classes module R"’ ~ L* = H* (celles qui contien-

nent un idempotent).

De plus, R* et L* sont permutables ; il suffit de montrer que l’on a :

* *

Soit donc ~ R f q’ c’est-à-dire

Nous avons :

et (d’après le lemme du § 2) l’isomorphisme S , ~G/?L entraîne qu’il existe un

endomorphisme À’ tel que =S , et ?~, =’fL ~ d’eu

* *

c’est-à-dire ~ É A q ’ .

Il en résulte que, dans le treillis des congruences, on a :

*

Nous désignerons par  cette relation d’équivalence.

D ’ après (13) , deux endomorphismes ~ , q’ t équivalents modula li ont des ima-

ges isomorphes: S~ ~ S , . Réciproquement, S03BE ~ S entraîne S03BE~G/R~ et,

(toujours d ’après le lemme du paragraphe 2) , il existe un endomorphisme v de G ,

v e H , tel que S , § = S v et J1 v = ~ , donc § m q (/) .
à

Les classes modulo Q" sont donc deg ensembles maximaux d ’ endomorphismes ayant

des images isomorphes ou (ce qui revient au même) des algèbres-quotients isomorphes.

Mais d ’autre part, si, dans un demi-groupe quelconque D , un sous-groupe r

rencontre un idéal (à droite, par exemple) Il, r est contenu dans I’ . Il en

résulte facilement qu’un sous-groupe maximal r , ayant pour élément-neutre l’ i-e

dempotent e , coïncide avec l’ensemble des éléments x de D qui engendrent le

même idéal à droite et aussi le même idéal à gauche que l’ idempotent e :



Nous sommes amenés ainsi à utiliser les équivalences de Green R et E ([14]~

[5] § 2.1), définies dans D respectivement par :

Tout sous-groupe maximal r demi-groupe D est une classe modulo ~, n f,

à savoir la classe ~(e) qui contient l’idempotent e .

Une classe modulo  contient d’ailleurs au plus un idempotent puisque, dès

qu’elle en contient un, elle coïncide avec le plus grand sous-groupe ayant cet

idempotent comme élément-neutre.

En revenant au demi-groupe H des endomorphismes d’une algèbre G, nous voyons

que, pour tout idempotent tU EH, on a :

Par ailleurs, d’après (2), ~ ~ ~’ (R) y c’est-à-dire ~ = ~’03BD et T)’ = ~03BD’ ,
~

03BD , 03BD’ ~ H , entraîne S = S , c’est-à-dire ~ ~ TT (tR ) . Ainsi :

et de même, d’après (3) y

Pour préciser la comparaison des équivalences R* , L* avec les équivalences
de Green, nous devons encore définir quelques types remarquables d’endomorphismes.

5. Endomorphisme s rationnels (à droite, ou à gauche).
Nous dirons qu’un endomorphisme ’~ est rationnel à droite si :

Soit 03A6’ l’ensemble des endomorphismes rationnels à droite (non vide , car ~ E $’)

‘~’ E ~ t , la relation 1~’ (~ ) , c’est-à-dire S = S , , entraîne

~ E |~’) et ~’ E |~) donc ~ == ~’ (R) : en tenant compte de (14), on en déduit

que ? et R* ont même restriction à 03A6’ :

D’autre part, ~’ est saturé (c’est-à-dire réunion de classes) module R .



*

Soit en effet 03BE ~ ~ (IR) avec T) ~ 03A6’ . D’après l’inclusion R c (R , on a :

S = S~ donc l’inclusion S entraine S et, puisque 1’] e 03A6’ , 03C6=~03BD .

Or, par hypothèse, ~ ~ |03BE) donc ~ = 03BE03BD’ d’où 03C6 = nous avons bien

~ ~ $’ .

II en résulte que, si ~ e 03A6’ , les classes R(~) et (R 
*

(~) vérifient l’égalité:

D’après ce qui précède en effet, le premier membre est contenu dans le deuxième, et

si inversement 03BE ~ R*(~) n 03A6’ , nous avons 03BE ~ ~ (R*) avec 03BE , ~ e 03A6’ , donc,

d’après (L6~ , ~ E 

Prenons en particulier pour ~ l’automorphisme identique E : est l’en-

semble 03A3 des endomorphismes surjectifs tandis que est l’ensemble I’ des

endomorphismes inversibles à droite, donc :

CONSEQUENCE. - Pour que tout endomorphisme surjectif soit inversible à droite,
il f aut et il suf f it que l’ on ait:

Si l’inclusion précédente n’est pas vraie, on a R(e) ~ ? *M* (e) (strictement) donc

Un endomorphisme est rationnel à gauche si

~ ~K entraîne tel que ~ ~ v~ .

Soit ~f’ l’ensemble des endomorphismes rationnels à gauche ( ~ E ~" ) .

% 

Si ~ , ~’ ~ 03A6" , la relation ~ .- 

T)’ 
’ (L*) , c’est-à-dire R~=R~’ , entraîne

~ e (~’| et ~’ E (~|, donc ~ ~’ (L) : en tenant compte de (15), on en déduit
que S et E ont même restriction à 03A6" :

D’autre part, $" est saturé module S . Soit en effet 03BE == T) (E) avec

~ e $" . D’après l’inclusion S c L* , on a : K 
03BE = ~ , donc l’inclusion 3 K 

entraîne 03C6 ~ H puisque ~ e 03A6" , (p = 03BD~ . Or, par hypothèse, ~ e (03BE| ,
donc ~ = 03BD’03BE , d’où p == 03BD03BD’.03BE : nous avons bien 03BE ~ $" .

Il en résulte que, ~ $" , les classes S(~) et E~(~) vérifient l’ égalité :

car le premier membre, d’après ce qui précède, est contenu dans le deuxième, et si,



inversement~ ~ e n ~’ ~ on a, d’après (1S)~ ~ ~ g(~) .

Po ur ’~ = E (e ~ ) " 9 est l’ ensemble e des endomorphismes injectifs et

E(e) l’ensemble I" des endomorphismes inversibles à gauche, donc :

CONSÉQUENCE. - Pour que tout endomorphisme injectif soit inversible à gauche, il
faut et il suffit que l’on ait:

*

Dans le cas contraire, E est strictement contenue dans S .

6. Endomorphismes vectoriels (à droite ou à gauche).

Nous dirons qu’un endomorphisme T) de l’algèbre G est vectoriel à droite s’il

existe au moins une sous-algèbre T de G telle que l’on ait :

Cette double propriété, qui ne dépend que de appartient, en même temps qu’à

1) , à tout endomorphisme TI (E ) . L’ensemble 1’ des endomorphismes vecto-

riels à droite est donc saturé modulo E .

D’autre part, les égalités (20) signifient que chaque classe modulo ~ rencon-

tre la sous-algèbre T et n’a avec elle qu’un élément commun : T est donc un

système de représentants modulo ~ et nous avons l’isomorphisme naturel :

Comme nous l’avons vu au § 3, les conditions (20) entraînent qu’il existe un

idempotent w tel que 03C9 = ~ et S = T : tout endomorphisme vectoriel à droite

a donc même équivalence nucléaire qu’un idempotent ; la réciproque est immédiate

puisque, d’après (6’) et (7’), tout idempotent w est vectoriel à droite (T = S ).
Finalement, nous avons :

( Q désignant l’ensemble des idempotents), d’où

Or, d’après la théorie des équivalences de Green (~~4~9 [5] § 2.1) et d’après
un théorème de A. H. Clifford et D. D. Miller ~4~, on a



et cet ensemble est celui des éléments réguliers (au sens de von Neumann : un élé-

ment a d’un demi-groupe D est régulier s’il existe un élément x de D tel

que axa=a).

Nous avons maintenant la proposition suivanteo

THÉORÈME. - Tout endomorphisme vectoriel à droite ~ est rationnel à droite.

En composant l’isomorphisme naturel T ~ obtenu à partir de (20) avec l’iso-

morphisme canonique G/~ ~ S nous obtenons l’isomorphisme

restriction d e ’~~ à T .

Soit alors ~’ un endomorphisme tel que S~’ ~ S . Le composé ~*-1 ~’ = 03BE est

un endomorphisme de G envoyant G dans T , et nous avons :

T) est donc bien rationnel à droite.

Nous avons donc l’inclusion :

Nous dirons qu’un endomorphisme ~ de l’algèbre G est vectoriel à gauche s’ il

existe au moins une congruence C de G vérifiant

Cette double propriété ne dépend que de l’image S donc appartient, en même

temps à tout endomorphisme congru à ~ modulo R : l’ensemble 03C8"

des end omo rp hismes vectoriels à g auche est donc saturé module R .

L’algèbre image S est un système de représentants modulo C et nous avons

l’isomorphisme naturel :

D’après (22), il existe un idempotent w tel que l’on ait  w 
= C et S 

03C9 
= S :

tout endomorphisme vectoriel à gauche a donc même qu’un idempotent. La réci-
proque est immédiate puisque tout idempotent est vectoriel à gauche (C = 03C9) , et
nous avons :



tout endomorphisme régulier est vectoriel à gauche (comme à droite).

THÉORÈME. - Tout endomorphisme vectoriel à gauche q est rationnel à gauche.

En composant l’homomorphisme canonique (surjectif)

l’isomorphisme naturel

et l’isomorphisme canonique

nous obtenons un homomorphisme surjectif

dont l’équivalence nucléaire RY, contient 03B3 :

Pour un élément arbitraire y de G, soient

m

Nous avons s = y ( ~ ) ~ ~ ~ ~) et, d’ après la définition de cr :
Y ’Y

Cela étant, si ’~’ est un endomorphisme tel que ?L, ~ ?L ~ il existe un homo-
morphisme naturel ~ de sur 

(où ÀX est la classe X’ moduler, qui contient X ). o Si et si p’
désigne l’isomorphisme canonique

nous avons



où g =p’~-y’ ’ est un homomorphisme de G dans S , donc un endomorphisme de G .

Or, nous avons : 
.

et, puisque

donc

Puisque x est un élément arbitraire de X , et X un élément arbitraire de

&#x26;/?Ln ~ x est un élément arbitraire de G y et nous avons obtenu l’égalité

montrant que % est rationnel à gauche.

Nous avons donc

et l’inclusion ~’ n Y" entraine

par conséquent

R et R* d’une part, E et E d’autre part ont même restriction à l’ensemble

des éléments réguliers.

CONSÉQUENCES. - Propriétés des endomorphismes réguliers.

Si une classe X * modulo R* contient un endomorphisme régulier 03BE , elle contient

la classe X modulo R et X est l’ensemble de tous les endomorphismes régu-
liers qui appartiennent à X . Une classe modulo R contient donc au plus une

~,-classe d’endomorphismes réguliers.

Propriétés analogues pour E et E .

Soient maintenant ~ , ’~ deux endomorphismes réguliers appartenant à une même

classe modulo p~ : il existe (dans cette classe) un endomorphisme B tel que



Mais la a-classe de S contient un idempotent c~ , qui a même image : il en ré-

sulte que est vectoriel à gauche. De même, la E-classe de ~ contient un

idempotent w’ , qui a même équivalence nucléaire : il en résulte que À est aussi

vectoriel à droite ; nous dirons qu’il est vectoriel. Les idempotents 03C9 , w’

étant eux aussi vectoriels S - S entraîne 03BB ~ 03C9 ~ 03BE (R) , 03BB = 03C9’ , en-

traîne X == (E) , d’où finalement 03BE = ~ (a) .

Ainsi, une classe modulo p# contient au plus une 0-classe d’endomorphismes ré-

guliers (dont les images sont isomorphes).

Nous avons déjà établi les inclusions

Soit 1 e $’ n ~ . Puisque p, e y" = il existe un endomorphisme idempo-

tent w ayant même image que )J, : S = S . D’autre part, w e c $’ et, par

hypothèse,  ==$’. Par conséquent, d’après (l6), p, (R*) entraîne 03C9 ~  (R),
d’où }i ~ K(Q) = (~(Q) . Ainsi, nous avons $’ n V" c (&#x26;(n) ~ d’où l’égalité.

l’égalité 0(Q)==$" n ~’ s’établit d’une façon analogue.

COROLLAIRE. - On a y’ n y" =o(o) , c’est-à-dire : les notions d’endomorphisme

vectoriel et d’endomorphisme régulier 

7. Epimorphismes, monomorphismes.
Soit 0394’ l’ensemble des épimorphismes, c’ est-à-dire des endomorphismes simpli-

fiables à droite. Tout endomorphisme surjectif a a cette propriété : 03A3 ~ A’ .

Mais nous avons aussi E = = ~" ~ d’où E ~ ~’ n 

Etablissons l’égalité, c’est-à-dire tout endomorphisme vectoriel à gauche et sim-

plifiable à droite est surjectif, ce qui résulte du théorème suivant.

Tout endomorphisme vectoriel à gauche T) , qui n’ est _ as surjectif,
n’est pas simplifiable à droite.

d’où = ‘~ = £‘~ et ’~ n’est pas simplifiable à droite. Finalement :

Soit de même l’ensemble des monomorphismes, c’est-à-dire des endomorphismes

simplifiables à gauche. Tout endomorphisme inj ectif @ a cette propriété : p" .

Mais aussi 0 = ~~~ ~~ ~ ~’~~~~ 



En fait, on a l’égalité, d’après le théorème suivant.

THÉORÉME. - Tout endomorphisme vectoriel à droite ~ , aui n’ est pas injectif,

n’est pas simplifiable à gauche..

Puisque a) est id empotent, nous avons :

donc :

c’est-à-dire 

ce qui établit la proposition :

8. Eléments inversibles d’un c8téo

Nous avons établi au § 5 les formules

Donnons, pour les éléments inversibles d.’un côté, quelques propriétés plus précises.

Si P ~ = £ , Àp est idempotent ; soit Xp = cu 

plus :

et par conséquent

p est vectoriel à droite, p~ ~’ (~ $’)

~ est vectoriel à gauche, A E ~’~ (£ ©" )



Notons que, d’après le théorème de A. H. Clifford et D. D o lliller ( ~ 4~ , ~ 5~ § z .3 ) ,

l’idempotent w appartient à ~~~) .

Ces propriétés admettent les réciproques suivantes.

(a) Pour tout idempotent 03C9 E (~) , il existe des endomorphismes p , 03BB tels

que : pÀ = e ~ 

Soit en effet p un élément quelconque de n E(w) . Nous avons d’une part
des égalités de la forme w = ~.p ~ p -- I~w d’où p 9 d’autre part 

d’où Wv = = À ; enfin p~ = pwv = p v = e .

(b) Si un endomorphisme surjectif 03C3 et un endomorphisme injectif e vérifient

les deux conditions

le produit 03C303B8 est un automorphisme (donc 03C3 E et 8 E (~) ).

Z ° 03C303B8 est sur °ectif. - Soit x un élément quelconque de G 9 il existe

y E G tel que x w Qy . D’après (26’), il existe un élément s E S , s ! 8u ,8
tel que y ‘ s (~ ~ , d’ aù

Q

2° o6 est injectif. - Soit = 03C303B8x2 ou 03B8x2 (03C3). Il en résulte,
d’après (26")~ ex~ = ex~ ~ puis x~ = x~ .

(c) Si un endomorphisme surjectif 03C3 et un endomorphisme injectif 6 sont tels

que 03B803C3 ~ 0393 = (03C9) (03C9 ~ 03A9) , 06 e uoE(B(e) .2014h.2014- 
~ 

~ 20142014

Nous avons, par hypothèse (§3) :

Puisque 03B803C3 = 03C3 et nous sommes ramenés à la proposition (b) ;
d’après le théorème direct.



9. Algèbres remarquables.

DÉFINITIONS. - Un endomorphisme est rationnel (resp. vectoriel) s’il est ration-

nel à droite et à gauche (resp. vectoriel à droite et à gauche).

Une algèbre universelle est rationnelle à droite , ... , vectorielle , ... , si

tous ses endomorphismes ont la propriété en question.

Entre ces différents types d’algèbres, nous avons les implications qui résultent

du § 6.

Dans une algèbre G rationnelle à droite, ~’ ~ G , nous avons :

Dans une algèbre G vectorielle à droite, ~’ ~ ~’ = G , nous avons en outre :

De plus, dans une algèbre vectorielle, tout élément est régulier puisque

Les algèbres vectorielles ont donc de très bonnes propriétés. Parmi elles se trou-
vent évidemment les algèbres dans lesquelles, pour toute con,gruence ~ , il existe
au moins une sous-algèbre T vérifiant les relations

et, pour toute sous-algèbre T, au moins une congruence C vérifiant les mêmes

relations. Cette double condition dans laquelle ne figurent plus que les sous-

algèbres et les congruences, est vérifiée par tout ensemble, tout espace vectoriel
et plus généralement par tout groupe abélien (avec opérateurs) dont chaque sous-
groupe (permis) est composant direct. 

’

Signalons enfin que toute algèbre universelle libre est vectorielle à droite

(VALUCÈ, 1963, [22]).
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