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6-01

SUR UNE DÉCOMPOSITION DES SOUS-GROUPES

NORMAUX DANS UN GROUPE, D’APRÈS Y. KURATA

par Claude JOULAIN

Séminaire DUBREIL-PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres)
20e année, 1966/67, n° 6

19 décembre 1966

Dans Y. KURATA établit, pour les sous-groupes normaux d’un groupe satisfai-

sant à la condition maximale (pour les sous-groupes normaux), des résultats analo-

gues à ceux obtenus par L. LESIEUR et R. CROISOT dans [2’], [3J et [5~i pour les
idéaux bilatères d’un anneau noethérien. Dans le treillis des sous-groupes normaux

d’un groupe, le produit AB et le commutateur ~A , y B] de deux sous-groupes nor-

maux jouent le r81e, respectivement, de la somme et du produit des idéaux bilatères

dans un anneau. On a : t

mais l’associativité n’est pas vérifiée pour le commutateur et, y contrairement au

cas des idéaux bilatères d’un anneau, on n’obtient pas ici un demi-groupe réticulé.

Néanmoins, certains résultats de la théorie noethérienne des anneaux sont conser-

vés.

Y. KURATA introduit les notions de sous-groupe premier y de radical, de sous-

groupe primaire, y de radical tertiaire et de sous-groupe tertiaire. Dans le cas des

groupes satisfaisant à la condition maximale (pour les sous-groupes normaux), il

établit l’existence d’une décomposition tertiaire pour les sous-groupes normaux

et, en appliquant la notion de propriété d’Artin-Rees de J. A. RILEY [7’], il donne

une condition nécessaire et suffisante pour que tout sous-groupe normal admette

une décomposition primaire. Les trois dernières parties de contiennent des

théorèmes d’unicité pour les décompositions primaires et tertiaires.

1. Sous-groupes remiers. Radical.

On désignera par (a) le sous-groupe normal du groupe G, engendré par l’élé-
ment a de G .

DÉFINITION 1.1. - Un sous-groupe normal P de G est dit premier dans le groupe
G s’il vérifie la propriété : 1



Une définition équivalente d’un sous-groupe pr~ier est fournie par la propriété

suivante, portant sur le commutateur de deux sous-groupes normaux.

PROPRIÉTÉ 1.1. - Pour qu’u.n sous-groupe normal P de G soit premier, il faut

et il suffit qu’on ait :

De cette propriété, y on déduit, par récurrence sur le poids des commutateurs :

PROPRIÉTÉ 1.2.. - Soient A , y ... , An , n sous-groupes normaux de G ,

et A~ , ... , y A ~ un commutateur de poids m, de composantes

y ... , ’ A . ° Si le sous-groupe premier P contient A~ " ... , y 

il contient l’un au moins des sous-groupes A..

COROLLAIRE. - Si le sous-groupe premier P contient l’intersection :

des sous-groupes normaux A. , il contient l’un au moins des A..
Si P est un sous-groupe premier de G, y son complémentaire C (P) dans G

est un m-système, conformément à la définition suivante : t

DÉFINITION 1.2. - Un sous-ensemble M non vide de G est un m-système s’il
vérifie la propriété :

L’ensemble vide sera considéré comme m-système.

Il est évident qu’un sous-groupe normal de G est premier si, y et seulement si,
son complémentaire [ ( P) dans G est un m-système.

DÉFINITION 1.3 . - On appelle sous-groupe premier minimal contenant le sous-

groupe normal A, y un sous-groupe premier minimal dans l’ensemble des sous-groupes
premiers contenant A. a

LEMME 1.1. - Soient A un sous-groupe normal de G , et M un m-système ne
rencontrant pas A . Il existe un sous-groupe premier P contenant A et ne ren-

contrant pas M . .

Démonstration. - Si M est vide, il suffit de prendre P = G ; on supposera donc
M non vide. L’ensemble des sous-groupes normaux contenant A et ne rencontrant

pas M n’est pas vide et c’est un ensemble inductif ; cet ensemble possède donc



un élément maximal P j 9 montrons que P est premier.

Il suffit de démontrer que si B et C sont deux sous-groupes normaux de G,
non contenus dans P , 9 le sous-groupe normal ~PB , y PC] n’est pas contenu dans

P ; 9 en effet, 9 on a : 1

B et C n’étant pas contenus dans P, on a PB ~ P et PC ~ C ; d’après le
choix de P , il existe donc b E PB n M et CE PC n M . M étant un m..syst’~me,
il existe b’e (b) et c’ E (c) tels que : i [b’ , c’] ~ M et, par suite, tels

que [b’ , or, on a : 1

PROPRIÉTÉ ~..3. - Pour qu’un sous-ensemble P du groupe G soit un sous-groupe

premier minimal contenant le sous-groupe normal A, il faut et il suffit que son

complémentaire C(P) soit un m-système maximal dans l’ ensemble des m-systèmes
ne rencontrant pas A .

Démonstration. - Supposons M = C(?) maximal dans l’ensemble des m-systèmes ne
rencontrant pas A . Si M est vide, y P = G est premier9 et un sous-groupe pre-

mier distinct de G ne peut contenir A puisque son complémentaire est alors un

m-système non vide rencontrant A. On peut donc supposer M = ~ ( P ~ non vide.

D’après le lemme 1.1, y A est contenu dans un sous-groupe premier P~~ ne rencon-

trant pas M ; 9 C (P*) est alors un m-système ne rencontrant pas A et contenant

M . Le caractère maximal de ï-ï implique ==C(P~) ~ , et par conséquent P = P3~

est un sous-groupe premier contenant A. Montrons que P est minimal. Si P’

est un sous-groupe premier tel que : i A ~ P , ~ ~ ~’ ’ ~ est un m-système con-
tenant M = ~ ~ P~ et ne rencontrant pas A p il en résulte

Réciproquement, s soit P un sous-groupe premier minimal contenant A . M -= ~ ( P~
est un m-système ne rencontrant pas A . L’ensemble des m-systèmes ne rencontrant
pas A n’est pas vide, et c’est un ensemble inductif ; M est donc contenu dans

un m-système M* maximal parmi ceux qui ne rencontrent pas A. D’après la pre-
mière partie de la démonstration, P* = C est un sous-groupe premier conte-
nant A , et M ~ entraine P d P~ , donc P = P~~ . Il en résulte M = 



Remarque. - A étant un sous-groupe normal de G, et P un sous-groupe premier

contenant A, C ( P~ - M est contenu dans un m-système M* , maximal parmi ceux

qui ne rencontrent pas A . ~(M#~ - P~~ est un sous-groupe premier minimal conte-

nant A et contenu dans P . On en déduit, en particulier, que pour tout sous-

groupe normal A de G, y il existe un sous-groupe premier minimal contenant A

ce qui justifie la définition suivante :

DÉFINITION 1.4. - On appelle radical du s~~us-groupe normal A y et on note r(A),
l’intersection de tous les sous-groupes premiers minimaux contenant A . Si

r(A) = A , on dit que A est un radical. Le radical de G est le radical du sous-

groupe unité E de G .

En particulier, tout sous-groupe premier est un radical.

Il résulte immédiatement de la remarque précédente :

PROPRIÉTÉ 1.4. - Le radical r(A) du sous-groupe normal A est l’intersection

de tous les sous-groupes premiers contenant A .

Enfin, le radical r(A) peut être caractérisé par ses éléments, y grâce à la pro-
priété suivante.

PROPRIÉTÉ 1.5. - Le radical r(A) du sous-groupe normal A est l’ensemble des

éléments x de G tels que tout m-système contenant x rencontre A .

Démonstration. - Soit x E r(A) , et supposons qu’il existe un m-système conte-
nant x et ne rencontrant pas A . M est contenu dans un m-système l~~ maxi-

mal parmi ceux qui ne rencontrent pas A et P* = C (M*) est un sous-groupe pre-

mier minimal contenant A (proposition 1.3.). On a x E M* , et par conséquent
x ri P* , ce qui est contraire à x E r(A) .

Réciproquement, soit x ~ G tel que tout m-système contenant x rencontre A

et soit P un sous-groupe premier contenant A . C (P) est un m-système ne
rencontrant pas A ; il en résulte x ~ P et xe r(A) .

Notons que la notion de radical d’un sous-groupe normal A d’un groupe G, ain-
si définie par KURATA, est analogue à celle de radical d’un idéal bilatère d’un

anneau, introduite par N. H. McCOY dans ~6 ~.

L’application A --~ r(A) vérifie les propriétés suivantes qu’on déduit facile-
ment de la propriété 1.5 :



Il résulte du corollaire de la propriété 1.2 sous-groupe premier est

n-irréductible (1). Réciproquement, tout sous-groupe normal ~-irréductible, égal
a son radicale 9 est premier en effet 9 soit [B , ] ~ P ; 9 alors t

[PB, PC] = [P , 9 C][B , P][B , C] ~ P ~ PB n PC

et, d’après les propriétés de l’application A -=, r(A) : t

P étant n-irréductible, on a PB = P ou PC = P , donc B ~= P ou C  P .

Dans [8], E. SCHENKMAN définit le radical Rad A d’un sous-groupe normal A

comme sous-groupe réunion des sous-groupes normaux B de G pour lesquels il

existe un entier n ~> 0 tel que o 
o B (n~ ~ A ( B ~ (n~ désignant le n-ième sous-

groupe dérivé de B ). Il résulte de la propriété 1.2 que le radical de Schenkman

d’un sous-groupe normal A est contenu dans le radical r(A) . Nous verrons dans
la troisième partie, que, si G satisfait c.. la condition maximale pour les sous-

groupes normaux, le radical de Schenkman coïncide avec le radical r(A) .

2. Sous-groupes primaires.

DÉFINITION 2.1. - Un sous-groupe normal Q de G est dit primaire s’il vérifie

la propriété ô

Une définition équivalente est fournie par la propriété suivante, y où A et B

représentent deux sous-groupes normaux de G .

PROPRIÉTÉ 2.1. - Pour que le sous-groupe normal Q soit primaire, il faut et

~ 1 ~ Le sous-groupe normal A est dit ~-irréductible si l’égalité A = B n C ,
où B et C sont des sous-groupes normaux, entraine A = B ou A = C .



il suffit qu’il vérifie la propriété : 1

Remarque. - Si P est un sous-groupe normal égal à son radical, les propriétés

suivantes sont équivalentes 1

1° P est premier.

2° P est primaire.

3° P est ~-irréductible.

PROPRIÉTÉ 2.2. - Si Q et Q2 sont deux sous-groupes primaires tels que

r~~ ~ - r(~ ~ , y Q == Q n Q~ est un sous-groupe primaire de radical t

C’;st une conséquence immédiate de la définition 2.1.

Si le sous-groupe normal A s’écrit A = Q n Q~ n .oe n Qn , les Q1 étant

des sous-groupes primaires, on dit que A admet une décomposition primaire et les

(L sont appelés les composants primaires de cette décomposition. Une décomposition
primaire dans laquelle aucun composant n’est superflu, c’est-à-dire telle que,

pour chaque i,

~ est appelée une décomposition primaire réduite.

PROPRIÉTÉ 2.3. - Soit A un sous-groupe normal de G. Si

est une décomposition primaire réduite de A dans laquelle les composants primai-
res Q n’ont pas tous le même radical, le sous-groupe A n’est pas primaire.

Démonstration. -- Quel que soit j , ~ 1  j  n) , on a

La décomposition primaire étant réduite, y on a ~ z

et par conséquent



Si A était primaire y on aurait donc (propriété 2.l) : ~ Q . Ç r(A) , 

quels quo soient i et j , ce qui est contraire a l’hypothèse.

DÉFINITION 2.2. - A et B étant deux sous-groupes normaux de G, on appelle

quotient résiduel de A par B , et on note l’ensemble des x E G tels

que [ (x) , p B~ ~ A .

A~B est un quotient résiduel propre y si B n’est pas contenu dans A .

2.1.- Le quotient résiduel de A par B est un sous-groupe normal de

G , contenant A.

Démonstration. - Soit x e A~B et y E 9 on a

[(xy) , 9 B] = [(x) , A ~~ xy E A:B . °

D’autre part, V cEG,

il en résulte que A~B est un sous-groupe normal de G .

Enfin, si a E A , y -

ce qui montre que A ~ AtB .

Remarque. - Il résulte de la définition 2.2 : t

La propriété suivante permet de caractériser les sous-groupes premiers ainsi que
les sous-groupes primaires à l’aide des quotients résiduels.

PROPRIÉTÉ 2.4.

1° Pour qu’un sous-groupe normal P de G soit premier, il faut et il suffit

qu’on ait P:A = P , pour tout sous-groupe normal 

2° Pour qu’un sous-groupe normal Q de G soit primaire, y il faut et il suffit

qu’on ait = Q pour tout sous-groupe normal A ~ r(Q) .

Démonstration. - Il suffit de démontrer le 2°.



Supposons Q primaire, et soit A un sous-groupe normal non contenu dans r( Q) ; 9

on a

et , d’après le lemme 2.1, il en résulte

Réciproquement, soit Q:A = Q pour tout sous-groupe normal A ~ r(Q) , et soit

[(a) , avec b ~ r(Q) . On a

Q:(b) ==Q et a~ Q ; il en résulte que Q est primaire.

3. Radical tertiaire. Sous-groupes tertiaires.

DÉFINITION 3.1. - Le radical tertiaire d’un sous-groupe normal A de C est

l’ensemble t(A) des x e G qui satisfont à la condition 1

LEMME3.1. - Le radical tertiaire t(A) du sous-groupe normal A ~ est un sous-

groupe normal de G y contenant A .

Démonstration. - Soit x e t(A), y x e t(A) et b ~ A . Il existe ci e (b) ~
A ~ tel que E(x ) y (c )~) ~ A . De plus, y puisque A y il existe

c = (Ci)’ y c ~ A y tel que [(x ) , (c )] ~ A . On a alors :

D’autre part, ~x~~ ~ _ (x) = ~cxc~1 / 9 b ce G ; 9 il en résulte que t(A) est

un sous-groupe normal de G.

Enfin, soit a E A et b ~ A , on a



DÉFINITION 3.2. - Un sous-groupe normal T de G est dit tertiaire s’il véri-

fie la propriété : 1

Il résulte immédiatement de cette définition les deux propriétés suivantes.

PROPRIÉTÉ 3.1.- Pour que le sous-groupe normal T soit tertiaire9 il faut et

il suffit qu’on ait ( A et B étant deux sous-groupes normaux de G ~ 1

PROPRIÉTÉ 3.2. - Si T et T~ sont deux sous-groupes tertiaires ayant le même

radical tertiaire, T==T est un sous-groupe tertiaire dont le radical

tertiaire est t(T) =t(T ) =t(T~) .
PROPRIÉTÉ 3.3. - Tout sous-groupe normal ~-irréductible est tertiaire.

Démonstration. - Soit A un sous-groupe normal ~-irréductible ; supposons A

non tertiaire. Alors, il existe a ~ A et b~ t(A) tels que [(a) , (b)]~A .

Puisque b ~ t(A) , il existe c ~ A tel que

Considérons le sous-groupe normal n on a évidemment A ~ A’ ;

démontrons que A o

Soit x e A’ , x avec a 1 E A, 9 a2 E A, al E (a) ,
ct E (c) . e On a a’ , y avec a3 E A . De plus, 

.

or b ~ et c’ E (c) entraîne c’ E A et x = a 2 c’E A , ce qui établit

do nc A’ ç; A .

ce qui est contraire à A n -irréductible.

Par la méthode habituelle, on démontre que si le groupe G satisfait à la con-

dition maximale pour les sous-groupes normaux y tout sous-groupe normal est décom-

posable en une intersection d’un nombre fini de sous-groupes normaux n-

irréductibles. On en déduite en appliquant la propriété 3.3 : 1



PROPRIÉTÉ 3.4. - Dans un groupe G satisfaisant à la condition maximale pour les

sous-groupes normaux, 9 tout sous-groupe normal est décomposable en une intersection

d’un nombre fini de sous-groupes tertiaires : 1 
,

Une telle décomposition est appelée décomposition tertiaire de A ; 9 les Ti
sont les com p osants tertiaires de la décomposition. Si la décomposition 

est réduite,

c’est-à-dire sans composants superflus, et si les radicaux tertiaires des compo-

sants T. sont tous distincts, la décomposition tertiaire est dite normale. Il ré-

sulte de la propriété 3.2 que toute décomposition tertiaire peut être raffinée en
une décomposition normale. Finalement, en appliquant la propriété 3.4, on a le

théorème suivant.

THEOREME 3.1. - Si le groupe G satisfait à la condition maximale pour les sous-

groupes normaux, tout sous-groupe normal de G admet une décomposition tertiaire

normale.

4. La condition maximale pour les sous-groupes normaux.

Dans toute cette partie, nous supposerons que le groupe G satisfait à la con-

dition maximale pour les sous-groupes normaux.

PROPRIÉTÉ 4.1. - Si A est un sous-groupe normal de G , il existe un nombre

fini de sous-groupes premiers minimaux contenant A, et par conséquent, le radi-

cal r(A) est l’intersection d’un nombre fini de sous-groupes premiers minimaux

contenant A .

Démonstration. - Si A est premier, 9 le résultat est évident ; 9 supposons donc

A non premier ; 9 alors il existe a ~ A , b t A tels que [(a) , ~b)~ ç A . Sup-

posons existe une infinité de sous-groupes premiers minimaux contenant A .

On a

il en résulte que l’un au moins des sous-groupes normaux A(a) y A(b) est conte-

nu dans une infinité de sous-groupes premiers minimaux contenant A ; on peut sup-

poser qu’il s’agit de à(a) o Remarquons qu’un sous-groupe premier minimal conte-

nant A , qui contient A(a) , est un sous-groupe premier minimal contenant A(a) . e

Il existe donc une infinité de sous-groupes premiers minimaux contenant A(a) , et

A(a) n’est pas premier. De plus, on a



En répétant ce raisonnement, 9 on pourrait donc construire une chaîne infinie

strictement croissante : 1

ce qui est contraire à la condition maximale pour les sous-groupes normaux.

PROPRIÉTÉ 4.2. - A étant un sous-groupe normal de G, et P~ , y ... , y Pn
étant les sous-groupes premiers minimaux contenant A, il existe des sous-groupes

premiers minimaux cont enant A

Démonstration. - On suppose que l’ensemble des sous-groupes normaux de G ne vé-

rifiant pas cette propriété n’est pas vide ; alors, cet ensemble possède un élément

maximal A qui n’est pas premier. Il existe a ~ A et b fi A tels que

et d’après le caractère maximal de A 9 les deux sous-groupes normaux A( a) et

A(b) vérifient la propriéré 4.2.

Soient P’ y P~ ~ ... ~ P~ les sous-groupes premiers minimaux contenant A(a) , y
et P"1, y P"2, ..., P"s les sous-groupes premiers minimaux contenant A(b) (pro-

~ 1 ~ s ~ , y ainsi que deux commutateurs

Les P’, et les P" sont des sous-groupes premiers contenant A(a) et A(b) ,
Jk t

donc contenant A ~ 9 chacun de ces sous-groupes contient un sous-groupe premier mini-



Ce résultat est contraire au choix de A y ce qui démontre la propriété 4.2 pour

tout sous-groupe normal.

COROLLAIRE. - Il existe un commutateur C[r(A)] , de composant r(A) , tel que

C[~r(A)] ~ A .

LEMi-IE 4.1. - Tout commutateur C[AJ de poids n ~ 1 , de composant A, contient

le (n - l)-ième sous-groupe dérivé A
Démonstration. - On raisonne par récurrence sur le poids du commutateur C[A’] .

Si n = 1 , y on a

Supposons le lemme établi pour les commutateurs de poids  n . Un commutateur

de poids n s’écrit

où C’ [A] et sont des commutateurs de poids ni et n2 tels que

On déduit de ce lemme et du corollaire de la propriété 4.2 :

PROPRIÉTÉ 4.3. - Pour tout sous-groupe normal A , il existe un entier n ~ 0

tel que r(A~ ( n~ ~ A .



Nous avons remarqué dans la première partie que Rad A Ç r(A) y Rad A étant

le radical de Schenkman. De la proposition 4.3? 9 il résulte que r(A) ~ Rad A . Par

conséquent, dans un groupe satisfaisant à la condition maximale pour les sous-

groupes normaux, le radical r(A) défini par KLRATA coïncide avec le radical de

Schenkman.

Dans un groupe satisfaisant à la condition maximale pour les sous-groupes normaux,

on peut caractériser les sous-groupes tertiaires en appliquant la notion de rési-

duel essentiel définie par L. LESIEUR dans [~4’].

DEFINITION 4.1. - Si A est un sous-groupe normal de G, ~ le sous-groupe normal

R de G est dit résiduel essentiel de A y s’il existe un sous-groupe normal

B ~ A tel que R = A:B et si

La propriété suivante fournit des définitions équivalentes d’un résiduel essen-

tiel.

PROPRIÉTÉ 4.4. - A étant un sous-groupe normal de G, les conditions suivantes

sont équivalentes : i

(1) R est un résiduel essentiel de A .

(2) Il existe un sous-groupe normal B ~ A tel que 1

Il résulte de (2) qu’un quotient résiduel propre maximal est un résiduel essen-
tiel.

Les sous-groupes tertiaires de G sont alors caractérisés de la façon suivante : 1

PROPRIÉTÉ 4.5. - qu’un sous-groupe normal A de G soit tertiaire, il

faut et il suffit qu’il admette un seul résiduel essentiel.

Démonstration. - Remarquons d’abord que, A étant un sous-groupe normal quel-
conque, si R est un résiduel essentiel de A , on a

En effet, soit R = A:(b) , b ~ A (propriété 4.4 (3)) et soit a E t(A) .



d’où ae or, A:(c) = A~(~~ (propriété 4.4 (3)) ; 9 il en résulte

Supposons que A soit un sous-groupe tertiaire et soit R = A:(b) un résiduel

essentiel de A . e Si on a

donc a E t(A) ; il en résulte R == t(A) et d’aprés ce qui précède R = t(A) ; 9

t(A) est le seul résiduel essentiel de A.

Réciproquement, soit A un sous-groupe normal de G admettant un seul résiduel

essentiel, et soit [(a) , t (b)] ~ A avec b rt A . Supposons que a ~ t(A) ; alors,

d’après la définition du radical tertiaire, il existe c ~ A tel que n

Considérons l’ensemble des quotients résiduels de A de la forme A: (x) , où

x ~ (c) y x ~ A . Cet ensemble possède un élément maximal On vérifie

sans peine que A:(b0) est un résiduel essentiel de A .

Puisque [(a) , (b)] ~= A et A , A: (b) est un quotient résiduel propre

de A et a ~ A° (b) . Aâ (b) est contenu dans un quotient résiduel ( en

tant que quotient résiduel propre) donc dans un résiduel essentiel de A qui ne

peut être que A~(b~) . o On a

diaprés la condition (I~. Ceci est contraire ci la définition de b o Il en ré-

sulte ae t(A) et A est un sous-groupe tertiaire.

Remarque. - Il résulte en particulier de cette démonstration que dans un groupe

satisfaisant à la condition maximale pour les sous-groupes normaux, le radical

tertiaire d’un sous-groupe tertiaire A est un résiduel essentiel de A. Il

s’agit là d’un résultat analogue à celui obtenu pour les idéaux tertiaires d’un

anneau noethérien. Dans un anneau, tout résiduel essentiel est premier, et par con-

séquent, dans un anneau noethérien, le radical tertiaire d’un idéal bilatère ter-

tiaire est un idéal bilatère premier. Cette propriété, dont la démonstration uti-

lise l’associativité du produit des idéaux, ne semble pas subsister ici. De même,

dans un anneau noethérien, le radical (primaire) d’un idéal primaire est premier ;
ce résultat ne semble pas être conservé dans le cas étudié par Y. KURATA.



5. La propriété d’Artin-Rees.

Nous allons donner une condition nécessaire et suffisante pour que, y dans un

groupe G satisfaisant à la condition maximale pour les sous-groupes normaux, tout

sous-groupe normal admette une décomposition primaire.

DÉFINITION 5.1. - Un groupe G possède la propriété d’Artin-Rees, pour les sous-

groupes normaux, si quels que soient les sous-groupes normaux A et B et l’en-

tier n ~ 0 , il existe un entier h~n~ > 0 tel que t

En particulier y on dira que G possède la propriété ~P~ pour les sous-groupes
normaux, si quels que soient les sous-groupes normaux A et B , il existe un

entier h ~ 0 tel que :

THÉORÈME 5.1. - Soit G un groupe satisf aisant d la condition maximale pour les

sous-groupes normaux. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Tout sous-groupe normal est décomposable en une intersection finie de sous-

groupes primaires.

(2) G possède la propriété d’Artin-Rees pour les sous-groupes normaux.

(3) G possède la propriété ~P~ pour les sous-groupes normaux.
(4) Tout sous-groupe tertiaire est primaire.
(5) Tout sous-groupe n-irréductible est primaire.

Démonstration.

(1) ===~ (2). - Soient A et B deux sous-groupes normaux et n u.n entier ) 0 .

On a

où les Qi sont des sous-groupes primaires. Si Q. pour i - 1 , 9 2 , .. a , m ,
le résultat est immédiat puisque n B = B = , On peut donc suppo-
ser qu’il existe m’  m tel que B ~ Q. pour A  i  m’ et

1



puisque Q. est primaire. On a A(n) ù Rad (Q. ) et il existe un entier s.  0

LeI que (A) = A - Qi .31 1 on pose s = max {s1 , s2 ’ ... , Sm,5 ,
on a

(2) ~‘,~ (3) est évident.

(3) -~~-~ (q.~. - Soit T un sous-groupe tertiaire de G et soit ~(a~ , (b~~ ~ T
avec a ~T ~ 9 alors b ~ t(T) . Considérons le quotient résiduel T ° (’o~ . D’après
la propriété il existe un entier h > 0 tel que :

Supposons (b)(h) ~ T ; j alors, il existe b e (b)(h), b1 ~ T . Puisque b e t(T)
et b~ ~ T , il existe b~ e(b ) , b tel que : i [[(b) , (b )]~T soit

b ~ T~(b) ; or b E (b)~~ , il en résulte

ce qui est contraire à T. On a démontre que (b)~ ~= T ~ , soit

et T est primaire.

Remarquons que la condition maximale n’est pas utilisée dans cette démonstration
et que 9 par conséquent, (3) =9 (4) dans un groupe G quelconque. a

(4) ~; (5) résulte de la propriété 3.3.

(5) ==~ (1 ) résulte immédiatement de la condition maximale pour les sous-groupes
normaux de G .

EXEMPLE. - Prenons pour G le produit direct S 5 x S 5 du groupe symétrique S 5
par lui-même. A5 étant le groupe alterné, le treillis des sous-groupes normaux

de G est le suivant : 1



Le groupe G possède la propriété d’Àrtin-Rees pour les sous-groupes normaux.

Par exemple, p le sous-groupe normal A5 x 1 les décompositions primaires ô
>

On déduit immédiatement du théorème 5.1 la propriété suivante.

PROPRIÉTE 5.1. - Soit G un groupe satisfaisant à la condition maximale pour

les sous-groupes normaux et à l’une des conditions équivalentes du théorème 5.1.

Si A est un sous-groupe normal de G et si B= 0 ~ on a ~A ~ 
~ 

~~ 
-

Si, y en particulier, A est contenu dans le radical de G , on a

( ~ étant le sous-groupe unité de G ).

6. Théorème d’unicité pour les décompositions primaires.

Soit A un sous-groupe normal de G 9 admettant une décomposition primaire 1

Si les radicaux des composants primaires sont tous distincts et si la décom-

position est réduite, y on dit qu’on a une décomposition primaire normale. Il résulte

de la propriété 2.2 que toute décomposition primaire peut être raffinée en une dé-

composition normale. s Nous allons montrer que le nombre des composants d’une décom-

position primaire normale de A, y ainsi que les radicaux r(Q.) des composants



dépendent seulement de A et non de la décomposition normale particulière considé-

rée. Ce résultat constitue une généralisation d’un théorème dû à SCHENKMAN [8].

THÉORÈME 6.14 - Soit A un sous-groupe normal de G admettant une décomposition

primaire et soit : 1

deux décompositions primaires normales de A .

On a m = n et les radicaux r(Q.) sont égaux aux radicaux 
A.... 20142014201420142014201420142014201420142014 j_ j

Démonstration. - On raisonne par récurrence sur le nombre m des composants pri-

maires. Si m = 1 , on a

alors, Q étant primaire, il résulte de la propriété 2.3 que n = 1 . Les sous-

groupes primaires ... , ’ ... , ’ Q~ sont des propres ;

dans l’ensemble des radicaux r(~ ~ , ... , , .o. , il

existe un élément qui n’ est contenu strictement aucun des autres ; 9 on peut

supposer qu’il de r(Q1) . Nous allons démontrer que r(Q ) est égal à

l’un des radicaux r(Q’) .J
Supposons que r(Q ) ne soit égal à aucun des radicaux (1  j  n) , et

considérons le quotient résiduel de A par t

Pour 1  i - m y on a Q1 ~ r(Qi) , sinon on aurait r(Q1) ~ r(Q.) ce qui est

contraire au choix de Q1 . Pour la même raison, on a

En utilisant la propriété 2.4 et en remarquant que Q.:Q = G , on a

ce qui est contraire à l’hypothèse : Q1 n .., n Qm décomposi tion rédui te de A .

est donc égal à un r(Q’j) ; 9 on peut supposer que :1



Supposons le théorème d’unicité vérifié pour les décompositions primaires dont

le nombre de composants est  m . e

Posons Q = Q n 9 Q est primaire, et r(Q) = r(Q ) == (propriété 2.2).
On en déduit : Q ~ r(Q.) pour et Q ~ r(Q’) pour 1  j  n ; 9 de

-’- J

plus,

et diaprés l’hypothèse d’induction

(en changeant éventuellement l’ordre des Ql (2 ~ j ~ n) . Le théorème en résulte.
J

7. Théorème d’unicité pour les décompositions tertiaires.

LEMMME 7.1. - Si A=T ~ B = T’ 1 n B t , où T et T’ 1 sont deux sous-groupes ter-

tiaires de G tels que t(T) ~ t(T’) , et où B et B’ sont deux sous-groupes

normaux de G y  : 1

Démonstration. - Il suffit de démontrer que B n A . Soit a E B n B’ ; 9 sup-

posons que a ~ A . On a, par exemple, t(T) ~ t(Tt) et il existe donc b E t(T)
tel que b ~ t(T’~ .

a ~ A ; a ~ T et il existe tel que [(b) , (a’)]==T ; 9
d’où

De plus al i T‘, sinon on aurait

a’ E T’ n B’ ==TnB~T ; 9

il en résulte, puisque T’ est tertiaire : h b ~ t(T~) ; ce qui est contraire au

choix de b o D’où a e A et le lemme en résulte.

7.1. - Soit A un sous-groupe normal de G et

deux décompositions tertiaires normales de A .



On a m=n , et les radicaux tertiaires t(T.) sont égaux aux radicaux tertiai-

res t(T’) .

Démons t rat ion. - Il suffit de montrer que par exemple, est égal à un

J

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi, alors on a les relations E

La relation ( ~ ~ entraîne 9 d’après le lemme 7.1 :

En répétant le raisonnement, on obtient, après application des relations

(1) , (2) y ... y (n) t

ce qui contredit le fait que le composant T1 n’est pas superflu.

8. Les composants isolés d’un sous-groupe normal.

DÉFINITION 8.1. - Soient A un sous-groupe normal de G , et ~~I un 

Si M n’est pas vide, on appelle composant isolé de A associé à M ou, y plus

simplement, M-composant de A, l’ensemble AM des xe G tels qu’il existe
ce M avec A . Si M = Ø , on pose AM = A .

On démontre sans difficulté le suivant.

LEMME 8.1. - Le M-composant de A est un sous-groupe normal de G contenant

A. 0

On peut caractériser les sous-groupes primaires par leurs composants isolés.



PROPRIÉTÉ 8.1. - Pour que le sous-groupe normal Q soit primaire, y il faut et il

suffit qu’on ait 9 pour tout M :

Démonstration. - Supposons que, pour tout m-système 9 on ait = Q ou

p~ - G , et supposons que Q ne soit pas primaire ; alors, il existe b ~ Q et

c ~ r(Q) tels que [(b) , 9 (c~~ ~- Q . Puisque c ~ r(Q) , il existe un sous-groupe

premier P contenant Q tel que c ~ P. ri = C(P) est un m-système qui con-

tient c j 9 il en résulte: t

Mais : i ====) Q. =G . t On a - G et il existe de iv tel que

puisque P est premier ; ce qui est contraire au choix de P. D’où : i Q est pri-

maire.

Réciproquement? supposons Q primaire et soit M un Si M ~ ~ , y
on a Q., == Q . On peut donc supposer M non vide. Si QM f Q , on a Q

(lemme 8.1 ~ , ° démontrons que, dans ce cas, on a = G . Il existe b E p~~ ,
b f; Q ; puisque b E il existe c E ïLu tel que ~(b~ , (c~~ ~ ~ , ce qui en-
tra1ne c E r(Q) ; 9 il en résulte que M rencontre Q (propriété 1.5). Soient
x e G et , on a

Si A est un sous-groupe normal admettant une décomposition primaire, on peut

exprimer les composants isolés de A à l’aide des composants primaires de la dé-

composition de A de la façon suivante.

PROPRIÉTÉ 8.2. - Soient A = Q n Q~ n ... n Q une décomposition primaire de
A et M un m-système tel que M rencontre r(Q.) pour m + 1  i $ n , et ne

rencontre pas r(Q.) pour 1  i. m . On a alors :



Démonstration. - Si est vide, le résultat est évident, avec m - n . On peut

donc supposer M non vide. Soit x E AM , il existe c ~ M tel que :i
11

Pour 1im, ona c~r(~.~ , donc puisque [(x) , (c~~~C~. et
’ .

Q, est primaire ; 9 ce qui démontre
1

Soit y ~ Q1 n Q 2 n ... Pour j > m , M rencontre r(Qj) , donc rencon-
tre Q. J (propriété 1.5). Pour j > m , il existe donc Q. J n M . Puisque M

est un il existe ~c m+1 ~ et ~c m+2 ~ tels que

Le procédé se poursuit et on obtient finalement un élément

COROLLAIRE. - Si un sous-groupe normal A admet une décomposition primaire, il

a un nombre fini de composants isolés.

Soit A un sous-groupe normal de G admettant une décomposition primaire. On

sait que le nombre des composants primaires d’une décomposition normale, ainsi que

les radicaux r(Q.) de ces composants primaires, ne dépendent que de A . Soit

une décomposition primaire normale de A . L’ensemble



est un ensemble isolé de radicaux de A, si, pour m + n , 1 r( ~ . ~ n’est

contenu dans aucun r(~.~ , avec 1  i  m . Par exemple, chaque élément minimal
1

de l’ensemble {r(Q1) , ... , est un ensemble isolé de radicaux.

PROPRIÉTÉ 8.3. - Soit A un sous-groupe normal de G admettant une décomposi-
tion primaire, et soit A = Q1 n ... n une décomposition primaire normale de

A . Posons

où les P. sont les sous-groupes premiers minimaux contenant Q.. Les proprié-

tés suivantes sont équivalentes :i
(l) ... , est un ensemble isole de radicaux.

(2) Pour chaque Q. y il existe un sous-groupe premier minimal

tel que P*i ne contienne aucun P . pour m + 1  j  n .°

~3~ Pour_ 1  i  m , r~Q.~ ne contient pas Q ~n+1 ~ ... ° r1 Q . n °

Démonstration.

~ 1 ~ ~; ~ 2~ . -- S’ il un i ~ 1 ~ i ~ m~ , tel que, pour chaque P , 
y1~

contienne un P .k , , on a

et par conséquent r(Q ) ~ r(q ) , ce qui est contraire à (l).J -~’ - 
.

(2) ====~(3). - Supposons qu’il existe un i (l ~ i  m) ~ tel que t

il en résulte qu’il existe un j (m + 1 £ j $ n) tel que PÎ » Q . (corollaire de
la propriété 1 .2) . PÎ contient un sous-groupe premier minimal contenant Qi j ’
donc un Pjk , ce qui contredit (2) ° 

.

(3) => (1) . - Supposons qu’il existe un 1 (1 S 1 $ m) , et un j (m + 
tels qUe r(Q .) £ r(Qi) ; J °n en dédUit t



ce qui contredit ~3~.

On déduit de cette propriété un second théorème d’unicité pour les décompositions
primaires.

THÉORÈME 8.1. - Soit A un sous-groupe normal de G admettant une décomposition
primaire, et soit A = Q1 ~ o.a n Qn une décomposition primaire normale de A . Si

{r(Q1) , ... , 

est un ensemble isolé de radicaux, Q1 n ... n Rm dépend uniquement des radicaux

r(Q1) , ... , r(Qm) et non de la décomposition normale considérée.

Démonstration. - Soient A = Q n ... ~ Q = Q’ n o.. n Q’ deux décompositions1 n ~ n

primaires normales de A . On a r~ Q. ~ .- ~ I  i ‘ n~ . Posons
1 1

et le théorème en résulte.

COROLLAIRE.-~ r(Q) est un élément minimal de l’ensemble

~r(Q~) , ... , r(Q~))
des radicaux des composants primaires de A , le composant primaire de radical
r(Q) est le même pour toutes les décompositions primaires normales de A .
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Par contre, y si le radical r(Q) n’est pas minimal dans l’ensemble des radicaux

le composant primaire de radical r(Q) n’est pas nécessairement le même pour tou-

tes les décompositions primaires normales de A. Reprenons l’exemple donné dans

la cinquième partie. Dans le groupe G = S x S y le sous-groupe normal A x 1

admet les deux décompositions primaires normales : 1

Les deux composants primaires A5 x S5 et A5 x A5 ont le même radical G y et

celui-ci n’est pas minimal dans l’ensemble des radicaux r~S x 1) et r(A~ x S ~ .
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