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SUR UNE DECOMPOSITION DES SOUS-GROUPES
NORMAUX DANS UN GROUPE, D'APRES Y. KURATA

par Claude JOULAIN

Dans [1], Y. KURATA établit, pour les sous-groupes normaux d'un groupe satisfai-
sant & la condition maximale (pour les sous-groupes normaux), des résultats analo-
gues & ceux obtenus par L. LESIEUR et R. CROISOT dans [2], [3] et [5] pour les
idéaux bilatéres d'un anneau noethérien. Dans le treillis des sous-groupes normaux
d'un groupe, le produit AB et le commutateur [A , B] de deux SOusS=-groupes nor-
maux jouent le r8le, respectivement, de la somme et du produit des idéaux bilatéres

dans un anneau. On a ¢
(o, BC]=[a, BJ[a, C] et [A,BlcsAnsB,

mais l'associativité n'est pas vérifide pour le commutateur et, contrairement au
cas des idéaux bilatéres d'un anneau, on n'obtient pas ici un demi-groupe réticulé.
Néanmoins, certains résultats de la théorie noethérienne des anneaux sont conser-—

vés.

Y. KURATA introduit les notions de sous-groupe premier, de radical, de sous-
groupe primaire, de radical tertiasire et de sous-groupe tertiaire. Dans le cas des
groupes satisfaisant a la condition maximale (pour les sous-groupes normaux), il
établit 1'existence d'une décomposition tertiaire pour les sous-groupes normaux
et, en appliquant la notion de propriété d'Artin-Rees de J. A. RILEY [7], il donne
une condition nécessaire et suffisante pour que tout sous-groupe normal admette
une décomposition primaire. Les trois dernidres parties de [1] contiennent des

théorémes d'unicité pour les décompositions primaires et tertiaires.

l. Sous—grouges premiers. Radical.

On désignera par (a) 1le sous—groupe normal du groupe G , engendré par 1'61é-

ment a de G .

DEFINITION 1.1. - Un sous—groupe normal P de G est dit premier dans le groupe

G s'il vérifie la propriété :

[(a) , (b)]€sP =5 a€eP ou bebP.
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Une définition équivalente d'un sous-groupe premier est fournie par la propriété

suivante, portant sur le commutateur de deux sous-—-groupes normaux.

PROPRIETE 1.1. = Pour qu'un sous—groupe normal P de G soit premier, il faut

et il suffit qu'on ait :

[A,B]SP = ASP ou BESP.

ve

De cette propriété, on déduit, par récurrence sur le poids des commutateurs

PROPRIETE 1.2. - Soient Al ’ A2 y ses An y 1 sous-groupes normaux de G ,

et C[A1 , A2 ) see An] un commutateur de poids m , de composantes

A1 s A2 g eee An . Si le sous—-groupe premier P contient C[A1 ’ A2 s ere An],

il contient l'un au meins des sous-groupes Ai .

COROLLAIRE., - Si le sous-—groupe premier P contient 1l'intersection :

Al n A2 Neee N An

des sous-~groupes normaux Ai s il contient 1l'un au moins des Ai .

Si P est un sous-groupe premier de G , son complémentaire C (P) dans @

est un m-systeme, conformément & la définition suivante :

DEFINITION 1.2. - Un sous-ensemble M non vide de G est un m-systéme s'il

z

vérifie la propriété :

J 1 t t 1
mell, m,ed = 3 m! € (ml) , m}e (m2) avec [m1 , m2] EM.

L'ensemble vide sera considéré comme m-systéme.

I1 est évident qu'un sous-groupe normal de G est premier si, et seulement si,

son complémentaire ( (P) dans G est un m-systime.

DEFINITION 1.3. = On appelle sous—groupe premier minimal contenant le sous-—

groupe normal A , un sous-groupe premier minimal dans 1'ensemble des sous-groupes

premiers contenant A .

LEMME 1.1, - Soient A un sous-groupe normal de G , et M un n-systéme ne

rencontrant pas A . Il existe un sous-groupe premier P contenant A et ne ren-

contrant pas M .

Démonstration. - Si M est vide, il suffit de prendre P = G s on supposers donc

M non vide. L'ensemble des sous-groupes normaux contenant A et ne rencontrant

pas M n'est pas vide et c'est un ensemble inductif ; cet ensemble possdde donc
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un élément maximal P ; montrons que P est premier.

I1 suffit de démontrer que si B et C sont deux sous-groupes normaux de G ,
non contenus dans P , le sous-groupe normal [PB , PC] n'est pas contenu dans

P : en effet, on a ¢
(pB, PC]l=[P, PJ P, c)B, PR, C].

B et C n'étant pas contenus dans P , ona PBo P et PC o C ; d'aprds le
choix de P , il existe donc be PBnM et ce PCNnM . M étant un m-systdme,
il existe b'e (b) et c' e (c) tels que : [b', c'] €M et, par suite, tels
que [b' , c'] P . Or, ona :

(vt , et]e [(v) , ()]

In

[PB , PCJ ;
il en résulte

[PB, PC] &P .

PROPRIETE 1.3 . - Pour qu'un sous-ensemble P du groupe G soit un sous-groupe

premier minimal contenant le sous-groupe normal A , il faut et il suffit que sHn

complémentaire ( (P) soit un m-systdme maximal dans 1'ensemble des m-systémes

ne rencontrant pas A .

Démonstration. - Supposons M = ( (P) maximal dans l'ensemble des m-systdues ne

rencontrant pas A . Si M est vide, P =G est premier, et un sous-groupe pre-
mier distinct de G ne peut contenir A puisque son complémentaire est alors un
m-systéme non vide rencontrant A . On peut donc supposer M =( (P) non vide.
D'aprés le lemme 1.1, A est contenu dans un sous-groupe premier P* ne rencon—
trant pas M ; ( (P¥) est alors un m-systéme ne rencontrant pas A et contenant
H . Le caractere maximal de i implique ¥ =( (P¥*) , et par conséquent P = P¥
est un sous-groupe premier contenant A . Montrons que P est minimal. Si P!

est un sous-groupe premier tel que : A <SPt <P, ( (P1') est un m-gpystéme con-

tenant M =C (P) et nec rencontrant pas A 3 11 en résulte

C(P') =n et P' = P ;

Réciproquement, soit P un sous-groupe premier minimal contenant A , M = C(p)
est un m-systéme ne rencontrant pas A . L'ensemble des n-systémes ne rencontrant
pas A n'est pas vide, et c'est un enscuble inductif 3 M est donc contenu dans
un w-systéme M* maximal parmi ceux qui ne rencontrent pas A , D'aprds la pre-
miere partie de la démonstration, P¥ = ( (M%) est un sous—-groupe premier conte~

nant A , et M S M* ecntraine P = P* , donc P = P¥ , Il en résulte M = M¥ .
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Remarque. - A étant un sous-groupe normal de G , et P wun sous-groupe premier
contenant A , [ (P) =M est contenu dans un m-systéme M¥ , maximal parmi ceux
qul ne rencontrent pas A . C(M*) = P¥ est un sous-groupe premier minimal conte-
nant A et contenu dans P . On en déduit, en particulier, que pour tout sous-
groupe normal A de G , i1l existe un sous-groupe premier minimal contenant A

ce qui justifie la définition suivante :

DEFINITION 1.4, = On appelle radical du s»us-groupe normal A , et on note r(4),
1'intersection de tous les sous-groupes peemiers minimaux contenant A . Si
r(A) = A, on dit que A c¢st un radical. Le radical de G est le radical du sous=

groupe unité E de G .
En particulier, tout sous-groupe premier est un radical.

Il résulte immédiatement de la remarque précédente :

PROPRIETE 1.4. - Le radical r(4) du sous—-groupe normal A est l'intersection

de tous les sous—groupes preniers contenant A .

Enfin, le radical r(A) peut &tre caractérisé par ses éléments, grice & la pro-

priété suivante.

PROPRIETE 1.5. - Le radical r(A) du sous-groupe normal A est l'ensemble des

éléments x de G tels que tout m-systéme contenant x rencontre A .

Démonstration. - Soit x € r(A) , et supposons qu'il existe un m-systdme conte-

nant x et ne rencontrant pas A . M est contenu dans un m-systéme M* maxi-
mal parmi ceux qui ne rencontrent pas A et P¥ =( (M¥) est un sous—-groupe pre-
mier minimal contenant A (proposition 1.3.). On a x € M# » et par conséquent

x¢ P*¥ , ce qui est contraire & xe r(A) .

Réciproquement, soit x € G tel que tout m-systdme contenant x rencontre A
et soit P un sous-groupe premier contenant A . ( (P) est un m-systéme ne

rencontrant pas A ; il en résulte x ¢(C (P) , d'od x€ P et xe€ r(4a) .

Notons que la notion de radical d'un sous-groupe normal A d'un groupe G , ain-
si définie par KURATA, est analogue & celle de radical d'un idéal bilatdre d4'un

anneau, introduite par N. H. McCOY dans [6].

L'application A — r(A) vérifie les propriétés suivantes qu'on déduit facile=-

ment de la propriété 1.5 :

A< r(a) .



AS B = r(A) S r(B) .
r(r(a)) = r(a) .
r(LA s B]) = r(A s} B) = r(A) n r(B) .

I1 résulte du corollaire de la propriété 1.2 qu'un sous-groupe premicr est
Nn-irréductible (l). Réciproquement, tout sous-groupe normal n-irrdductible, égal

a son radical, est premier ; en effet, soit [B, 'J <P s alors :

P PBn PC

in

[(pB, pc] =[P, PP, c]B, P]B, C]

et, d'aprds les propriétds de l'application A —= r(A)

In

r(P) .

P=r(P) €r(PBnpPC) =x(PB, PCJ)
I1 en résulte :
P=1r(PBAPC)2PBAPC2P,
dtou
P =PB nPC .
P étant n-irréductible, ona PB=P ou PC =P , donc BEP ou CESP.

Dans [ 8], . SCHENKiAN définit le radical Rad A d'un sous—-groupe normal A
comme sous—groupe réunion des sous-groupes normaux B de G pour lesquels il
existe un entier n > 0 tel que : B(n) ca ( B(n) désignant le n-iéme sous-
groupe dérivé de B ). I1 résulte de la propriété 1.2 que le radical de Schenkman
d'un sous-groupe normal A est contenu dans le radical r(A) . Wous verrons dans
la troisidme partie, que, si G satisfait « la condition maximale pour les sous-

groupes normaux, le radical de Schenkman coincide avec le radical r(A) .

2. Sous-groupes primaires.
e o o A e R P onriris

DEFINITION 2.1. - Un sous—-groupe normal @ de G est dit primaire s'il vérifie
la propriété :
[(a) , (b)]ca, adq = ber(q).
Une définition équivalente cst fournie par la propriété suivante, od A et B

représentent deux sous-groupes normaux de G .

PROPRIETE 2.1. - Pour que lc sous—groupe normal Q soit primaire, il faut et

(1) Le sous-groupe normal A est dit 0N-irréductible si 1'4galité A =R n C ,
ol B et C sont des sous-groupes normaux, cntraine A =B ou A =2C .



il suffit qu'il vérifie la propriété :

-

LA,B]‘;Q, A¢QﬁBQI‘(Q).

Remarque. — Si P est un sous-groupe normal égal & son radical, les propriétés

suivantes sont équivalentes :
1 P est premicr.
20 P est primaire.

20 P est n-irréductible.

PROPRIETE 2.2, - Si Ql et Q2 sont deux sous-—-groupes primaires tels que

r(Ql) = r(QZ) , Q= Ql n Q, est un sous-groupe primaire de radical :

C'est une conséquence immédiate de la définition 2.1.

Si le sous-groupe normal A s'éerit A =Q, N Q2 N eee N Qn , les Qi étant

1
des sous—-groupes primaires, on dit que A admet une décompositisn primaire et les

Qi sont appelés les composants primaires de cette décomposition. Une décompositi~n

primaire dans laquelle aucun composant n'est superflu, c'est-i-dire telle que,

pour chaque 1 ,

2 N9,

e#i

- est appelée une décomposition primaire réduite.

PROPRIBTE 2.3, - Soit A un sous—groupe normal de G . Si

A= Ql n Qz M oeee ern

est une décomposition primaire réduite de A dans laquelle les composants primai-

res Qi n'ont pas tous le méme radical, le sous—-groupe A n'est pas primaire.

Démonstration. = Quel que soit j, (1< j<n), ona

[N q ,ele(n q)iq, sa.
i - gy 3

La décomposition primaire étant rdéduite, on a :

N 9 # 9

k7]

et par conséquent

n £ A .
K+ e



5-07
Si A était primaire, on aurait donc (propriété 2.1) Qj c r(a) , d'ou
r(a;) = r(x(4)) = r(a) < r(q,) ,

quels que soicnt 1 et j , ce qui est contraire & 1'hypothése.

DEPINITION 2.2. - A et B étant deux sous—groupes normaux de G , on appelle

quotient résiduel de A par B , et on note A:B , l'ensemble des x € G tels

que [(X) 5 B] S A

A:B est un quotient résiduel propre, si B n'est pas contenu dans A .

LEMME 2.1. - Le quotient résiduel de A par B est un sous-groupe normal de

G , contenant A .
Démonstration. — Soit x € A:B et ye€ A:B ;5 on a

[(xy) , Bl e[(x)(y) , B) =[(x), B)(y) , Bl€ A = xye A:B.

D'autre part, ¥V ce G,
-1 -1
(cxe™) = () = (x77) ;3
il en résulte que A:B est un sous-groupe normal de G .

Enfin, si a € A,

rﬁ
P
o
N—r
o
—t
N
~~
o
N—r’
N
e

ce qui montre que A & A:B .

Remarque. - I1 résulte de la définition 2.2 :

(1) [a:B, Blec 4.
(2) (Q Ai):B = (Ai:B) .

La propriété suivante permet de caractériser les sous-groupes premiers ainsi que

les sous-groupes primaires & l'aide des quoticnts résiduels.
PROPRIETE 2.4.

1° Pour qu'un sous-groupe normal P de G soit premicer, il faut et il suffit

qu'on ait P:A = P , pour tout sous—groupe normal A € P .

2° Pour qu'un sous-groupe normal Q de G soit primaire, il faut et il suffit

qu'on ait Q:A = Q pour tout sous-groupe normal A ¢ r(9) .

Démonstration. — I1 suffit de démontrer le 2°.
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Supposons @ primaire, et soit A un sous-groupe normal non contenu dans r(Q) ;

on a
[Q:A , AlsQ = Qa=Q
et, d'aprés le lemme 2.1, il en résulte
Q:A =Q .

Réciproquement, soit Q:A = Q pour tout sous-groupe normal A £ r(Q) , et soit

[(a) , (b)]cQ avec b¢ r(Q) . On a
a € Q:(b) et (v) ¢ x(Q) ,

dtou Q:(b) =Q et ae Q; il en rédsulte que Q est primaire.

3. Radical tertiaire. Sous-groupes tertiaires.

DEFINITION 3.1. - Le radical tertiaire d'un sous-groupe normal A de G est

l'ensemble t(A) des x € G qui satisfont & la condition

bg€A = dce(b), cgr tel que [(x), (¢)]<ca.

LEMME 3.1. - Le radical tertiaire t{A) du sous-groupe normel A , est un sous-

groupe normal de G , contenant A .

Démonstration. — Soit X, € t(4a) , X, € t(a) et b A . I1 existe c, € (b) ,

01<¥ A, tel que [(Xl) ’ (01)] & A . De plus, puisquec 01 é A, i1 existe
c, € (cl) , 02(1 A, tel que [(x2) , (02)] S A . On a alors :

[y x5) 5 (o) e [x))(x,) 5 ()]s [(x) (cl)][(xz) y (e ))lsag
d'ou @ .

Xl x2 € t(A) .

D'autre part, (x—l) = (x) =(cxc_1) s V ceG; il en résulte que t(A) est

un sous-groupe normal de G .
Enfin, soit a€ A et b £A, ona
[(a) , (®)]s(a) sa,
d'ou

a € t(A) .
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DEFINITION 3.2. — Un sous—groupe normal T de G est dit tertiaire s'il véri-

fie la propriété :
Ir_(a)7(b)]§T’ a¢T =/b€t(T).

I1 résulte irmédiatement de cette définition les deux propriétés suivantes.

PROPRIETE 3,1. - Pour que le sous-—groupe normal T soit tertiaire, il faut et

il suffit qu'on ait (& et B étant deux sous-groupes normaux de G ) :

[A,BleT, A¢T = Bec (1) .

PROPRIATE 3.2. - Si T1 et T2 sont deux sous-groupes tertiaires ayant le méme
radical tertiaire, T = Tl n T2 est un sous-groupe tertiaire dont le radical

tertiaire est +(T) = t(Tl) = t(Tz) .

PROPRIETE 3.3. - Tout sous—groupe normal n-irréductible est tertiaire.

Démonstration. — Soit A un sous-groupe normal n-irréductible ; supposons A
non tertiaire. Alors, il existe a # A et b # t(4) tels que [(a) , (b)]cs A .
Puisque b é t(A) , 11 existe c¢ é A tel que

[(b) ] (C')] C A et ¢! e (C) ==> c' € A .
Considérons le sous-groupe normal A' = A(a) n A(c) ; on a évidemment A S A' ;

démontrons que A' & A .

aj a' =a,c' ,avec a €A, a,€4, a' € (a) ,

ct e (¢) .Ona c!'= 8 a' , avec a_, € A . De plus,

Soit x e A' , X

3
[(0) , (eI [(®) , (a5)](v) , (a)T = [(b) , (ag)]L(0) , (a)] =43

or b g t(a) et c'e (c) entraine c'e A et x
donc A' & A .

]

a, c'€ A, ce qui établit

2

On a alors
A= a(a) n ae) Acala) et 4Acale),
ce qui est contraire & A n-irréductible.

Par la méthode habituelle, on démontre que si le groupe G satisfait & la con-
diﬁion maximale pour les sous—groupes normaux, tout sous-groupe normal est décom-
posable en une intecrsection d'un nombre fini de sous-groupes normaux N-

irréductibles. On en déduit, en appliquant la propriété 3.3 :
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PROPRIETE 3.4. — Dans un groupe G satisfaisant & la condition maximale pour les

sous-groupes normaux, tout sous-groupe normal est décomposable en une intersection

d'un nombre fini de sous-groupes tertiaires :

A'—'TlnTZﬂnconTn'

Une telle décomposition est appelée décomposition tertiaire de A ; les Ti

sont les composants tertiaires de la décomposition. Si la décomposition est réduite,

clest-a—dire sans composants superflus, et si les radicaux tertiaires des compo-
sants Ti sont tous distincts, la décomposition tertiaire est dite normale. Il ré-
sulte de la propriété 3.2 que toute décomposition tertiaire peut &tre raffinée en
une décomposition normale. Finalement, en appliquant la propriété 3.4, on a le

théordme suivant.

THEOREME %.1. — Si le groupe G satisfait 4 la condition maximale pour les sous-

groupes normaux, tout sous-—groupe normal de ¢ admet une décomposition tertiaire

normale.

4. La condition maximal%vggggvlggvggg§—grouges normaux.

Dans toute cette partie, nous supposerons que le groupe G satisfait & la con-

dition maximale pour les sous-groupes normaux.

PROPRIKTE 4.1. - Si A est un sous-groupe normal de G , il existe un nombre

fini de sous-groupes premiers minimaux contenant A , et par conséquent, le radi-

cal r(A) est 1'intersection d'un nombre fini de sous—groupes premiers minimaux

contenant A .

Démonstration. — Si A est premier, le résultat est évident ; supposons donc

A non premier ; alors il existe a ¢ A, b £ A tels que [(a) , (b)] S A . Sup-
posons qu'il existe une infinité de sous—groupes premiers minimaux contenant A .

On a

[a(a) , a(®)] =T[4, ada, ®I(a) , al(a) , ()]s a;

il en résulte que l'un au moins des Sous—groupes nOrmaux Ala) , A(b) est conte-
nu dans une infinité de sous—groupes premiers minimaux contenant A ; on peut sup-
poser qu'il s'agit de Ala) . Remarquons qu'un sous—groupe premier minimal conte-
nant A , qui contient A(a) , est un sous—-groupe premier minimal contenant A(a).
I1 existe donc une infinité de sous-grcupes premiers minimaux contenant Ala) , et

A(a) n'est pas premier. De plus, on a

A< A(a) puisque a é A .



6-11

En répétant ce raisonnement, on pourrait donc construire une chaine infinie

strictement croissante :

e C [ant e
A A(al) A(al)(a2) e A(a1)°’°(an) oo
ce qui est contraire a la condition maximale pour les sous-groupes normauXx.

PROPRIETE 4.2. = A étant un sous—groupe normal de G , et P1 ’ P2 g ees 3 Pn

étant les sous-groupes premiers minimaux contenant A , il existe des sous-groupes

premiers minimaux contenant A

P, 2By 4o Py (1€ 1, < n)
1 2 m
et un commutateur C[P., , P. , vea , P. 1 tels que
i i i
1 2 m
(P, ,P. , «..,P. JESA.
i i, i,

Démonstration. - On suppose que 1l'ensemble des sous-groupes normaux de G ne vé-

rifiant pas cette propriété n'est pas vide ; alors, cet ensemble possdde un élément

maximal A quil n'est pas premier. Il existe a ¢ A et b ﬁ A tels que
[(a) , (0)]ea.
On a
A < A(a) et A < a(b)

et d'aprds le caractdre maximal de A , les deux sous-groupes normaux Ala) et

A(b) vérifient la propriéré 4.2.

Soient P! , P!, ..., P; les sous—groupes premiers minimaux contenant Ala) ,

2
et Px , Pg y sse Pg les sous-groupes premiers minimaux contenant A(b) (pro-
priété 4.1). I1 existe P31 y eee P3 (1< I € r) , et B, e, B
u 1 v
(1 < ht < s) , ainsi que deux commutateurs

C’[P31 ) eee Pﬁu] c ala) et C"[Pﬂl y eee Pﬁv] ca(v) .

On en déduit :

[C'[P51 ) een s Psu] , C"[Pﬂl y oeee Pﬂv]] < [a(a) , a(p)]esa.

Les PS et les Pﬁ sont des sous—groupes premiers contenant A(a) et A(v) ,
k t

donc contenant A ; chacun de ces sous-groupes contient un sous-groupe premier mini-
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mal contenant A , c'est-a—-dire un P, ou un P , et on a
i hy

[C'[P. , «oe , P, J,C [P , «e., P 1]
J1 Ju hl hv

C_-"[C‘[P5 s eee Pé 1, C"[Pﬁ e s B 1l ea;
1

soit

., P R Y
’ . 9 ’

| 2 *n

Ce rédsultat est contraire au choix de A , ce qui démontre la propriété 4.2 pour

tout sous-groupe normal.

COROLLAIRE. = Il existe un commutateur CLr(A)] , de composant r(a) , tel que
Clr(a)]ea.

LEMIE 4.1. = Tout commutateur C[A] de poids n > 1 , de composant A , contient

ie (n - 1)-idme sous=-groupe dérivé A(n—l .

’ . . 7 . il
Démonstration. - On raisonne par récurrence sur le poids du commutateur cla] .

31 n=1, ona

clal =4 = A(O)
Supposons le lemme établi pour les commutateurs de poids < n . Un commutateur
C[A] de poids n s'éerit

c[al = [cal, c[all,

ou C'[A] et C"[A] sont des comautateurs de poids n, et n, tels que

On peut supposer n, < n, ; alors

(nl—l) (n2-1) ) (n2-1) (n2—1)

[crial, c'[all=[A A Jo[aA , A J=a

et

ofa] - a(m1)

On déduit de ce lemme et du corpllaire de la propriété 4.2 :

PROPRIETE 4.3. - Pour tout sous-groupe normal A , il existe un entier n = 0
tel que r(A)<n) S A .




6-13

ilous avons remarqué dans la premiére partie que Rad A & r(4) , Rad A &tant
le radical de Schenkman. De la proposition 4.3, il résulte que r(4) € Rag A . Par
conséquent, dans un groupe satisfaisant & la condition maximale pour les sous-
groupes normaux, le radical r(A) défini par KuRATA coIncide avec le radical de

Schenkman.

Dans un groupe satisfaisant & la condition maximale pour les sous-groupes nNOrmMaux,
on peut caractériser les sous-groupes tertiaires en appliquant la notion de rési-

duel essentiel définie par L. LZSIEUR dans [4].

DEFINITION 4.1, — Si A est un sous—-groupe normal de G , le sous~groupe nnormal
R de G est dit résiduel essentiel de A , s'il existe un sous-groupe normal

Bo A tel que R = A:B et si

AcCeB = A:C = A:B .

La propriété suivante fournit des définitions équivalentes d'un résiduel essen-

tiel,

PROPRIBTE 4.4. — A étant un sous-groupe normal de G , les conditions suivantes

sont équivalentes :

(1) R est un résiduel essentiel de A .

(2) Il existe un sous—-groupe normal B ¢ A tel que :

R=A:B et CSB, C%A => A:C = A:B ;

(3) 11 existe un élément b ¢ A tel que 3

E=4A:(b) et ce(b), cd &4 = 4:(c) =a:(v) .

I1 résulte de (2) qu'un quotient rdsiduel propre maximal est un résiduel essen-—
tiel,

Les sous-groupes tertiaires de G sont alors caractérisés de la fagon suivante :

PROPRIETE 4.5. - Pour qu'un sous-groupe normal A de G soit tertiaire, il

faut et il suffit qu'il admette un seul résiduel essentiel.

Démonstration. - Remarquons d'abord que, A étant un sous~groupe normal quel-

conque, si R est un résiduel essentiel de A , on a
t(a) € R .
En effet, soit R = A:(b) , b ¢ A (propriété 4.4 (3)) et soit a e t(a) .

b A =y 2ce(b), cgi tel que [(a) , (e)]<ca,
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dtou a e A:(e) ; or, A:(c) = A:(v) (propriédté 4.4 (%)) ; il en résulte
a € A:(b) =R .

Supposons que A soit un sous-groupe tertiaire et soit R = A:(b) un résiduel

esgentiel de A . Si a€ R, on a
[(a) , ()]s avec b £ A,

donc a € t(A) ; il en résulte R € t(A) et d'aprds ce qui précdde R = t(a)

t(A) est le seul résiduel essentiel de A .

Réciproquement, soit A un sous-groupe normal de G admettant un seul résiduel
essentiel, et soit [(a) s (b)] S A avec b é A . Supposons que a ¢ t(A) : alors,

d'aprds la définition du radical tertiaire, il existe ¢ £ A tel que :
(1) [(a) , (¢')]ch et cte(c) == c' €A.

Considérons l'ensenble des quotients résiduels de A de la forme Az(x) , ou
x e (), x ¢ A . Cet ensemble posséde un élément meximal A:(bo) . On vérifie

sans peine que A:(bo) est un résiduel essentiel de A .

Puisque [(a) 5 (b)] S A et D é A, A:(b) est un quotient résiduel propre
de A et ace Az(b) . A:(b) est contenu dans un quotient résiduel maximal (en
tant que quotient résiduel propre) donc dans un résiduel essentiel de A qui ne

peut &tre que A:(bo) . On a
ae A:(b) < A:(bo)

dtol

[(a) , (b)) s 4 et bye(c) = bye 4,

d'apres la condition (I). Ceci est contraire « la définition de bO . I1 en ré-

sulte ae t(A) et A est un sous-groupe tertiaire.

Remarque. - I1 résulte en particulier de cette démonstration que dans un groupe
satisfaisant & la condition maximale pour les sous-groupes normaux, le radical
tertiaire d'un sous~groupe tertiaire A est un résiduel essentiel de A . I1
s'agit 14 d'un résultat analogue & celui obtenu pour les idéaux tertiaires d'un
anneau noethérien. Dans un anneau, tout résiduel essentiel est premier, et par con-
séquent, dans un anneau noethérien, le rsdical tertiaire d'un idéal bilatére ter-
tiaire est un idéal bilatore premier. Cette propriété, dont la démonstration uti-
lise l'associativité du produit des idéaux, ne seiible pas subsister ici. De méme,
dans un anneau noethérien, le radical (primaire) d'un idéal primaire est premier ;

9

ce résultat ne seanble pas &tre conservé dans le cas étudié par Y. KURATA.



5. La Erogriété d'Artin-Rees.
Nous allons donner une condition nécessaire et suffisante pour que, dans un
groupe G satisfaisant & la condition maximale pour les sous—groupes normaux, tout

sous—-groupe normal admette une décomposition primaire.

DEFINITION 5.1. - Un groupe G possdde la propriété d'Artin-Rees, pour les sous-—

groupes normaux, si quels que soient les sous-groupes normaux A et B et 1l'en-

tier n > 0 , il existe un entier n(n) > 0 tel que :

A(h<n)) q BS [A(n) , B] .

En particulier, on dira que G possdde la propriété (P) pour les sous—groupes

normaux, si quels que soient les sous-groupes normaux A et B , il existe un

entier h > 0 tel que :
A(h) nBs[A, B].

THEOREME 5.1. — Soit G un groupe satisfaisant & la condition maximale pour les

sous~groupes normaux. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Tout sous-groupe normal est décomposable en une intersectisn finie de sous-

groupes primaires.

(2) G possdde la propriété d'Artin-Rees pour les sous—-groupes NOTMAUX.

(3) G possdde la propriété (P) pour les sous-groupes normaux.

(4) Tout sous-groupe tertiaire est primaire.

(5) Tout sous-—-groupe n-irréductible est primaire.

Démonstration.

(1) = (2). - Soient A et B deux sous-groupes normaux et n un entier > 0 .

<

On a

(n)
(477, Bl=Qna,n..ng,
ou les Qi sont des sous-groupes primaires. Si B & Qi pour i =1, 2, ¢oa,mn,

Y AaB=8B=[a n) , B] . On peut donc suppo-

ser qu'il existe n' < m tel que B ¢ Qi pour L < i< m! et

le résultat est immédiat puisque A

[A(n) »Bl=Q ne,n...ng,nB.
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primaire. On a A<n) < Rad (Qi) et il existe un entier S5 =20

puisque Q. est
l(n (si) (n+si) { 1
tel que (& ) = A < Qi . Si 1'on pose s = max le » S5 s eee s Spul s
on a
(n+s.)
A(n+s) < A 1 c Q’i pour 1 <i<nt,
dtou

(n)

A(n+s) NBSQ 0 ...nQ,nBs= (A , BJ .

(2) == (3) est évident.

(3) = (4). - Soit T un sous-groupe tertiaire de G et soit [(a) , (p)] & T
avec a £ 7T ; alors b € t(T) . Considérons le guotient résiduel T:(b) . D'apres

la propriété (P), il existe un entier h > 0 tel que :
©)) 0 1) = [(6) , 7:(0)7

Supposons (b)(h) £ T ; alors, il existe b € (b)(h) by ¢ T . Puisque b € £(T)
et b, £ T, il existe b, € (bl) y Dy ¢ T tel que : [[(b) , (bg)] ST soit

b, e T:(b) 5 or b, € (b)(h) y, 11 en résulte

2 2

e W o ()« (), m) e,
. . N é 4 7 (,)(h) oo .
ce qui est contraire a b2 T . On a démontré que (b 7T, soit

b€ Rad T ¢ r(T)
et T est primaire.

Remarquons que la condition maxiuale n'est pas utilisée dans cette démonstration
et que, par conséquent, (3) = (4) dans un groupe G quelconque.
(4) = (5) résulte de la propridété 3.3.

(5) = (1) résulte immédiatement de la condition maximale pour les sous-groupes

normaux de G .

EXEMPLE. - Prenons pour G 1le produit direct S_ x S du groupe symétrique S

5 5

par lui-méme. A5 étant le groupe alternéd, le treillis des SOUS-gTouves normaux

5

de G est le suivant :
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Le groupe G possdde la propriété d'Artin-Rees pour les sous-groupes normaux.

Par exemple, le sous-—groupe normal A5 x 1 admet les décompositions primaires :

A5><1=(85x1)n(A5x55)=(85x1)n(A5xA5).

On déduit immédiatement du théoreme 5.1 la propriété suivante.

PROPRIETE 5.1. - Soit G wun groupe satisfaisant & la condition maximale pour

les sous—-groupes normaux et & 1l'une des conditions équivalentes du théoreme 5.1.

Si A est un sous-groupe normal de G et si B = N A(n) ,ona [A, B]=3B.
- n>0
3i, en particulier, A est contenu dans le radical de G , on a

N A(n>=E,

nzo

( E étant le sous-groupe unité de G ).

6. Théoréme d'unicité pour les décompositions primaires.

Soit A un sous-groupe normal de G , admettant une décomposition primaire :

A= Ql n Q2 N see N Qn .

Si les radicaux des composants primaires Qi sont tous distincts et si la décom-

position est réduite, on dit gu'on a une décomposition primaire normale. Il résulte

de la propriété 2.2 que toute décomposition primaire peut &tre raffinde en une dé-
composition normale. Nous allons montrer que le nombre des composants d'une décom—

position primaire normale de A , ainsi que les radicaux r(Qi) des composants
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dépendent seulement de A et non de la décomposition normale particulidre considé-

rée. Ce résultat constitue une généralisation d'un théordme afi & SCHENKMAN [&].

HEORMIE 6.1. — Soit A un sous-groupe normal de G admettant une décomposition

primaire et soit

= I - 0! ! t
A—an\aLgn-ooan—Qlﬂan--onQn.’

deux décompositions primaires normales de A .

Ona m=n et les radicaux r(Qi) sont égaux aux radicaux r(Qg) .

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur le nombre m des composants pri-

maires., 31 m =1, on a

Ql = Qi N see N Qg

“e

alors, Q, ©&tant primaire, il résulte de la propriété 2.3 que n =1 . Les sous-

groupes piimaires Ql g eee Qm ’ Qi g eoe Qﬁ sont des s»us-groupes propres ;
dans 1'ensemble des radicaux r(Ql) s eee r(Qﬁ) , r(Qi) y eoe r(Qﬁ) , il
existe un élément qui n'est contenu strictement dans aucun des autres ; on peut
supposer qu'il s'agit de r(Ql) . Nous allons démontrer que r(Ql) est égal &

1'un des radicaux r(Qé) .

Supposons que r(Ql) ne soit égal & aucun des radicaux r(Qé) (1 < j< n) , et

considérons le quotient résiduel de A par Ql :

) .

m

A:Q, = (leQl) n (QZ:QI) a...n (Q :Ql) = (Q{:Ql) r\(Qéle) A ..o n (QA:Ql

Pour 1 <i<n, ona Ql ¢ r(Qi) , Sinon on aurait r(Ql) < r(Qi) ce qui est

contraire au choix de Q, . Pour la méme raison, on a

1

Ql ¢ P(QS) , pour 1< j<n.

En utilisant la propriété 2.4 et en remarquant que leQl =G, on a

A:Q1 = Q2 n Q3 O ees 0 Qm = Qi n Qé N.eonQ =4,

1
n
ce qui est contraire & 1l'hypothdse Ql N eee N Qm décomposition réduite de A .

r(Ql) est donc égal & un r(Qs) ; on peut supposer que :

r(Q,) = r(Q!) .
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Supposons le théordme d'unicité vérifié pour les décompositions primaires dont
le nombre de composants est < m .

Posons Q = Qltﬁ Qi s O est primaire, et r(Q) = r(Ql) = r(Qi) (propziété 2.2).
On en ddduit : Q ¢ r(Qi) pour 1<i<m et Q¢ r(Qs) pour 1< j<n; de
plus,

QeQ et Q< Q!

Dol ¢
A:QzanQBr\lnenn%=Qén"'OQ‘ ?
et d'aprés l'hypotheése d'induction

m=-1=n--1 et r(Qi) = r(Qi) pour 2<i<m=n

(en changeant éventuellement 1l'ordre des QS (2 < j<n) . Le théordme en résulte.

7. Théoréme d'unicité pour les décompositions tertiaires.
OIS NI I NININISINT e B e e B T e o N Y

N e AV I~~~

LEMME 7.1. =81 A=T nB=T'"nB", ou T et T' sont deux sous-groupes ter-

tiairesde G tels que &(T) # t(T') , et oo B et B' sont deux sous-groupes

normaux de G , on a :
A =38 nB' .,

Démonstration. —~ Il suffit de démontrer que B n B' € A ., Soit a € B n B' ; sup~

posons que a é A . On a, par exemple, t(T) ¢ t(T*) et il existe donc b € £(T)
tel que b é t(T’) .

afd A = afkT et il existe a'e(a) , a' £T tel que [(b), (at)]lecT;

d'ou
[(),(a))eTnB=T" nB ',
De plus &' ¢ T, sinon on aurait
a' e T'"NnB'"'=TnNnBST
il en résulte, puisque T' est tertiaire : b € t(T’) ; ce qui est contraire au

choix de b . D'ou a € A et le lemnme en résulte.

THEOREME 7.1. — Soit A un sous—groupe normal de G et

A=T nT.n.... nNT =T'nT'n ... nT!
1 m n

2 1 2

deux décompositions tertiaires normales de A .
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Ona m=n, et les radicaux tertiaires t(Ti) sont égaux aux radicaux tertiai-

s t(TY) .
res t( J)
Démonstration. — I1 suffit de montrer gue t(Tl) , par exemple, est égal & un
t(T!) .
()
Supposons qu'il n'en soit pas ainsi, alors on a les relations :
(1) (7)) # #(11) ,
(2) t(1,) # (1) ,
: 1
(n) 6(0,) # (1)) .

La relation (1) entraine, d'aprés le lemme 7.1 ¢

— 1 ! 1
A_T2 nT3 N vee nTnn‘I‘znT3 N oo nTm.

La relation (2) et 1'égalité :

— 1] 1 m = ]
A_T2n...nTnnl n...nTm T, nT, n nTm

2 1 2
entrafinent :

A=Tn...n T nT.Nn.c. nT .,
n m

3 2

En répétant le raisonnement, on obtient, aprés application des relations

(l) ’ (2) s ese 3 (n) :

ce qui contredit le fait que le composant T1 n'est pas superflu.

8. Les composants isolés d'un sous-groupe normal.
s PSS ASIAI AP P AP A -

DEFINITION 8.1. - Soient A un sous—groupe normal de G , et { un m-systime.

Si M n'est pas vide, on appelle composant isolé de A associé & M ou, plus

simplement, IM-composant de A , l'ensemble A. des xe€ G tels qu'il existe

—— 14

ce M avec [(x) , (c)]lcA .Si M=¢g, on pose Ay =4

On démontre sans difficulté le lewnme suivant.

LEMME 8.1+ = Le M~composant de A est un sous-groupe normal de G contenant
A L

On peut caractériser les sous-groupes primaires par leurs composants isolés.
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PROPRIETE 8.1. - Pour que le sous-groupe normal Q soit primaire, il faut et il

suffit qu'on ait, pour tout m-systeme M :

QT‘J. = Q ou Q[Vi =G .

Démonstration. - Supposons que, pour tout m-systéme M , on ait QM =Q ou

QM = G , et supposons que Q ne soit pas primaire ; alors, il existe b £Q et
c ¢ r(Q) tels que [(b) ’ (c)] & Q@ o Puisque ¢ ¢ r(Q) , 11 existe un sous=-groupe
premier P contenant Q tel que ¢ é P. M= C(P) est un m-systéme qui con-

tient ¢ 3 il en résulte :

L(b) , (e)lcsQ@ = peq, .

vl
Mais s b¢ Q = Q=06 .O0Ona ceQ =G et il existe de U tel que

[(c) , (a)]csqep;

deM =; AP == c€P ;

puisque P est premier ; ce qui est contraire au choix de P . D'ol : Q est pri-

maire.

Réciproquement, supposons 2 prinaire et scit 1 un m-systime. Si M = g,
ona Q =Q .On peut donc supposer N non vide. Si Qy #Q , ona Q> Q
(1emme 8.1) ; démontrons que, dans ce cas, on a QM =G . I1 existe b e QM ,

b é Q ; puisque be QM , 11 existe c e M tel que [(b) ’ (c)] € Q , ce qui en~-
tratne c¢ e r(Q) ; il en résulte que M rencontre Q (propriété 1.5). S-ient

o

XxXeG et yeliing , ona
[(x), (y)]<ca avec y e i ,
d'ou

X e QM et Q’M =G .

Si A est un sous-groupe normal admettant une décomposition primaire, on peut
exprimer les composants isolés de A & l'aide des composants primaires de la dé-

composition de A de la fagon suivante.

PROPRIETE 8.2. - Soient A = Q1 n Q2 N ees N Qn une décomposition primaire de

A EE. M un m-systéme tel que M rencontre r(Qi) pour m+ 1 <1< n, et ne

rencontre pas r(Qi) pour 1 <i<m.On a alors :

AM=Q1nQ2r\...an.
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Démonstration. — Si il est vide, le résultat est évident, avec m =n . On peut

donc supposer Il non vide. Soit x € A.M , 11 existe ¢ € i tel que :

[(x) , (lsa=0an..na .

Pour 1s€i<m,ona cé r(Qi) , donc x € Q, , puisque [(x) , (¢)]€< Q; et

Qi est primaire ; ce qui démontre

AM S Q1 N Q2 N ees N Qm .

Soit y € Ql n Q2 Neee N Qm . Pour j>m , M rencontre r(Qj) , donc rencon-
tre Qj (propriété 1.5). Pour j >m , il existe donc c, € Qj N M . Puisque M

) et <! e (c

D ) tels que

est un m-systéme, il existe c! . € (e

m+1 m+1 m+2

c" —

1 1
m+2 [Cm+1 ! °m+2] € Qm+1 n Qm+2 ni.

a i i 3 n '
De méme, il existe cm+2 € (cm+2) et cm+3 € (cm+3) tels que

" —_ td 1 i
cnis = [onip v Cpuzd €9 N0 0 Qs 0 8
Le procédé se poursuit et on obtient finalement un élément

1 {
cp € Qm+1 N Qm+2 N eee N Qn nM.

Alors
[(y) , (C;)J s Ql Neee N Qm n Qm+1 N eee N Qn = A

"e M s il en résulte € A et
avec ¢, Moy il N AM e

Qp Noeee N QS By

COROLLAIRE. — Si un sous-groupe normal A admet une décomposition primaire, il

a un nombre fini de composants isolés.

Soit A un sous-groupe normal de G admettant une décomposition primaire. On
sait que le nombre des composants primaires d'une décompositi n normale, ainsi que

les radicaux r(Qi) de ces composants primaires, ne dépendent que de A . Soit
A= Ql n Q2 N ese N Qn ’

une décomposition primaire normale de A . L'ensemble

{r(Q) v <oy xlQ))]
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est un ensemble isolé de radicaux de A , si, pour m+ 1 < j<n, r(Qj) n'est

contenu dans aucun r(Qi) , avec 1 < 1i<m . Par exenple, chaque élément minimal

de l'ensemble {r(Ql) 9 coe r(Qn)} est un ensemble isolé de radicaux.

PROPRIETE 8.3. - Soit A un sous-groupe normal de G admettant une décomposi-~

tion primaire, et soit A = Ql N ees N Qn une décomposition primaire normale de

A . Posons

/
r{(Q.) =N P.
R P

’

ou les Pi sont les sous—groupes premiers minimaux contenant Qi . Les proprié-
k
tés suivantes sont équivalentes :

(1) {r(Ql) s eee s r(Qm)} est un ensemble isolé de radicaux.

(2) Pour chague Qi (1€i< m) y il existe un sous-groupe premier minimal

Py =P}
1

tel que P* ne contienne aucun P, 3k pour m+ 1< j<n.

i
(3) Pour 1£i<m, r(Ql) ne contlent pas Qm+1 N oeoe FlQn
Démonstration.

(1) = (2). - S'il existe un i (1 <1i<m), tel que, pour chagque k , P

ik

contienne un P, , On a

Jjk.

J
o o
r(Qj) ij. Pik pour chaque k
J
et par conséquent r(Qj) < r(Qi) » ce qui est contraire & (1).
(2) = (3). - Supposons qu'il existe un i (1 € i < m) , tel que :
r(Q) 2Q 4 neeenQ
Alors
P"i*gr(Qi) 2Q . N 0Q

il en résulte qu'il existeun j (m + 1 < j < n) tel que P? 2 Qj (corollaire de

la propriété 1.2). P? contient un sous-groupe premier minimal contenant Q ,

donc un P, ik ce qui contredit (2)

(3) = (1), - Supposons qu'il existe un i (1 < i < m) , et un (m+ 1 < j<n)
tels que r(Qj) c r(Qi) ; On en déduit :
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r(Qi) 2 r(QJ.) 2 Qj 2 Qm+1 N ees N Qn ;
ce qui contredit (3).

On déduit de cette propriété un second théoréme d'unicité pour les décompositions

primaires.

THEOREME 8.1. — Soit A un sous—groupe normal de G admettant une décomposition

primaire, et soit A = Ql N ..o N Qn une décomposition primaire normale de A . Si

{T(Ql) y see I'(Qm)}

est un ensemble isolé de radicaux, Q1 N ees N Qm dépend uniquement des radicaux

r(Ql) y cee r(Qm) et non de la décomposition normale considérée.

Démonstration. - Soient A = Q1 N eee N Qn = Qi N ses N Qﬁ deux décompositions

primaires normales de A . On a r(Qi) = r(Qi) (1<€1i¢g n) . Posons

Q= Qm+1 N ese N Qn 4 Q' = Qé+1 N eee N QA .

D'aprés la propridté 8.3, on a

Q¢ r(Qi) ’ pour 1 <igm.

I1 en résulte

Q.:Q = Q et Q!
De plus Q < Qj (m+1<j<n) . Alors :
A:Q = Q1 N Q2 N eee N Qm = Qi N ees N Qé n(Q':Q) ’
ce qui entralne
Ql n Q2 N eee N Qm c Qi Neoo N Q& .

On démontre dea la méme fagon que

Qi N eee N Q& - Q1 N eee N Qm

et le théordéme en résulte.

COROLLAIRE. —_§l r(Q) est un élément minimal de 1'ensemble

(), ooy z@))

des radicaux des composants primaires de A s le composant primaire de radical

r(Q) est le mBme pour toutes les décompositions primaires normales de A .
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Par contre, si le radical r(Q) n'est pas minimal dans 1'ensemble des radicaux

tr(Q) 5 e x(@)}

le composant primaire de radical r(Q) n'est pas nécessairement le méme pour tou-
tes les décompositions primaires normales de A . Reprenons 1l'exemple donné dans

la cinguiéme partie. Dans le groupe G = S le sous-groupe normal A5 x 1

x S
5 5°
admet les deux décompositions primaires normales :

A x 1 = (55 x 1) n (A5 xS )= (s

5 x 1) n (A5 x A5) .

5) 5

Les deux composants primaires A_ x S et A x A5 ont le méme radical G , et

5 5 5
celui-ci n'est pas minimal dans 1'ensemble des radicaux r(S_ x 1) et r(A5 x 3

)

5 5
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