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Séminaire DUBREIL-PISOT 601
(Algdbre et Théorie des nombres)
21e année, 1967/68, n° 6 18 décembre 1967

/
CONDITIONS DE TRANSITIVITE POUR LES GROUPES D'AUTONORPHISMES
D'ALGEBRES DE DIMENSION 2

par Gliinter PICKERT

I1 est bien connu qu'on n'utilise pas de multiplication vectorielle en géométrie
plane. Pour en connaltre la raison, on doit d'abord établir la condition minimale
que doit satisfaire une multiplication vectorielle dans un espace vectoriel V sur
un corps (commutatif) K : celle-ci doit &tre une application bilinéaire de V x V
dans V . Par la donnée d'une telle multiplication, V devient une algdbre ; dans
ce qui suit, nous désignerons celle-ci aussi par V , et nous écrirons la multipli-
cation (x ’ y) ->» xy . Naturellement nous exclurons le cas trivial d'une zéro-
algébre ( xy = O pour tout x , y € V ). De plus, la gdoméirie exige, au moins,
que le groupe & des automorphismes de 1l'agébre opére transitivement sur 1'ensem-
ble des sous-espaces de dimension 1 de V ; ici, on appelle automorphisme de 1'al-

gebre V une application linéaire bijective ¢ de V sur V vérifiant
w(xy) = @(x) m(y) pour tout x ,yeV
et la condition de transitivité s'éerit explicitement :
(1) vx,yeVvN{0}, 3¢9p€sd,seck, olx) = sy .
Le théoréme (*) suivant montre la raison pour laquelle on ne peut pas utiliser

une multiplication vectorielle dans le cas de la dimension 2 .

/N
THEOREME. - Si K est un corps non réduit & deux éléments, il n'y a pas d'algdbre

V sur K de dimension 2 vérifiant la condition (T), en dehors de 1la zéro-al gebre.

Si K posséde seulement deux éléments, alors il y a exactement deux algdbres non

isomorphes ayant ces propriétés ; ces algébres sont commutatives et, en posant

V={0,e, f, g}, leurs multiplications sont données par les équations (i), (ii)

suivantes et les équations qui en découlent par permutation cyclique de e , £ , g @

(1) e2 =e, ef =g,
(ii) e2 =f , ef =e 3

dans le premier cas, & est isomorphe i 83 , dans le deuxitme cas & A

3

( ) Voir (G.) PICKERT. - Warum verwendet man in der ebenen Geometrie keine vekto-
rie%le fdultiplikation, tlath.-phys. Semesterberichte, t. 15, 1968, Fasc. 2 (& paral-
tre).
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Maintenant, nous allons modifier la condition (T) de fagon que @& laisse inva-
riant un sous-espace F = Kf (f # 0) de dimension 1 et que & opére transiti-
vement seulement sur l'ensemble des autres sous-espaces de dimension 1 . Si 1'on
choisit e ? P tel que (e , ) constitue une base de l'espace vectoriel V de

dimension 2 , nous avons :
(T) vt€XK, 3¢9, sek, ple) = s(e + tf) .

En vertu de w(fz) = (p(f)2 e k2 , Vo€ &, ondoit avoir °eP .Siona 240
c'est-d-dire f =1rf pourun r # O , on remplace f par r'_1 f et on obtient

ainsi f2 =f, Vo€ 3, @(f) = f . Nous traitons d'abord ce cas

(1) 2=t e = ae + bf , ef = ce + df , fe = c'e + d'f .

D'apres @(e) = s(e + tf) , T(f) =r° , 1'application lindaire bijective @ est
déja entiérement déterminée par les s , t € K avec s # 0 , et cette application
appartient & § si, et seulement si, l'on a @(e)2 = @(e2) , olef) = ple)f ,

¢(fe) =f @(e) . Par conséquent, (T') peut s'écrire sous la forme :

Pour tout t € K, il existe s (# 0) € K tel que

(1) s(a + tlc +¢')) = a ,
2 2

(2) s(b +t(a +4d') +t°) =ast + b,
(3) s(t(1 -¢c) +4d) =a,
(3") s(t(1 = ct) +ar) =a' .
De plus, (1) peut &tre transformé en

*
(17) c+ct=0; a#0 => s=1 .,
Car, dans le cas a =0, envertude s # 0, on déduit ¢ + ¢' = 0 en prenant
t =0 ; tandis que a #0 , c + c' # 0 sont incompatibles comme on le voit en
prenant t = - a(c + c')"1 ; ayant montré 1'égalité c + c¢' =0 , 1l'équatien (1)
se réduit & a #0 ==> s =1 . D'une facon analogue, (3), (3') s'écrivent scus
la forme

3%
(37) c=c'=13 d'#0 ou d#£0 => s=1.

3
Compte temu de (1), la caractéristique de K est donc égale & 2 .

Siona a#0, 1l'équation (2) devient
*
) 2

(2 ¥ te€K, td +d' —a) +t°=0,

en vertu de (1N). Hais ceci est équivalent & K = GF(2) (c'est-a-dire K est

réduit a {0 , 1} ) , et a=1, d=4a' . En posant g =e + f , nous obtenons,
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%I
en vertu de (Bf) en dehors du type décrit dans (i) dans lequel cependant F n'est

pas invariant par & , les trois possibilités suivantes :

(Il) e2 =e , ef = fe=-¢e ,
(12) e2 =g, ef = fe=¢e,
(13) e2 =g, ef = fe =g .

Dans le cas de (Il), il s'agit de la somme directe des corps Ke , Kg ayant
f =e + g comme élément unité ; dans le cas de (IZ), il s'agit du corps & quatre
¢léments (ayant f comme élément unité), tandis que dans le cas de (13) il n'y a

d'élément unité ni & gauche ni a droite.

Si l'on a a =0, on ne peut pas avoir d = d' ; car, puisque K est de carac-
téristique 2 , avec d = 4' , 1l'équation (2) stéerirait

b+ (st)2 =b

ce qui montrerait que, pour t =1, b est le carré d'un élément b' # 0 et,
ensuite, b =0 pour t = b' . Par conséquent nous avons d # d' , de sorte que
(3*) entraine s = 1 . Nous obtenons donc encore (2*) et, par conséquent, X = GF@).
Mais a = 0 entraine maintenant 4 +d' =1 , donc d=1, d'=0 ou d =0,

d' =1 . Puisque b =0 et b =1 sont possibles, on obtient les possibilités

(I4) 62 = f s ef

(IS) e2 =0, ef = g, fe=¢e,

g » fe=¢e,

ainsi que les opposées obtenues par permutation des facteurs. D'aprés notre démons-
tration, ces sept algébres satisfont toutes la condition (7'). Si dans une de ces
algdbres, f ne reste pas fixe par § , on aura méme (1) , ce qui est impossible
en vertu de la non-isomorphie avec les types donnés par (i) et (ii) respectivement.

Dans le cas de (I,) et (15), f est un élément unité & gauche, mais pas & droite ;

4
par conséquent les gqatre algdbres nouvelles ne sont isomorphes & aucun des types
(11_3). En résumé nous avons un résultat semblable & celui que nous avons obtenu

dans le cas de 1'hypothdse (T) :

Si le groupe & des automorphismes de l'algébre V = Ke + Kf de dimension 2

laisse invariant le sous-espace Kf , si ce sous-espace n'est pas une zéro-algdbre

et si la condition (T!') est vérifide, alors K est le corps A deux éléments, et

il y a exactement sept possibilités non isomorphes pour V ; pour chacune de celles—

ci, & est isomorphe & 82 .
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Traitons maintenant le cas f2 =0 :
(11) £ =0 , e = ae + bf , ef = ce = df , fe = c'e + d'f .

En posant @(f) = rf , la condition (T') s'écrit comme suit

Pour tout t € K, il existe r , s € K \ {0} tels que

(1) s(a +t(c +c')) =a,

(4) s%(b + t(d +d')) = ast + br ,
(5) c=cr, s(dr - ct) = dr ,
(51) ¢! =c'r, s(d'r = c't) =d'r ,

Ainsi on fait correspondre & tout ¢ € % , de fagon biunivoque, un triple (r , s ,t)

et le groupe § est isomorphe au groupe des matrices

IS 0
(6) (st r>

ou r, s #0 ,(1), (4), (5), (5'). Dans le cas d = O , la deuxilme équation dans

(5) donne ¢ =0 pour t =1 ; mais ¢ #0 et d # O sont aussi incompatibles,

1

puisque ¢ #0 et d # O entraineraient r =0 , en posant t = drc” - . Par consé-

quent, (5) et (5') se réduisent &
(5" c=c'=0; 440 ou d' £#0 => s =1
Dans le cas a # 0 , d'aprés (1*), 1'équation (4) peut s'écrire
t(d + a' - a) =b(r -1),

d'ol, pour t

I
(@)

3
(47) d+d' =a ,

pourvu que b = 0 . L'équation (4*) reste vraie pour b # O , puisque, dans le cas
contraire, on pourrait poser t = - b(d + d' - a)—l , ce qui entrainerait r =0 .
Dans le cas a = 0 , 1'équation (4) peut s'écrire s2(b +t(d +4d')) =br, d'on

on tire encore (4*) ¢ dans le cas b=0, onpose t =1, et dans le cas b # 0,

- %*
on pose t = - b(d + a') 1 . Compte tenu de (1 ), 1'équation (4) est équivalente &
* 3t .
(4 ) ’ (4 )y ou
2

ot
(477) a,b#0 = r=1; a=0, b#0 => r=3s" .

. 3* s ¥* ¥* p.)
Puisque (1 ) est une conséquence de (4 ), (5 ), on peut formuler (T*) de la manidre

suivante

* *
Pour tout te K, il existe r , s€ K\ {0} tels que 1l'on ait (47), (4**), (57).
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Maintenant nous allons énumérer les différents types possibles.

3*
Dens le cas a=b=0, d=0 conduit & la zéro-algébre d'aprés (4 ), de sorte
qu'on doit avoir d , d' # O . En remplagant e par d—l e , on peut supposer

d =1 3

(111) e“=f“=0, ef = - fe = T

*
Compte tenu de (5 ), le groupe des matrices, isomorphe & § selon (6), est consti-
tué par (i 3) , oL Tr#O0 ,Dans lecas a=0, b #O0 , on peut évidemment obte-
nir b =1 en modifiant f , et, comme dans le cas précédent, on peut supposer

d =1, pourvu que d # 0 :

2 2

(112} e“ =1, =0, ef = - fe =71 ;

. * * . . s s
d'apres (4 ), (5 ), le groupe de matrices isomorphe & & est constitué par les
matrices de la forme i ? , i1 est donc isomorphe au groupe additif de K .
(113) 2=t , £2 = 0 , ef = fe =0 ;

3
d'aprés (4 ), le groupe de matrices est constitué par les matrices de la forme
s(i 2) , ol s #0 . Dans le cas a # O , on peut supposer a =1 {en modifiant
e )et b=1 (en modifiant f ) si, de plus, b # O :

(114) e“=e , f© =0, ef = daf , fe = (1 - d)f ;

(115) 2 =e+f, £2 = 0 , ef = af , fe = (1 - 4d)f .

Dans le cas (II4), le groupe des automorphismes est le méme que dans le cas (IIl)’

d'aprés (57), et dans le cas (IIS)’ il est le méme que dans le cas (II2), d'apres
3t #*

(47), (57).

Afin de voir que les cing types sont deux a deux non isomorphes et que, de plus,

d est invariant par isomorphie, nous utilisons les ensembles

T={x| x®=x#0}, N={x| x° =0}

qui eux sont invariants par isomorphie. Dans le cas (IIl), Jd = ¢ , N =1V 3; dans

les cas (II2 3 5), J = ¢ , N =TF ; dans le cas (II4), J=e+F, N=F ., De
H ?

plus, (IIB) se distingue de tous les autres types par xf =fx=0, Vx eV,

tandis que, contrairement & (II les types (III—B) possédent la propriété

4’5))
xy €F, VY x€V ,yeV . Ainsi, nous avons montré la non-isomorphie des cing

types. Dans le cas (II4), la multiplication peut &tre décrite & l'aide de J , N ,d
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de la manidre suivante :
x,y€J = xy=(1-d)x+dy; x€J,yeN => xy=4dy , yx=(1-3y,

ce qui entralne l'invariance de d par isomorphie. D'ailleurs, le groupe des auto-
morphismes est constitué par les applications linéaires bijectives laissant J

invariant. Pour la description de (115)’ nous utilisons 1l'ensemble

J' = {x | X2 #0, X2 -X€Fl=e+F

. . . . | 2
invariant par isomorphie. D'apres x € J' => x - x=7T , le vecteur f est

aussi invariant, et la multiplication peut é&tre donnée sous la forme suivante :
x,yEJ = xy=(1-d)x+dy+f, x€J',yeN
=> xy=dy , yx=(1-4d)y,

ce qui montre encore l'invariance de d par isomorphie.




