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10-01

ANNEAUX QUASI-FROBÉNIUSIENS

par Jacques GRAPPY

Séminaire DUBREIL-PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres)
21e année, 1967/68, n° 10 29 janvier 1968

1. Rappels sur les armeaux uasi-frobéniusiens.

FROBÉNIUS étudia le premier les algèbres A de dimension finie sur un corps K,

telles que les modules Ag et soient isomorphes ( Ag (resp. désigne

A , muni de sa structure de A-module à gauche (resp. à droite)).

Si, pour toute partie ;. de A, on note ~(x) (resp. r(X) ) l’annulateur à

gauche (resp. à droite) de X dans À , on montre [l4] que cette définition équi-

vaut à :

p our tout idéal à gauche (resp. à droite) L (resp. R ) de A . De telles algèbres

sont appelées frobéniusiennes.

Une algèbre quasi-frobêniusienne sera telle que A 
s 

et (Ad)
* 

aient les mêmes

types de sous-modules indécomposables. On montre [14] que cela équivaut à

A. Anneaux quasi-frobéniusiens. - Ils furent introduits par NAKAYAMA [14].

DÉFINITION 1.1. - Un anneau A unitaire est quasi-frobéniusien, si : 1

1° A est artinien ; 9

2° r~ (~~~ _ ~L , y =L , pour tout idéal à gauche (resp. à droite) L (resp.
R ) de A.

La condition 2° implique que les treillis des idéaux à gauche et à droite sont

anti-isomorphes. On peut donc remplacer le 1° par noethérien à gauche (ou à droite).

De nombreuses caractérisations ont été données.

Considérons les conditions suivantes :

(a) Tout homomorphisme d’un idéal à gauche de A dans A est réalisé par une mul-

tiplication à droite ; 9



(b) r( I n I ) = + r(I2) , pour des idéaux à gauche; »
(c) r(~;(R) ~ - R ~ 9 pour tout idéal à droite R . 0

La condition (x ) désignera la condition (x) pour les idéaux de type fini.

IKEDA et ~~ ~ ~ ont prouvé les implications : 
~

(a) =9 ( (b) et ( .;~~ ~ ==> ( ;:. ,,
Cela permet de démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 1.1 ( IKEDA [8] , IKEDA et [9] , EILENBERG et NAKAYAMA [4]). -
Les propriétés suivantes sont équivalentes : i

1° A est quasi-frobéniusien ;

2° A est noethérien à gauche y et vérifie (b) et (c) ;

3 ° A est noethérien à gauche et auto-injectif à gauche ; 9

40 A e st artinien à gauche et auto-injectif à gauche 9

5° A est artinien à droite et auto-injectif à gauche.

FAITH C 5 ~ a complété ces caractérisations par : 1

6° A est noethérien à droite et auto-injectif à gauche.

La définition étant symétrique, on peut bien sûr obtenir d’ autres caractérisa-

tions en permutant gauche et droite.

Des conditions d’un autre type ont été do .nées : ô

7° (NORITA et Le dual d’ lzn A-module à gauche (resp. à droite)
simple est un A-module à droite (resp. à gauche) simple, et A est artinien.

8° (DIEUDONNÉ [3 ]). A est noethérien à et à droiteg et M ~ M est une

"parfaite dualité" pour les A-modules de type c’est-à-dire que 11 ~ M* est

un fondeur exact contravariant, p et M ~ ri pour les A-modules à gauche (resp. à

droite) de type fini.

Récemment, FAITII [5] a complété par : 1

9° Tout A-module à gauche projectif est injectif.

Nous nous proposons de présenter une dernière caractérisation, due à FAITH et

WALKER [6] : 1

10° Tout A-module à gauche injectif est projectif.

Dans toute la suite, A sera un anneau unitaire. Pour tout A-module à gauche



J’Il , on notera E A (~~~~~.~ son enveloppe in jective, ou si aucune confusion n’est

à craindre.

B. Exemples d’ anneaux quasi-f robéniusiens .

1° L’anneau , ou plus généralement le quotient d’un anneau principal par un

idéal propre. Comme cas particulier, signalons l’algèbre I~[T~ , où I~ est un

corps 9 et T un opérateur linéaire sur un K-espace vectoriel de dimension finie.

2° L’algèbre d’un groupe fini est frobéniusienne

3° Si A est quasi-frobéniusien, l’anneau A~ G ~ ( G groupe fini) l’est aussi.

4 ° Un anneau semi-simple.

5° L’anneau des matrices ~~~ n (A) sur un anneau A quasi-frobéniusien.

6° Un anneau commutatif 1 local, artinien~ co-irréductible (c’est-à-dire dont le
socle est réduit à un élément).

7° Par contre, une image homomorphe d’un anneau quasi-frobéniusien ne l’est pas
nécessairement.

2. Une caractérisation des anneaux noethériens à gauche.

DÉFINITION 2.1. - Soit c un cardinal. Cn dira qu’un A-module à gauche est de

type c y s’ il possède un système générateur de cardinal inf érieur ou égal à c .

Rappelons les résultats suivants : ô

PROPRIETE 2.1. - Les conditions suivantes sont équivalentes : 1

1° A est noethérien à gauche ; 9

2° Toute somme directe de A-modules à gauche injectifs est un A-module à gauche

injectif (~1~9 [15]) ~ p

3° Tout A-module à gauche injectif est somme directe d’injectifs indécomposa-
bles [15]).
, ~

THEOREME 2.1. - A est un anneau noethérien à gauche si, et seulement si, il

existe un cardinal c tel que tout A-module à gauche injectif soit somme directe
de A-modules à gauche de type c .

Condition nécessaire. - D’après la propriété 2.1, il suffit de montrer qu’il
existe un cardinal c tel que 9 pour tout module injectif indécomposable M ~ p on

ait c . On a = E (C ~ ~ où C est un sous-module monog~ne. Or, les



types de A-modules à gauche monogènes forment un ensemble (car C ~ A/I ), p et il

en est donc de même pour les types de A-modules à gauche injectifs indécomposa-

bles. Soit un ensemble de représentants. Posant c. = il suffit

de prendre c = 03A3 ci.

Réciproque. - Montrons que y si M = ~ Mi , où les sont des A-modules à
i~I

gauche injectifs, alors Il est injectif. On peut supposer que chaque est de

type c d’après l’hypothèse, que c > Card(A) , et que c et d = Card l sont in-

finis.

Soit B un ensemble tel que Card(B) ~ 2c d . Posons :

P est injectif, 9 donc P = ~ Qg , où Qg est de type c . Supposons Z bien

ordonnée et soit 1 son premier élément. Soit bl E B . Tout élément de 
1

est contenu dans une somme directe finie de Q . Puisque 
2 

est de type c y

on a

Montrons y par récurrence transfinie, q que, pour tout a E I , il existe des parties
G de G, deux à deux disjointes, avec c , 3 et que P _ Q con-

tienne un sous-module M’03B1,b
03B1 

isomorphe à 
a 

Pour cela, supposons la propriété vraie pour tout y  a . Posons

P est de type c , y et Card H03B1  cd . Donc Card S03B1  cdc = cd . Par suite, S

a au plus 2 cd sous-ensembles. Les 
H03B1,b 

n , b OE B , sont des sous-modules de

S 
OE 

distincts ou nuls. Puisque P > 2cd , 9 il existe b 
OE 

e B tel que

Soit 03C6 la pro jection de dans parallèlement à 03C6 est in-

jective, et 
M’03B1,b03B1 

= 03C6(M03B1,b03B1 ) est isomorphe à M03B1, b03B1 . 
Un argument semblable à ce-

lui utilisé au début montre que



Posart on a

. étant injectif, est facteur direct de Pa’ et ~ M’03B1 , b03B1 
est facteur

direct de P , donc injectif puisque P est injectif. 0 Alors M ~ ~ M’03B1b est
’ Ci

injectif.

COROLLAIRE 2.1. - A est noethérien à gauche si et seulement si, il existe un

cardinal d tel que tout A-module à gauche injectif soit somme directe des enve-

loppes injectives de modules de type d.

La condition est nécessaire, par la propriété 2.1.

Réciproquement y soit L un A-module à gauche libre de rang d. Tout injectif

est somme directe de ~(L,~’_i~ , K sous-module de L. Les L/K forment un ensem-

b le . Il suffit de prendre c = ~ c.~ , , où c h r - Card et d’appliquer le

théorème 2.1. 

COROLLAIRE 2.2. - Si tout A-module à gauche injectif est somme directe de mo-

dules injectifs indécomposables, A est noethérien à gauche.

En effet, tout injectif indécomposable est enveloppe injective d’un sous-module

monogène.

3. Enveloppes injectives de type fini.

Soit A un anneau noetl1érien à gauche semi-premier. Si E(A) est

de type fini, A = y et par suite A est un anneau semi-simple 0

D’après le théorème de Goldie ~7 ~, il suffit de montrer que A coïncide avec son

anneau de fractions à gauche Q = E(A) . Q est un A-module à gauche noethérien.

Soit b régulier dans A. On a

THÉORÈME 3.1. - Soient A un anneau noethérien à gauche, N son idéal nilpotent

maximum. Si est de type fini sur A ~ alors R est artinien à gauche.

Soit Q = EA/N(A/N). Q est aussi un A-module, extension essentielle du A-mo-

dule A/N , et par suite D’après l’hypothèse, Q est donc un A-mo-



dule de type fini, donc un (A/N)-module de type fini. Le lemme 3.1 montre que A/N

est un aimeau semi-simple. A est donc semi-primaire et noethérien à gauche. Il

est, par suite, artinien à gauche.

COROLLAIRE 3.1. - Soit A un anneau noethérien à gauche tel que l’enveloppe in-

jective de tout A-module à gauche monogène soit de type fini. Alors A est arti-

nien à gauche.

PROPOSITION 3.1. - Soient a et b deux cardinaux, a > C un A-module

à gauche de type b tel que F(c) soit contenu dans une somme directe de modules

de type  a .

(a) Si a = XQ ? E(C) est de type fini ;

(b) Si est de type a.

On a E(c) ~ ~/ M. ~ où M. est de type a. Tout générateur de C est contenu
~*

dans une somme directe finie, et par suite

Si b alors 

Si b >x~ ~ alors c=Card(l’) = b .

Soit co la projection de M. sur fil. n C = (0) implique

et (p(E(c)) est isomorphe à E(c) .

Si a = 0 , alors b  0 et c  03BB0 . N est de type fini, donc 

qui est facteur directe est de type fini.

Si b ~ ;~ ~ ,alors c = b y M est de type a y et aussi (p(E(c)) .

COROLLAIRE 3.2. - Soit A un anneau. Tout A-module à gauche projectif, injectif,

et indécomposable, est isomorphe à un facteur direct de A .

Soit M un tel module. M = E(C) , où C est monogame. M y étant projectif,

est contenu dans une somme directe de modules isomorphes à A . D’après la proposi-

tion, on a donc E(C) ~ A1 ~ ...@ A n y k le plus petit entier tel

que A contienne un sous-module N isomorphe à M . A = A @ ... @ A. y
A. ~ A . N étant co-irréductible, 0.1 ne peut avoir N n A. ~ (û) y ~ i , y sinon

N n A. n N n (o) . Supposons N == 0 y alors la projection 03C6 de A k sur

... @ y parallèlement à A. y injecte N dans A" 1 . On a donc k = 1 .



4. Caractérisation des nodules artiniens à gauche.

On utilisera un théorème de Kaplansky [10].
, ,

4.1. - Si un A-module à gauche M est somme directe de modules de

type dénombrable, alors tout facteur direct de M a la même propriété.

THÉORÈME 4.2. - Si tout A-module à gauche est contenu dans une somme directe de

modules de type fini, A est artinien à gauche. 0

Soit r~~ un A-module à gauche injectif. r~ est facteur direct d’une somme di-

recte de modules de type fini. Diaprés le théorème 4.1 9 M est somme directe de

modules de type dénombrable. Le théorème 2.1 prouve que A est noethérien à gauche.

Soit C un module monogène. E(C) , y étant contenu dans une somme directe de mo-

dules de type fini, est de type fini? 9 d’après la proposition 3.1. Le corollaire 3 .1

implique que A est artinien à gauche.

COROLLAIRE 4.1. - Soit A un anneau commutatif. A est artinien si, et seulement

si, tout module injectif est somme directe de modules de type fini.

En effet y tout injectif indécomposable sur A noethérien est de type fini [ 12 ].

La réciproque du théorème 4.2 n’est pas vraie, en général [ 16].

5. Cogénérateurs.

Soit  la catégorie des A-modules à gauche.

,

DEFINITION 5.1. - Un A-module à gauche C est un cogénérateur dans ~ si tout

A-module à gauche M est isomorphe à un sous-module d’un produit de modules iso-

morphes à C .

Cette définition équivaut à ~ i

Pour tout homomorphisme f t 0 , g f ° M ~ N , N E il existe

C injectif est un cogénérateur, si, et seulement siy il contient un sous-module

isomorphe à tout module simple.

,

DEFINITION 5.2. - Un A-module à gauche G est un générateur dans m si tout

A-module à gauche est le quotient d’une somme directe de modules isomorphes à

G .



Cette définition équivaut à i

Pour tout f i X. --> ?Î , £ / Ù , il existe g t G -O lF’ , £ ° g / ° .

G projectif est générateur, si tou.t module simple est un quotient de G .

THÉORÈME 5 1 - Si A est un cogénérateur dans m , et si A/rad(li) est un
’ ’ ’ ° ° 

- s ----- ...- 
. - - ~

anneau semi-simple, alors /i est auto-injectif é, gauche.

J = ra4(-Y) est le radical de Jacobson de A .

Soient S un module à gauche simple, et f l’ injection f : S -->E(S) . As
étant cogénérateur, il existe g : E(S) .--*A , g ° f # Ù . On a Ker(g) Q f(S) = 0 ,

d’où = S o

A/J étant semi-simple, il n’y a qu’un nombre fini de types de A-modules à gau-

che simples. Soit {S1 , ... , 5 ) des représen.tants de ces types 0 On peut, d’aprés
n

ce qui précède, supposer F(Si) ~ A , et la somme des E(S. ) est directe.

Soit G = ÔiJ E(S. ) . G est injectif, et projectif. L(5. ) étant indécomposa-

ble et facteur direct de A 7 on a E(5 . ) = iEe . , où e . est un idempotent primi-
i i i

tif de à Alors E(Si )/JL(E ) - (A/J)e . , oli è, est la classe de e .

dans à/J o A/J ét ant semi-simple, (A/J)e. e s t un ( A/J ) -iùodule semi-simple.
1

or puisque Ae . est injectif indécomposable, e. Ae. est un anneau
’ 1 

. 1 1 1

local, dont le radical est e. Je.. e.~ est donc un corps, et par suite

est un simple, donc un A-module simple . De plus p

(A~J~ e . 1 ^~ implique Ae .. Tout module simple est isomorphe à un

9 et est donc isomorphe à un quotient de G. G est un générateur
1 i

dans existe un épimorphisme ~G03B1 --> AS , où G. A étant pro jec-
tif, est isomorphe à un facteur direct de ~ G , et l’ on peut supposer cette somme

directe finie. Or G est injectif, donc A est injectif G gauche .
a

6. Caractérisation des anneaux quasi-frobéniusiens.

PROPOSITION h.l. -- Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1° Tout A-module à gauche monogène est contenu dans un module projectif ;

2° idéal à gauc:he de A. est l’annulateur à gauche partie finie de A.

Alors tout A-module à gauche monogène est contenu dans un module libre de type

fini.



1° implique 2° : à - Soit I un idéal à gauche o est un A-module à gauche ma-

nogène qui est contenu dans un module projectif, donc dans un module libre L, y que

lon peut supposer de rang fini, 9 L ~ An . Soient 1 neutre de A , y 1

sa classe dans 1 = (x1 , ... , xn) c An . Pour tout a E A , y

Il en résulte que a ~ I si, et seulement si, ax. = 0 , ~ i = 1 , ... , n , et

I - l({x1 , ... , xn}) .
2° implique 1° , - Tout A-module à gauche monogène est isomorphe à 

I = 
9 ... , 9 xn}) . L’application a --> (ax1 , 9 ... , injecte A/I dans

An s

On démontre de même la proposition suivante °

PROPOSITION 6 .2 , - Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. ° Tout A-module à gauche monogène est contenu dans un produit de modules iso-

morphes à As 9
2° Tout idéal à gauche est un. annulateur à gauche.

Un anneau A est quasi-frobéniusien si, et seulement si, tout

A-module à gauche injectif est projectif.

Condition nécessaire. - A étant noethérien, il suffit (propriété 2.1) de montrer
que tout injectif indécomposable est projectif. Un tel module 1v s’écrit 1~ - r (C ~ ,
où C est monogène. D’après la proposition 5a1, il existe un monomorphisme
C ~ An qui s’étend, puisque A est injectif 9 en un monomorphisme E(C) ~ An .s s p 

s

E(C) est donc projectif.

Réciproque. - La condition implique tout A-module à gauche est contenu dans

un module libre, donc dans une somme directe de A-modules à gauche monogènes. D’a-

près le théorème 4.2, A est artinien à gauche. De plus, A est un cogénérateur,
s

et est Le théorème 5.1 prouve que A est auto-injectif à

9 et par suite quasi-frobéniusien.

A est quasi-frobéniusien, si, et seulement si, A est arti-

nien à gauche (ou à droite), et A~ est un cogénérateur de 

r ,

6.2. - A est quasi-frobéniusien si, et seulement si, tout A-module à

gauche injectif est somme directe de modules monogènes, chacun isomorphe à un idéal
à gauche principal et indécomposable de ~~ .



Cela résulte du corollaire 3.2 et du théorème 6.1.

COROLLAIRE 6.2. - Les propriétés suivantes sont équivalentes : 1

1° A est quasi-frobéniusien ;

2° Tout A-module est contenu dans un A-module libre.

COROLLAIRE 6.3. - A est quasi-frobéniusien si, et seulement si, y A est noethé-

rien à Q et si A 
s 

est un cogénérateur de 

Si A est cogénérateur, d’après la proposition 6.2 9 tout idéal à gauche est un

annulateur à gauche. Puisque A est noethérien à droite, il est alors artinien à

gauche, y et le corollaire 6.1 donne le résultat.

COROLLAIRE 6.4. - Les propriétés suivantes sont équivalentes : 1

1° A es t quasi frobéniusien ;

2° Tout A-module à gauche à droite) monogène est contenu dans un module

projectif ;

3 ° Tout idéal à gauche (resp. à droite) de A est l’annulateur à gauche ( resp. à

droite) d’une partie finie de A .

Les 2° et 3° sont équivalents d’après la proposition 6.1, et le 1° implique le 2°

d’après le théorème 6.1.

Le 3 ° implique le 1 ° . Il suffit de prouver que A est noethérien. Soit I un

idéal à gauche. Q = r(I) est un idéal à droite, et Q = r(J) , où J est un idéal

à gauche de type fini. Puisque tout idéal à gauche est annulateur à droite, il en

résulte I = J . A est moethérien à gauche, et aussi à droite par le même argu-

ment .
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