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QUELQUES RELATIONS ENTRE

LES ALGÈBRES DE JORDAN ET LES ALGÈBRES DE LIE

par Earl J. TAFT

Séminaire DUBREIL-PISOT

( Algèbre et Théorie des nombres)
22e année, 1968/69, n’ ~ 16 décembre 1966

1. Introduction.

Soient A une algèbre de Jordan unitaire, et 1~~ un bimodule unitaire pour A.

Nous allons utiliser une construction de Koecher (~~~j ~ pour décrire le groupe de
cohomologie II (A y 11) , en termes de certaines algèbres de Lie et leurs modules.

Nous donnons aussi quelques observations sur les idéaux et les sous-algèbres des

algèbres de Lie construites par KOECHER, qui servent à faciliter la démonstration

du théorème principal de Wedderburn, pour les algèbres de Jordan sur un corps com-

mutatif de caractéristique zéro (voir [1] ou [3] pour des renseignements généraux
sur les algèbres de Jordan).

2. L’algèbre de Koecher.

Soit A une algèbre de Jordan sur un corps commutatif F, A

est commutatif et satisfait à l’identité a2(ba) = (a2 b)a pour tout a, b E A .

Nous supposons aussi que A possède une unité 1 ~ et que la caractéristique de F

n’est pas égale à 2 . Pour a E A , nous désignons par L(a) la multiplication

déterminée par a dans A f alors

Nous notons par l’algèbre de Lie engendrée par L(A) = ~L~ a~ ~ Î a e A) .
Le produit dans H(A) est noté par des crochets carrés ~XY~ ~ XY - YX . A cause
de l’identité

qui est valable pour tout a , b , y c ~ A , on a

où [L(A) L(A) ] est le F-sous-espace de A engendré par les produits [L(a) 
a , b E A . Comme 1 ~ A , cette somme est directe, = 

et on remarque que L(1) = 1 , y application identique de A, appartient à L(A) .

Nous remarquons aussi que les éléments de [L(A) L(A) 1 sont des dérivations dans

A .



Soit A une copie de A en tant qu’espace vectoriel ; nous formons 1 ’espace

vectoriel

Nous allons utiliser les triples ordonnés (T , a , b) pour dénoter les éléments

de ~~À) . On définit une application bilinéaire 6 de A x A dans H(A) :

Ensuite, nous remarquons qu’il y a un anti-automorphisme T ~ T 
* 

dans H(A) ,
donné par (L(a) + D) 

* 
== L(A) - D , pour a e A y D = [L(A) L(A) ] y et que T 

** 
= T ,

T e H(A) . L’application T ~ - T? 
* 

est alors un automorphisme d’ordre 2 dans

H(A) . Maintenant, on munit E(A) d’une structure d’algèbre, de lia manière suivan-

te :

où :

Dans [5], on a vu que ~ ( A~ est une algèbre de Lie sur r ~ et qu’il y a un au-

tomorphisme d’ordre 2 de ~.~A~ donné par

Nous appelons X -~ X 1’ automorphisme principal de et G le groupe d’ordre

2 engendré par X --~ X .

3. Le groupe M) .

Soit M un bimodule unitaire pcur A, c’est-à-dire : il y a des applications

bilinéaires de M x A et A x I~ dans y et si en forme la somme semi-directe

alors le produit (al’ m ~ - ~ a, a2’ y a a2) munit

B de la structure d’une algèbre de Jordan (commutative unitaire) sur F, ~, est

une sous-algèbre de B , et M ian idéal tel que M2 = 0 .

Soit M) l’espace vectoriel sur F formé des dérivations f de A dans

M , c’est-à-dire, des applications F-liné aires f : A --~ ~~ telles que



n

qui est la restriction à A de la dérivation )[lj( a. ) L(xi)] dans H # appar-

tient à Z1(A , s M) , et nous désignons par II) l’ensemble des éléments de

qui se trouvent sous cette forme ( n n’est pas fixe). M) est

un sous-espace de Z~’(A , M) , composé des dérivations intérieures de A dans M s
et nous désignons par M) l’espace quotient M) / M) .

Maintenant, nous considérons l’algèbre de Lie C(B) décrite dans le 5 2. C(B)
a une sous-algèbre

( qui n’est pas, en général, isomorphe à le L indiquant ici la multiplica-

tion dans B ) , et a un idéal

Il est évident que C(B) = s (A) + I(M) , parce que L(M) ] = 0 y et la somme

est directe, parce que si D E [L(A) L(A) ] n L(T~y ~ ~ alors A n M = 0

et D(M) = 0 entraîne que D = 0 . Or 1 (M) est un bimodule pour l’algèbre de Lie

s(A) ( L’(B~ est une algèbre de Lie). Soit l’espace vectoriel

sur F des dérivations f de s (A) dans c’est-à-dire :

Si i E I(M) , l’application (03B4i) : s(A) ~ I(M) , définie par (ôi)(s) = [is] ,
s e s ~A~ , y est une dérivation de s(A) et nous posons

les dérivations intérieures de s(A) dans Enfin, comme d’habitude,

Nous avons l’intention de démontrer que Il) est isomorphe à I~M~~ ~
mais il convient d’introduire encore un autre groupe de cohomologie. Nous remar-

quons que le groupe G agit comme groupe d’automorphismes sur les algèbres de Lie

s(A) et et qu’il respecte aussi la structure de T~~=~ comme 

(rappelons que G est le groupe engendré par l’automorphisme principal de (B) ).

Si f est une application linéaire de s(A) dans , on définit une applic a-

tion f~ de s (A) dans par f*(s) = f~s~ . Alors ~’ = f , et si



f E on voit que f E M) . En outre, si f = 5i ~ on

voit facilement que f* = 6(3-) . Mors, il y a une action du groupe G sur

Z~-(s(A) , sur Bl(s(A) , et donc sur Nous posons

et

On remarque que est isomorphe à l’espace des éléments de

qui sont stabilisés par le groupe G . En effet, l’application

est un tel isomorphisme. Tout est évident, sauf peut-être la surjectivité. Si

f E est tel que f + Bl(s(A) , soit stabilisé par G, nous

avons

Alors,

et

parce que

me 2 résulte du lemme 1.

Maintenant, nous pouvons énoncer le théorème principal :



THÉORÈME.

Nous donnons, d’abord, un isomorphisme T de M) sur H;(s(A) , 
Soit f E Zl(A , M). On prolonge f en une dérivation f ~ de B par

et alors T -~ est une dérivation de H(B) . Enfin, on définit une ap-

plication f de s(A) dans par

Utilisant le fait que CD , L~a} ~ = L(Da) , qui est valable pour une dérivation D

quelconque d’une algèbre, on voit spécifiquement que

pour c , d. ? e. , a , b E A . On peut montrer directement que f E Z1(s(A) , I(M))
(nous omettons le calcul; voir [_8j)y et nous remarquons que la forme spécifique de

f montre que f E Z1*(s(A) , l(M) ) . Si f e B1(A , ?.I) , disons f = I [L(mi) L(ai)]
restreint à A, m. E M, , A . Alors y on voit tout de suite que f = où

i = ( [L(m. ) L(ai)] , 0 , 0) ~ I(M) , et I(M)) . A cause de i = 1 ,

on a, en plus, que f E B;(s(A) , I(I~~~ . Donc y il existe une application linéaire

T de M) dans I(1~~~~ , donnée par

T est évidemment injective. En effet, si B;(s(A) , 1(M)) , grâce au lemme 2,
if est de la forme f = ô(D , y , y) , où y E I’~ ! D E [L(M) L (A) ] . Si a E A ,

et de la deuxième coordonnée, on a que f(a) = D(a) . Alors f est la restriction

de D à À , et f E M) .

L a démonstration que T est surjective est plus compliquée, et nous esquissons

le procédé sans donner les détails des calculs. Soit F E Z~(s(~~ ~ l(~l) ) . Posons

Alors



Alors on a

Si a E A t posons

où x , y , z ~ M et D e [L(M) L(À) ] sont des fonctions sur A .
a a a a

Alors on a

et

Pour démontrer que f : à - X , donné par f( a) = y , appartient à N) ,
a

on regarde la deuxième coordonnée de 1 ’équation

en appliquant F . Enfin, on utilise

pour calculer que

Maintenant, on définit f comme dans la définition de  , et posons g = F - f .

Alors y A , on a



et nous avons démontré que T est un isomorphisme de H ( A y M) sur H#(s(A~ ~ 
Maintenant, nous allons définir un isomorphisme o’ de sur

H~(s(A) ~ Dès m aintenant, nous posons

et pareillement pour Z1 , Zà , B§ (il n’y a pas de danger, parce qu’on ne

considère plus ?.I) ) .

Rappelons que, si f e nous avons défini f* é Z1 par f*(s) = f(§) ,
s é s(A) . Si f e il est évident que 1 2 (f + f*) e Z1* . Si f e disons

f = ôi, 1 é I(Fl) , on a

Donc, il existe une application linéaire 03B1 de H dans donnée par

Il est évident que o~ est surjective, y parce que si f ~= Z~. y on a aussi f e Z ,
et

Encore une fois, nous esquissons le procédé qui montre que Qf est injective,

sans donner tous les calculs. Soit f E tel que a(f + B ) == 0 . Alors, cn a

Grâce au lemme 2, i est sous la forme i = (D , où et

D E [L(A) est une dérivation de B .



Il suit de 1° à 4° qu’il existe n, x , y E M tels que

Maintenant, pour A , posons

6° Si on applique (*) au 5° ~ on trouve que

8° Si on applique (*) au ’1 ° ~ on a que x = D( a) + ax .
a

on peut conclure de 5° à 8°, que



9 ° Si a, b E A , nous appliquons f à

pour déterminer que

et nous remarquons que

et

10° A partir des formules précédentes, on peut vérifier directement que

nous avons montré ainsi que c~ est injective, cy est un isomorphisme de H sur

et le théorème est démontré.

Nous remarquons encore que l ’application p de H1* dans définie par ____

03B2(f + 111 est évidemment injective, et on a : OEQ est l ’ap-

plication identique dans Hl. Comme nous avons montré que Of est un isomorphisme,

il en résulte que p l’est aussi , et que p = a" . Si on voulait prouver directe-

ment que p est surjective, on pourrait prouver la proposition suivante.

PROPOSITION 1. - Tout élément g de l(ll) ) ~ qui est anti-symétrique,
c’est-à-dire g = - g , appartient à I(Î,1) ) . 

-’ .

Si on suppose vraie la proposition, et f = on a

et g = 1 2 (f - f*) est anti-symëtrique. Alors,

et 03B2 est surjective.

Cependant, à ce pointa nous pouvons utiliser l’injectivité de a pour démontrer



la vérité de cette proposition. Si g e Z1 est anti-symétrique, on a

ce qui entratne B1 .

Le théorème implique aussi le corollaire suivant, déjà connu ([3]).

COROLLAIRE. - Soit A une algèbre de Jordan semi-simple y de dimension finie, sur
un corps commutatif de caractéristique zéro, et soit M un A-bimodule. Alors,

== 0 .

Si on forme la somme semi-directe B = II , on a vu que

Dans ~4~, on a montré que est le radical de ~(B~ . Donc, 
est semi-simple, et il est bien connu que y 

= 0 (voir [4]) . Grâce
au théorème, M) = 0 . Nous remarquons qu’une démonstration directe de ce

corollaire, qui utilise 1 . algèbre ~(B~ , B = ~~ la somme semi-directe, est

donnée dans 

4. Remarques sur les idéaux et les sous-algèbres de ~(A~ .

Maintenant, A est une algèbre de Jordan unitaire. Nous remarquons que si M

est un idéal dans A ~ alors

est un idéal dans E(A) ~ qui est stable pour 1 ’automorphisme principal de C(A) .
l(M) est aussi homogène, dans le sens suivant. Soient et P~ les pro-

jections de sur ses trois coordonnées H (A) y A y et A respectivement.

Un sous-espace 6 de est appelé homogène si 6 = (6P , 0 , 0) ~
6 = (o ~ 0) y et 6~ = (0 y 0 y 6P~) sont tous les trois contenus dans ’6 ~
et 6 == (5 ~ (5 ~ 6~ y est homogène si 6 = (6P ~ 6P , 6P~) -
PROPOSITION 2. - Tout idéal ~ de est homogène. En plus, ~ est stable

pour l’automorphisme principal de L(A) , et m2 = m3 est un idéal dans A.

et



et

et on a (0 , 0 , et donc aussi (T, 0 , ~lors ~’, est homogène.

Si aEA, m 

ce qui montre que ~’t~ est un idéal dans A . Pour on a

et donc [(0,0, T~ (Lt~n~ , ~ ~ 0) ] == (0 , 0 , ce qui montre 

Si ni E m3 ’ on a

Alors

et aussi

Donc, (D , 0 , 0) E (L( a) + D , 0 , ’5) = (- L( a~ + D , 0 , ce qui

prouve que fi = et achève la démonstration de la proposition. On remarque que

si M _ ~ ~ on a montré que ~’~ ~ + [L(A) L (A) ~ , H) . Si

et si

ce qui montre que D entraîne A dans M . Cependant, on ne peut conclure que

D E autrement dit, nous ne sommes pas arrivés à montrer que I~1~ .

Si on examine la démonstration de la proposition 2, on trouve qu’on peut démon-

trer, de la même manière, la proposition suivante.



PROPOSITION 3. - Toute sous-algèbre 6 qui contient (r, C~ , C ~ est

homogène. Si, en plus, (0 , 1 , 0) et (0, 0 , T) appartiennent à 6 , alors
6 est stable pour l’ automorphisme principal de ~(A~ , et 6 est une sous-algè-
bre de A.

Nous remarquons que les propositions 2 et 3 rendent plus fortes, dans le cas

d’une algèbre de Jordan, les remarques de [5] au sujet des idéaux et des sous-

algèbres de l’algèbre A est une algèbre "admissible" (voir [5]). En

partiaulier, c’ est ilathan JACOBSON qui nous a suggéré que 6 = 6 dans la proposi-
tion 3.

5. Le théorème rinci al de Wedderburn.

A est encore une algèbre de Jordan unitaire. Soient H = (I , 0 , 0) ,
X = (0 , 1 , 0) , Y = (0 , 0 , T) . Alors [HX] == X , [HY ] == - Y , [XY ] = H ,
ce qui montre que Si. = FH 0 FY est une algèbre de Lie simple de dimension 3 .

Si la caractéristique de F est 0, et A de dimension finie sur F, on a mon-

tré dans [5] que le radical de C(A) est I(R~ _ (L(R) + [L(A) L(R)] , R , où

R est le radical de A. Maintenant, on peut faire appel an théorème de Mal’cev et

Harish-Chandra pour les algèbres de Lie (voir j_ 4]) y pour conclure que R est con-

tenue dans une sous-algèbre 6 de C(A) telle que C(A) == 6 + r(R) soit une som-

me directe. Grâce à la proposition 3, 6 est homogène, et 62 est une sous-algè-

bre de A . En regardant la deuxième coordonnée, on trouve que A = 6~ + R et

6 n R == 0 .
Alors, nous avons donné une démonstration du théorème principal de Wedderburn

pour les algèbres de Jordan de dimension finie sur un corps commutatif F de ca-

ractéristique zéro, d’une manière un peu plus facile que la démonstration analogue
dans ~5 ~. Le théorème est originalement dû à PENICO (voir ~~ ~~ . Il est aussi vala-

ble si la caractéristique p est positive (on suppose AIR séparable; voir ~7 ~~ ~
mais on ne peut utiliser ~ ( A} dans ce cas, parce qu’il n’y a pas une telle théo-

rie pour les algèbres de Lie sur un corps commutatif de caractéristique ~ 0 . On

remarque enfin que le théorème d’unicité, qui accompagne celui de Wedderburn, peut
aussi se démontrer en utilisant ~(A) , et on peut trouver cette démcnstration dans

r a i
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