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PROGRÈS RÉCENT DANS L’ÉTUDE DES ALGÈBRES ASSOCIATIVES LIBRES

par Paul M. COHN

Séminaire DUBREIL-PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres)
22e année, 1968/69, n° 16 28 avril 1969

1. L’algèbre associative libre à d générateurs X y ... , Xd sur un corps

(commutatif) k , notée A = ... , Xd> , se définit, soit comme solution

d’un problème universel, soit comme anneau de polynômes en des variables non commu-

tatives ; mais ce qui lui donne l’air "familière", c’ est la forme normale de ses

éléments, qui est très simple, plus simple même que pour les polynômes commutatifs.

Les éléments de A s’écrivent tous d’une façon univoque :

et tous les a. 1 1 .... IL ~ r y 
sauf un nombre fini, sont nuls. Sans cette dernière res-

triction, on obtient encore un anneau, noté ,~ ~ ~~., ~ ... ~ ~ d > ~ qui est analo-

gue à l’anneau de séries de puissances formelles, auquel il se réduit pour d = 1 .

Malgré la forme simple ( 1) de leurs éléments, on connaît très peu de chose sur
les anneaux A et A . Jusqu’à. présenta 9 l’outil le plus pratique était l’algorith-

me faible pour A (voir [3], [j5 j) ~ et l’algorithme inverse faible pour A (voir
C4~~. Mais il y avait beaucoup de problèmes qui résistaient encore. Depuis 1967, la

situation s’est améliorée avec la parution de la thèse de G. M. BERGMAN et je

voudrais parler des quelques problèmes qu’il résout, et des progrès qu’on a fait

depuis.

~e Par la définition même de A 9 il arrive rarement que deux éléments de .A

commutent. Toutefois, si A , alors tous les polynômes en c ( à coefficients
dans k ) commutent, et on s’est demandé si la réciproque est vraie, c’ est-à-dire,
étant donnés a 9 b E A tels que ab = ba , existe-t-il c G A tel que a r b E k[_c]?
Plus généralement, on peut se poser la question suivante :

(A) Si C est le centralisateur d’un élément a E A , y a ~ k , est--ce que
C = pour un c E A ?

On s avait que :

C est toujours un anneau commutatif (voir [_ 4-~) ~
(p) C est de degré de transcendance 1 sur k (voir ~~~~ ~



mais on était très loin de répondre affinnativement à (A) ; or vient de dé-

montrer le théorème suivant :

THÉORÈME 1 (voir [2]). - Le centralis ateur d’un élément non scalaire, dans
une algèbre associative libre sur un corps k $ est un anneau de polynômes de la
forme k~ c ~ .

La démonstration du théorème 1 se fait en deux étapes, ayant toutes les deux leur

intérêt propre :

(y) C est toujours intégralement clos (dans son corps de fractions) ;
(6) C peut être plongé dans un anneau de polynômes 
Montrons d’abord comment le théorème 1 résulte de ~~~ ? ~ ô ~ . On sait (voir [6J),

qu’une sous-algèbre de k[X] est libre (donc anneau de polynômes en une variable
sur k ) si, et seulement si, elle est intégralement close. C’est le cas pour C

(par (y) ) ~ donc C rz k[yj .

Pour démontrer (y), on utilise le fait que les idéaux de A (à deux générateurs,
au moins) sont libres, et cela reste vrai quand on étend le corps de base. Je n’en-

trerai pas dans les détails, mais donnerai plutôt quelques précisions sur (ô), qui

exige des idées non moins astucieuses, mais assez simples pour être indiquées ici.

L’algèbre A a une base assez naturelle, formée des monômes u = s:. ~.. x..

11 1r
Il s’agit de trouver un préordre de ces monômes tel que toutes les puissances

asa d’un monôme quelconque occupent la même place. Un tel préordre est

donné si on associe à chaque monôme u sa puissance infinie t u = uuu ... y et

on ordonne ces suites infinies lexicographiquement.

Pour un monôme u quelconque, posons

Où y indique le préordre défini auparavant, et v  u veut dire: v ~ u , mais

non pas u ,~ v .

On vérifie sans peine A 
u 

est une k-algèbre, et Z 
~a 

un idéal bilatère dans

g ~ donc on peut former A ~I . Ici, toutes les puissances de u doivent figurerU u u

tandis que le reste a été a.néanti , on a donc un anneau de polynômes, c’est-à-dire

Retournons an centralisateur C d’un élément non scalaire de A . On 

que C est engendré, en tant qu’ anneau par une famille finie d’éléments ; mais en



tout cas, on pourrait au besoin le remplacer par un sous-anneau. Si C est engen-

dré par z , ... , z r 9 soit u le dernier monôme (dans notre préordre) qui appa-
ralt dans les z.. Alors tandis que C t I + k , de telle sorte que

l’homomorphisme (2) , restreint à C , l 1 applique sur une sous-algèbre ~ k . Il ne

reste plus qu’à montrer que cet homomorphisme est injectif. Sinon, l’image serait

de degré de transcendance zéro sur p donc algébrique sur k , mais aussi inté-

gralement close, donc égale à k , ce qui n’est pas le cas. Ceci termine l ’esquisse
de la démonstration du théorème 1.

Voici une hypothèse dont le cas le plus simple non trivial implique le théorème

de Bergman :

(B) Soient A une algèbre associative libre, et B une engendrée

par m éléments y1 , ... , y . Alors, ou bien B est libre sur Yi ’ ... , 9 ym ,
ou bien il y a une algèbre entre B et A, à moins de m générateurs.

Pour m = 1 , , c’est trivial. Le cas m = 2 se démontre par le théorème suivant,

qui est une conséquence des résultats de ![4-j :

2. - Dans une algèbre associatitive libre deux a , b , , qui ne

sont pas libres, commutent.

Si B est engendré par ou bien y et y ne commutent pas, donc B

est libre sur ~~ ~ le théorème 2, ou bien ils commutent, et alors

~L~ z ~ ~ d’après le théorème 1.

Malheureusement, il ne semble pas que (B) soit vrai pour m > 2 . Selon une com-

munication de BERGMAN (légèrement simplifiée) , si on prend dans kx , y y z) des

éléments u = xyxz + xy , u’ = zxyx + yx, v == xyx , on a uv = mais il ne

semble pas qu’il y ait une algèbre à deux générateurs, contenant u, u’ , v . J’ai

quand-même l’impression que (3) doit subsister sous une forme modifiée, en faisant

entrer le degré ou l ’ordre. D’ailleurs (B), dans la forme ci-dessus, implique que
tout objet projectif de type fini dans la catégorie des algèbres associatives soit

libre 9 c’est là un autre problème encore ouvert (qui est résolu pour le cas de 2

générateurs au plus, d’après ce qui vient dit) e

3. Passons à un autre problème qui concerne la relation entre A et Â . Si

R est sous-anneau de S (même élément-unité on dit que S est ex-

tension inerte de R si, pour tout c c R tel que



il existe un élément inversible u de S tel que On a mainte-

nant le théorème suivant.

THÉORÈME 3 (BERGMAN-TARASOV ; voir [1], [8]). - Soient A une algèbre associati-

ve libre, et A sa complétée, alors A est extension inerte de A .

La démonstration de TARASOV est assez longue, et elle utilise l’algorithme fai-

ble, tandis que celle de beaucoup plus courte, se sert de l’ algorithme
inverse faible y l’outil naturel pour Â , comme il a déjà été dit. D’ailleurs, tous

les deux démontrent un peu plus. TARASOV montre, en même temps que le théorème 3,
le théorème suivant.

THÉORÈME 4 (voir [8 ]). - Soient a , g b , c 3 d e A tels que b , d soient in-

versibles dans A ~ A 9 er, de plus, = dans Â . Alors il existe

On aimerait avoir une démonstration du théorème 4 plus directe que celle de

TARASOV. Pour cela, regardons ce que démontre Dans l’anneau A de puis-

s ances formelles p considérons la relation entre éléments de Â : 1 pq E A . Cela dé-

finit une connexion de Galois sur A x A . e Pour tout sous-ensemble X de Â 9 on

posera

Les ensembles de la forme sont appelés fermés à gauche et à droite res-

pectivement. Si P est fermé à gauche, et Q = Pd , y alors P = donc chacun

des P, Q détermine l’autre. Nous convenons d’appeler de tels P, Q un couple

d’ensembles fermés associés.

THÉORÈME 5 ( BERGMAN [ 1]). - Soit Q un couple d’ensembles fermés associés

dans 1 panneau Â, ~ ... ~ 9 x ~> y et supposons ~0~ . Alors il existe
u E A inversible tel que 

La démonstration, assez directe, utilise l’algorithme inverse faible. Nous la

supprimons, mais nous remarquons que la déduction du théorème 3 à partir du théorè-

me 5 est tout-à-fait triviale et peut être laissée aux lecteurs. Par contre, on ne

voit pas tout-de-suite comment déduire le théorème 4. Pour cela, il nous faut une

généralisation légère du théorème 5.

Pour un anneau R quelconque, on note Rrxs l’ensemble des matrices r x s à

éléments dans R. Il est alors évident qu ’on peut définir une connexion de Galois



sur A x A par ls, condition pq ~ A . Et de Î açon analogue au théorème 5,

on peut démontrer le théorème suivant :

n. - Soit P Q un couple d’ensembles fermés, où P ~ Âr s , Q ~ Âs t,
et P , Q ~ (0) . Alors il existe u F GL (Â) (c’est-à-dire une matrice s x s
--- l s J l

inyersible sur Â ) tel que P = u Q = u-1 As t.

revenons au théorème 4 de On a cd-1 = z E Â ° 9 alors

/sB
Soit P la fermeture à gauche de (b d) , alors P contient :), et sa ferme-
ture à droite, Q ~ contient (b d) . En appliquant le théorème 6, on trouve

q E A y q inversible y tel que q E A et b f d ~ A o Si on pose

p = zq, r=q~~b 9 s = q 20141 d ~ alors b = qr , d == qs ~ a = zb == pr ~
c = zd = ps , donc le théorème 4 est démontré.

Une fois le théorème 6 acquis, on se demande si on ne peut pas dépasser le théo-

rème 4, et cela est le cas, en effet. Le théorème 4 montre que certaines relations

multiplicatives dans A sont conséquences des relations multiplicatives dans A

(ce qui n’est pas évident a priori). Notons E(A) l’ensemble des éléments de A à

terme constant non nul. Ce sont donc des éléments inversibles de Â ~ et, si on no-

te par E(A)) 1 a k-algèbre universelle engendrée par A , des éléments

inverses formels pour les éléments de E(A) , p on a, ainsi un homomorphisme évident

Cet homomorphisme a déjà été considéré par MAGNUS ~7 ~9 qui montre que les règles

définissent une immersion du groupe libre sur les s, i dans A . Cela montre que
l’application (3), restreinte au groupe engendré par lèS 1 - xi , est injective.

En effet, nous pouvons montrer le théorème ci-dessous.

THÉORÈME 7. - L’application ( 3) est injective.

On démontre cette assertion en notant que la relation



dans un anneau R quelconque (avec b y ... , ~. E est équivalente à

l’équation de matrices

où les u. , v, sont définis récursivement pari 1

(il se trouve alors que == vertu de (4)).

Si ( 4~ 9 avec u 1 .- ~ 9 est vrai dans Â , la matrice au milieu du deuxième membre
de (5) a un rang  n , et on peut donc exprimer le premier membre comme produit
d’une matrice n x (n - 1) et matrice (n - 1) x n . Cel a est encore vrai

dans A (par le théorème ~~ 9 y et on en déduit que ( 4) ? avec u - ~. ~ est encore

valable dans alg(A , ~’ ~ ~~ ! °

On pourrait tenter de généraliser même le théorème 7. Pour cela remarquons que
les éléments de Â à terme constant nul, soit Â’ p forment une algèbre radicale,
c’est-à-dire admettent une opération x #-.~-~ 3:’ telle que

On peut également former l’algèbre radicale libre sur les x. , et on a évidemment
i

un homomorphisme de cette algèbre, R , sur Â’ :

Maintenant, on peut se demander si ~ est injectif. C’est une question encore non

résolue (pour autant que je sache). L’affirmation que 03A6 est injectif est plus

forte que le théorème 7, dans le sens qu’on peut en déduire ce théorème, mais pas

inversement.
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