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ÉLÉMENTS DE NORME 1 DES CORPS CUBIQUES NON GALOISIENS. GÉNÉRALISATION,

par Christian PITTI

Séminaire DUBREIL-PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres)
23e année, 1969/70, n° 3, 25 p. 1er décembre 1969

1. Introduction. 
w

Considérons le problème de la résolution de l’équation N k~e~~k t~~ ~ 1 ~ ~(~)

étant une extension cubique non galoisienne d’un corps de nombres k .

On sait que, si K désigne la clôture galoisienne de k(e) , on a [K:k] = 6 .

De plus, si e , sont les conjugués de e, et si sont les auto-

morphismes de K , définis par

le groupe de Galois est engendré par Q et T .

On vérifie que y~ == T 2 ~ 1, Ta === Q ~ T . G est donc le groupe diédral d’or-

dre 2 x 3.

2. Généralisation de cette situation.

Soient k un corps de nombres, et K une extension galoisienne de k dont le

groupe de Galois G~/~ est diédral d’ordre 2p.

est donc engendré par o et T vérifiant

Le but de cet exposé est la recherche des solutions de l’équation



Nous allons tout d’abord donner une interprétation géométrique de cette équation.

p ~ k(e) s’écrit, de façon unique, p = x + 6x~ + ... + 6~ x , avec x~ 6 k

pour tout i . Donc

Soient alors S l’hypersurface de KP, d’équation f(x. , ... , x ) = 1 , et F

l’ensemble des points de S à coordonnées dans k (nous dirons par la suite., pour

abréger, que les points de F sont les points rationnels de S ).

L’hypersurface projective d’équation ... , x ) = tP admet sur la

représentation birationnelle définie par

avec, à partir de maintenant, la convention que ~, ~ h pour r = 1, ... ~ (p ~ 1~ .p+r r

La restriction de cette représentation à S définit une bi jection de S sur l’ en-

semble des points de E 
~ 

tels que ~ ~. ~ o (que nous noterons T ~.
I~ 1 i=1

est donc définie par



Soient 03B103C3 , 03B1 T 
les transformations birationnelles de E p-1 en lui-même, défi-

nies par

que l’on peut écrire

aj est donc une homographie de 

Pour f ormer ~ , remaxquons d’ abord que



d’où on déduit

que l’on peut écrire

Définissons l’application

Supposons trouvé un couple ((03B203C3 , Ë ) de transformations birationnelles de

à coefficients dans K y vérifiant

On constate alors que, si M est solution de

m = est solution de (1).

En effet, les formules (4) montrent que



Toute solution M de (4) fournit ainsi un point (T o rationnel sur S .

Remarquons encore que l’on a

Considérons les conditions

puisque = tp . cp étant surjective, cela équivaut à (V o-. e G) (v o? ~ G)
CL = o’.(OL ) o d - qui sont les conditions (5).03B103C3103C32 = 03C31(03B103C32). 03B103C31, qui sont les conditions (5).

Cela nous conduit à étudier les couples S ) de transformations biration-

de E2p-1 , à coefficients dans K . vérifiant (3) et (6). Nous nous limite-

rons à la recherche de celles de ces transformations qui sont des homographies.

Nous déterminerons ensuite la famille S de ces couples d’homographies pour les-

quels (4) admet des solutions.

Nous montrerons alors que, pour tout P e F , il existe ((03B2, (B ) e F, et

M e vérifiant (4)~ tels que P == (T o (p)(M) . T
En dernier lieu, on étudiera à quelles conditions un seul couple de S suffit à

obtenir tous les points de F (dans ce cas, en effet, une seule formule fournira

toutes les solutions de (E)).

3. Transformations homographiques S de E2p-1 , à coefficients dans K , véri-

fiant OL o cp == (p o (g .



Les équations de ~i 
u 

sont donc de la forme



4. Transformations homographiques 03B203C4 de E2p-1 , à coefficients dans K , véri-

fiant 03B103C4°03C6 = 03C6° 03B203C4 .



Les équations de 03B2 sont donc de la f orme
T

5. S,ystème de conditions équivalentes aux conditions (6).

Rappelons que (6) est l’ensemble de conditions ~ G) (V o~ e G)

6 
03C3103C32 = 03C31(03B203C32) o Ë 

o. 
. Cela est vérifie si o. -L (ou est l’identité 1 .

Supposons cette relation vérifiée par deux automorphismes a. et quel que

soit autrement dit,

qui montre que la relation est vérifiée par or. quel que soit 03C32 .
Il résulte de là qu’il suffit de se limiter à un système de générateurs de G .

Dans le cas présent, on prendra or. = cr, Q~ = T .

On peut encore limiter le nombre de cas à étudier en utilisant les égalités

(~ i) 03C3i T = Ta

Supposons, en effet, vérifiées les relations

On en déduit, pour tout i ,



Les conditions (6) équivalent donc aux conditions (R). Explicitons-les :

Le premier ensemble de formules équivaut de façon évidente à

Le deuxième ensemble de formules équivaut de façon évidente à

Compte tenu des valeurs obtenues,



Supposons maintenant vérifiées les relations (&#x26;~) et (S~)’ Par application de
on obtient

Par multiplication à gauche par T(Ô$ ) , à droi te par O 03C3i-2(03B2) o .. , o @ ,T ~ 

’ 

J J

soit, en tenant compte de (51) et (ô~l),

Remarquons que

Plaçons cette expression après les deux premiers termes de celle obtenue pour

On constate que, si (5.) est vérifiée, (ô. ) ==> (03B42).
Il en résulte que les conditions (R) équivalent à (03B41), (03B42) et (03B4p+1). Récrivons-

les:



6. Couples (BC, 03B203C4) de transformations homographiques de E 1 , à coefficients
G T -

dans K , vérifiant (3) et (6).

D’après les études précéd.entes, cela revient à chercher les couples C5 , T
de la forme

vérifiant les relations (I), (II), (III).

avec, pour tout i ,

d’où on déduit

avec, pour tout i ~



d’où on déduit

- Si p est pair, on obtient ainsi :

- en fonction d et d~ ,
- d y en fonction d et cL~
...

" ~(p/2)+l ~ ~ Onction dl et d~~ ,
et une relation de compatibilité pour i == ~- + 2 .

2014 Si p est impair, on obtient :

- en fonction d et d~ ~
- en fonction d et d4’
...

" d(p+5)/2 , en Onction dl et d(p+1)/2 ,
et une relation de compatibilité pour i = -S- .

avec, pour tout i ,



d’où on déduit

Compte tenu de la première de ces relations s’écrit T(cd) = jT(cd) y
soit

Remarquons que Inapplication de 03C303C4 au deuxième membre de la deuxième relation ci-

dessus le laisse invariant, et transforme le premier membre de rang i en celui de

rang 4 - i . On pourra donc se limiter à

Tenant compte de on obtiendra un système (D) équivalent à ~C~, en remplaçant

d~. en fonction de d..

La deuxième de ces relations permet le calcul des d, correspondants, compte tenu1

de d~ ~ On obtient



Ecrivons maintenant, dans chacun des cas, la condition de compatibilité.

- Si p est pair, elle s’écrit : 1

On en déduit

avec la convention suivante (valable pour la suite) : c = c . La condition
" 

p+r r

- Si p est impair, elle s’écrit:



La condition s’écrit ici encore

Remarquons encore que

Nous avons obtenu le résultat suivant.

Les couples ((03B203C3 , 03B203C4) vérifiant (3) et (6) sont obtenus en considérant une so-
lution arbitraire des équations

avec d E 8 E E r = oT(r) i et un ensemble de
valeurs arbitraires pour c3 t ... ’ c , d1.

Les autres constantes sont alors déterminées par



7. Détermination de la famille S des couples pour lesquels (4) admet des solutions.

Les p premières équations du 1er groupe donnent

En faisant i = 1 , on obtient une condition de compatibilité

On retrouve la relation (A), lorsqu’on pose y = N K~k(~~ ( p~ .
Les p premières équations du 2e groupe donnent

Portons ces valeurs dans les p dernières équations du 2e groupe. On obtient

qui équivalent à

On retrouve la condition (B) de la première partie dans laquelle on a remplacé 6



Il reste à considérer les p dernières équations du 1er groupe.

qui est la deuxième relation de (D), lorsqu’on pose

Les résultats de la première partie sont encore valables, pourvu que les deux va-
leurs trouvées pour à soient égales, c’est-à-dire pourvu que

On obtiendra donc les conditions cherchées en remplaçant, dans les résultats précé-
dents :



On retrouve ainsi l’équation de départ (E).

En utilisant les résultats du paragraphe précédente on voit que les couples

eT) de S sont obtenus en choisissant t.. solution de (E) ; p ~ p’~ d~
c,- y *.. y c arbitraires, puis en prenant

Démontrons maintenant la proposition suivante :

Pour tout p E F , il existe (03B203C3, 03B203C4) ~ F et (vérifiant (4)) tels



D’où les valeurs des constantes. Pour tout i ~

Compte tenu des conditions exprimant P E F , on vérifie que les diverses expres-
sions obtenues pour c (ou d ) sont égales. En particulier, faisant i == 1 , on

obtient

Montrons maintenant que les couples (~i~ , ~T) obtenus appartiennent à S .

Posons t = d1 T(c2 dl» ,



montre que les deux expressions obtenues pour $ sont égales.

8. Conditions pour qu’un seul couple de  fournisse tous les points rationnels

de S .

Donnons-nous un couple (03B203C3 , 03B203C4), correspondant à des valeurs t0 , 03C11 , 03C1’1,
ci , di y et cherchons à quelles conditions ce couple suffit à obtenir les points
de F . Nous nous servirons des résultats du paragraphe précédent. Tout revient à

trouver, pour tout ... , À ) E E p-1 tel que P = T(03BB1 , ... , À ) E F , un
ensemble de nombres de K tels que



Ce système équivaut à :

Si ~a ~ est vérifiée, on a

Supposons pour l’instant trouvée une solution s~ de (al) et (a2)’

D’après le théorème 90 de Hilbert, cette équation aura des solutions si, et seule-

ment si, en appelant K le corps fixe par NK/K1[03C3(s0 03BB1) 20142014P -t = i Qr



Il suffit donc de prendre p = p 
Soit alors tel que 

_

(a) admet pour solutions :

Tout revient donc à étudier et (cx2).
(al) a des solutions, car

Soit Si l’une de ces solutions,

t 
(o~) aura donc des solutions si, et seulement si, il existe ~ e K tel que

p-= Cela doit être vrai, quelle que soit la solution p de (E), donc
quel que soit 0 03B20 (solution de (E)).

Autrement dit, toutes les solutions de (E) doivent être des nonnes de nombres de
K par rapport à k(e) . Remarquons que cette condition ne dépend pas du couple
(B~ , B~.) choisi. On pourra donc, si elle est remplie, choisir le couple corres-
pondant à tous les coefficients égaux à 1. On trouve que les solutions de (E)
sont données par



c’est-à-dire par l’unique formule

Remarque. - Si la condition trouvée n’est pas vérifiée, la fonnule ci-dessus
fournit les solutions de (E) de la forme N / ~ B(~) ~ ~ e K .

En effet, si t~ = 1 , la condition d’existence de solutions pour ~~ ) se réduit à

9. Etude du cas p impair.

Nous allons montrer que, dans ce cas, la condition que l’on a trouvée est remplie.



Notons que ces résultats sont également valables dans le cas p pair.

Posons 
, _

D’après (03B22), 03BB ~ k(03B1) . De plus

Donc 03B2 = aT(b) = 03B4 03BB 03C4(03B4 03BB) = qui montre que les solutions de (E)
Q(s) T(a)

sont des normes de nombres de K par rapport à k(8) . Elles sont donc données par

11. Etude, dans le cas p impair, de l’équation

Si (El) a pour solution (E2) a pour solution (~2 - S~ ~ car
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L’étude de (E ) est donc équivalente à celle de (E ~ . Mais, K étant une exten-

sion cyclique de (de groupe de Galois {1 , 03C3 , ... r 03C3p-1} ), l’étude de

(E2) résulte du théorème de Hasse sur les restes normiques : (E2) a des solutions

si, et seulement si, elle en a pour toute extension P-adique de k(a) . De plus,
il y a des solutions pour toutes les extensions dont ~’ ne divise, ni A , ni le

discriminant D de K par rapport à Il suffit donc de faire un nombre fi-

ni de vérifications, correspondant aux extensions @-adiques, dont ~’ divise A

ou D .

( Texte reçu l e 26 janvier 1970)
Christian PITTI
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