CHRISTIAN PITTI
Eléments de norme 1 des corps cubiques non galoisiens. Généralisation

Séminaire Dubreil. Algébre et théorie des nombres, tome 23, n° 1 (1969-1970), exp. n° 3,
p- 1-25

<http://www.numdam.org/item?id=SD_1969-1970__23 1_A2_ 0>

© Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1969-1970, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SD_1969-1970__23_1_A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séninaire DUBREIL-PISOT 3-01
(Algdbre et Théorie des nombres) )
23 année, 1969/70, n° 3, 25 p. ler décembre 1969

ELEMENTS DE NORME 1 DES CORPS CUBIQUES NON GALOISIENS. GENERALISATION,
" par Christian PITTI

1. Introduction.

Considérons le probldme de la résolution de 1'équation Nk(e)/k(e) =1, k(e)

étant une extension cubique non galoisienne d'un corps de nombres k .
On sait que, si K désigne la cl8ture galoisienne de k(e) , on a [K:ik]=6.

De plus, si 6 , 6' , 8" sont les conjugués de © , et si o, T sont les auto-
morphismes de K , définis par

g: 06->0"'->06"->0 ,
T: 6->60, o' e> 0" ,
le groupe de Galois GK/k est engendré par o et T .

On vérifie que 03 = 72 =1, TO= 0-1 T . G est donc le groupe diédral d'or-

dre 2 x 3.

2. Généralisation de cette situation.

Soient k un corps de nombres, et K une extension galoisienne de k dont le
groupe de Galois GK/k est diédral d'ordre 2p .
GK/k ost donc engendré par o et T vérifiant
OP=72="1 ’
i -i

(Vi) 16 =0 " T

Soient
{k(e) le corps fixe par T |,

k(o) 1e corps fixe par o .

Le but de cet exposé est la recherche des solutions de 1l'équation
(E) N o)l =1 -

2K\P
k(éj// k(a)

p\k/2 .
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Nous allons tout d'abord domner une interprétation géométrique de cette équation.
B e k(o) s'dcrit, de fagon unique, B =X + 60X, + «vo + P! X, s avec X €k
pour tout i . Donc

Nk<e)/k(e) = f(x1 y eee s xp) € k[xl ) Xy y see s xp] .

Soient alors S 1'hypersurface de kP , d'équation f(x1 g ooe xp) =1,et F
1'ensemble des points de S & coordonnées dans k (nous dirons per la suite, pour
abréger, que les points de F sont les points rationnels de S ).

Nk(e)/k(ﬁ) =1 <=> (x1 y eee s xp) el .
Posons

9i=0‘i(e), pour i=0,ooo,p-l 9

Er = espace projectif sur K de dimension r , pour »r €N .

L'hypersurface projective d'équation f(x1 ) ces xp) = t¥ admet sur Ep__1 la

représentation birationnelle définie par

(p~1) i
X, + 0, . X, + eeo + 6.7 X = m— pour 1 =1, oo 4, P ,
1 i-1 "2 i-1 P ki+1
t = ﬁ )\.i [y
i=1

p+r=)‘r pour r=1, esa, (p=1).
La restriction de cette représentation & S définit une bijection de S sur 1l'en-

avec, & partir de maintenant, la convention que A

P
semble des points de E tels que ] Xi #0 (qne nous noterons T ).

p-1 i=1

T s m()\1 y eve s lp) € Ep_1 - P(x1 y vee s xp) €S

est donc définie par

(p~1) M .
X1+91_1 X2+ ooo"‘ei?:].: Xp=-)-\-:—, pour l=l, ces ,P .
i+1
On a
Pes ,

-

~
+d

~
]
o)
.

Or
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o(T)(o(m))

a(P)
= T(m) ==> {

(@) = (1) (r(m)) .
Donc
o) =P <=> o(D)(o(@)) = T(m) <=> (o(t™}) o D)(m) = om) ,
@) =P <= t(D)(r(@) = ) <«=> (r(T7}) o« )(@) = r(w) .

Soient ab ’ aT les transformations birationnelles de Ep—l en lui-méme, défi-

nies par
ac=o'(’l‘-1) o T ,
6 =qr(T!) o
T H
Pes ,
(1) PeF o= {d(n)=om) ,

¢ (n) = r(m) ,

(hl, ..-,hp)eE -—"‘g-é(xl,ooo,xp)esc('l‘ ) ()\1, o'.,)\l) GE

-1 -1’
X X étant définis par x, + 0 X, + + e(P“l) Xi r tout i
1’..O’p p 1 1-12 LR ] 1 P‘-)\. ’pou o l ’
i+l
(1) _ M
ki, ceey Xé étant définis par Xp 40 X+ eee + 07 P X,l s pour tout i ,
i+1
dfou on déduit
A, Al
hl+1 = h’i ’ pour tout i ,
i+2 i+1
que 1l'on peut écrire
? t | t
U T U
A XB xi+1 1
ac est donc une homographie de Ep_1 .
Pour former d# s Temarquons d'abord que
o1
T(ei) = 70 (9) (o) = (8) = ep_i ,

7 ' (177) )
(}\l,oo-,)\p)EE e 3 (Xl’ooo,xp)es

1]
-1 > (M, ..., xp)eE

p-1 '
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avec
X, + 6 X, + + 9(p~1) X = -35;- pour tout i
o.. LN a- - , ,
1 i-1 72 i-1 9] Ki+1
- i .
X, + 0. 4 Xy+ eee + 6 7.0 X =ag—, pour tout i ,
1 p~i+l "2 p~i+l “p hi+1
d'ou on déduit
Al A
x1l = Xp-1+2 ’ pour tout i ,
i+1 p-i+3
que l'on peut écrire
t - - \! = = ! .
)\1 )\2 -— o0 - hi Xp+}ni - e e Rp h3
Définissons 1'application
CP H M(ul 9 oo up 9 Vl 9 oce o ‘V‘p) (S Eap-l - m()\l 9 oce kp) € EP"],
par
Vi
(2) A= ’ pour tout i .
p+3-i

Supposons trouvé un couple (Bo ’ @T) de transformations birationnelles de

E2p-1 s & coefficients dans X , vérifiant

Gy o@=90°8 ,
(3)

a‘rocp:-..-(po(BT .

On constate alors que, si M est solution de

(BO'(M) = G(M) [}
(4) -
8.(m) = (m)
m = (M) est solution de (1).
En effet, les formules (4) montrent que
{o(m) = o(c(M)) ,
t(m) = o(t(M)) .
Donc
1@ 2 os ) @ ololn) = o) ,
& (m) = ol (M) = olr(M)) = 1(m) .
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Toute solution M de (4) fournit ainsi un point (T o ©)(M) ratiomnel sur S .

Remarquons encore que l'on a

I

(5) (1o, (10,26 & =0 0pT71) e

172
-1 -1 _
Considérons les conditions
(6) (Vo,€6) (Vo,€0) ® =c,(B8_ )8 ,
1 2 010, 170, 9y
(6) => (Vo,€e0 (Vo,e06) d co=@o@ =9o°0(B )8
1 2 0102 0102 1 02 01

cloe® JoB =o,(0 o) B
1 02 cl 1 02 01

o, () cepoB o, (@ ) o oo,
1 05 01 1 02 01

puisque cl(¢) =g . @ &étant surjective, cela équivaut 3 (¥ o, € G) (¥ o, € G)

1
dbch = cl(abz) ° Gbl , qui sont les conditions (5).
Cela nous conduit & étudier les couples (@c ’ BT) de transformations biration-

nelles de E, . , & coefficients dans K , vérifiant (3) et (6). Nous nous limite—

2p-

rons & la recherche de celles de ces transformations qui sont des homographies.
Nous déterminerons ensuite la famille & de ces couples d'homographies pour les-
quels (4) admet des solutions.

Nous montrerons alors que, pour tout P € F , il existe (@5 ’ @T) € &, et

Me E?_p__l vérifiant (4), tels que P = (T o o)) .

En dernier lieu, on étudiera 3 quelles conditions un seul couple de & suffit a
obtenir tous les points de F (dans ce cas, en effet, une seule formule fournira

toutes les solutions de (E)).

3. Transformations homographiques @b de E , & coefficients dans K , véri-

fiant dcocp=cp°(BG.

(u1 poeee g Uy Vg eee vp) e E

Y 2p-1

(BO'
— (ui,...,ul'),vi,...,vl'))EE

2p~-1 -1

avec, pour i =1, o0 , n,
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. (aq ug + bJ Vj) ,

<
I
i1 M

J

n .
J J
!
< kD jzl (ai uj " Bi Vj) ’

- (3 Gy eed )/ (3 i)
Al Z of Uy + By V. (a +b . V. s
i u5+3_i j=1 j=1 p+3=i J p+3=i

(u1 g v 3 W5 V. y eoe vp) € E

P 1 2p-1
ao
1" n
"9"‘9 ()\.1 9 oo )\n) € Ep“l n——— ()\1 9 eoe An) € Ep-], )
avec, pour i =1 g see 5 N,

Vi
ki u . !

p+3-1i

v

A=, o=t

i+l up+2-1

doeo=0.06 == (Rcek) (v1i)

v,
i+l

S (A u aad v WV (3 3
= <j§1 (ai'uj + By vj)>/(5zl (ap+3_i u, + bp+3—i vj))

Ypsomi

<= (3cek) (vi)

o
1

]

0 pour tout j, bg =0 pour tout j ,

Bg =0 pour j#£i+ 1, ag =0 pour j#i-1 ,

i+1
Bi
C = p+2_1 .

p+3-i

Les équations de BG sont donc de la forme

Cc. u.
i "i-1?
our i"—'-l XX n
p ’ ’ ’

ce, . V,
3=i i+l ?

...’c GKI
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4., Transformations homographiques @T de E2p-l , 3 coefficients dans K , véri-

fiant d% o=@ o @T .

(u1 g eee g U9 Vg eeey vb) € EZP"l

P
BT .
o——" ! eo e ! ! o e o ! i? ! o e !
i (ul b ? up ? vl 9 ? Vp) € E2p__1 ()\l b ’ }\n) € Ep"l 4
avec, pour i =1, «ee , n,
e J J
| -
ul = .Z (ai us + v ov.)
J=1
s J J
r
v = .g (ai us + B; VJ) ,
J=1
Vi 3 3 |
A = = = ( > (@ u,+8 v )) / ( Z (a u. + bd ) s
iougay jop o B3 i'j p+3=i 7] p+3=i ) ’

(ul poeee g Wy Ty eee vp) € B

P
L5 (a

1 ?

avec, pour i =1, ... , n,

v,

)\. = = [}

1 up+3—i

}\" = 1 = ui .

i~ A . v .7
p+3=~i p+3-i

A cp=9°8 <= (3dek) (vi)

u

N n .
a (Z (o u; + o] V;j))/<j§1 (835 By * Py3s 73)

Tpt3-i

<> (3dek) (vi)

Bg =0 pour tout J , ag = 0 pour tout j ,
bg =0 pour j #1i, “g =0 pour j#i ,
i
o
d = i
=i

bp+3-1
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Les équations de &, sont donc de la forme

ul=4d, v, ,
i i ‘i

pour'i=1,.o.,n.
v! =dd, . u,
i 3-i 1i?

5. Systéme de conditions équivalentes aux conditions (6).
WWWMMWM

Rappelons que (6) est 1'ensemble de conditions (v o, € g) (v o, € G)
ﬁbloz = 01(602) ° @bl . Cela est vérifié si oy (ou o, ) est 1'identité I .
Supposons cette relation vérifiée par deux automorphismes o, et ci , quel que

soit P autrement dit,

(¥ o, € G) 8 =c (B )6 ,
2 0162 1 02 Gl

(¥ 0, € G) 8 =o!(B_) 8, .
2 cioz 1 o, o]

On en déduit

It

]
o, cl(ﬁc ) e cl(@g,) ° 8

(Vo,e€6) o, o6 ) o6
2 171 05 0191 > 1 1
=ofc e ) eB ,]eB =0(B, )8
1-71 Oy oy oy 1 0195 o,
=B ' ]
(0101)02

ui montre que la relation est vérifiée par o, o! uel que soit o
q q y q q

171 2"’
I1 résulte de 13 qu'il suffit de se limiter & un systéme de générateurs de G .

Dans le cas présent, on prendra o, =oc, ol =17T.

1 1
" On peut encore limiter le nombre de cas & étudier en utilisant les égalités

(i) oo 1=10 " .
Supposons, en effet, vérifides les relations

® !
oo

Il

c(@c,) ° @c s pour tout o' e G ,

(R) ®

]

i T(® i) ° @T s pour tout i ,
TC c

T((BT) °B =1 .

On en déduit, pour tout i ,



1@ ;) e6 =16 _;) 6 =1l i) ° 6. 18,

g T TO c
=@ -i ° T(‘BT) ° ‘BT =@ -i =
lo} g

®

. =086 .
r(ro ) (o)
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Les conditions (6) équivalent donc aux conditions (R). Explicitons-les 3

(¢)) ole) 8, = @02 (8,) of8) o8, =8__
() o8 ) o8 =8, (8;) ol® ;) 8, =6,
c c oT o T
(@_,) ol® __,) o6 =I (g__,) ols ) o8B =6
p=1 o 1 c p-1 o P 1T o] T
(v;) @) 6 _=8__=6
1 (o] T TC op—lT
(v;) (@) 8 =6 ;=6_
o] TC cT
(y ) (@ ) °o B =06 =@
p-1 Gp-l T Top--l oT
(6,) ¢ 8 =1
Le premier ensemble de formules équivaut de fagon évidente a
8 =) o He) o o B our i =1 -2
ri+1 g 5 eoe g ! P =1y eee » P ’
1 2 _
(s,) o) e (B o ee oB =T .
Le deuxi®me ensemble de formules équivaut de fagon évidente &
i+l i i-1 .
@Oi""l'r =0a (BT) ° g (@G) ° g (030_) © ees © @G ’ pOU.r i=1 g oece o P - 2
1 -2
(61) O—p— (@O’) ° O.p (030) © se0 © @G = I .

Compte tenu des valeurs obtenues,

(8,) <= T(@G) ° B = op'l(@T) GP—Z(BO) cP'B(@o) ®eee 0B

(85,,) <= P w(B) o vuu o 7(B) B

]

- Gp-l(@T) o__'r_)-].--'l((BG) Op-i-2(@c) ® see © @0 (yi) .
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Posons

(8,,1) (8) o8 =T .

Supposons maintenant vérifiées les relations (61) et (6_ .). Par application de

p+l
o , on obtient

) <= ot(8) + o T(8) e-uer o 0¥ 7(6) 0 0 (B)

=6 c o H8) o FAB) o .u. 0 dH(E) .

(s

i+l

Ky

Par multiplication 2 gauche par T((BT) , & droite par o'l-l((Bg) 0 01-2((80) RTTILY

(s

) <= 1(8) «or(e) « o (e)

o vin oot 1(B) 0 oM(8) o THB) ¢ B o eer o 8
2
=r(8) o8 o oPH8) @) o .n 08,
soit, en tenant compte de (61) et (6p+l)’

(s

i i i1 i-2
i+1) <> o lo (@T) ° o (BG) ° g (BG) ° eer 0 8]

[}
L]

o™ (B) 2" THB) 0 THB) ¢ e o B
<=> T(BT) ° OT(@G) oot 7[01-2(60) © 4es © Bc]

i-1 i-2 _
c o (8) o (B) o vev e B} B =1 .

Remarquons que (¥ i) oF 70 L = ot ot 1 = ot , d'ol

(6P+1) == GT[T(BT) °8 =1 => o(@T) o ot Tci~l(®T) =1 .

Plagons cette expression aprés les deux premiers termes de celle obtenue pour

(8;..)y
(s

i+1
iep) == cT[c(@T) ° 8] c(@T) oftt T[ci-l(&T) ° oi-z(Bd)

e 0810 H(B) 00 A(B) o i e B} 0B =T .
On constate que, si (ai) est vérifide, (6i+1) => (62) .

I1 en résulte que les conditions (R) équivalent & (61), (52) et (8p+1). Récrivons~
les ¢
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(1) op’l(ozso) o OP_Z((BG) ©uee 0B =1,

(11) T(CBT) ° B =1,
(111) m[o(as,r) ° 030] o [c((BT) ° 436] =1I.

6. Couples (BO ’ BT) de transformations homographiques de E2p-1 y a coefficients
dans K , vérifient (3) et (6).
D'aprés les études précédentes, cela revient a chercher les couples (@0 , BT)
de la forme

| J— ?
u =c ’ u!

]
Q
e

. UL
i Ti-1
® ®B
o v! ce v T
i =i "i+1 ?

<
il
o
o

(¢, a, Cig soe s C oy d1 g see o dp eK) ,

P
vérifiant les relations (I), (II), (III).

(ul poene a Wy Vi een vp)

P
oP"l((Bc) °op-2((Bc)°... °B_

> (ui g see 4 u', vi y see 5 V')

avec, pour tout i ,

w = 0" He) P ey ) een ofe

. c., . u.
1+2) ivl i ?

v = Gp-l(CCB—i) cp-z(ccz_i)f... 0(cc5_i) CChs s

dfol on déduit
e o) 0°(ey) wev Mo ) = oley ole;) 0%(ey) wun PTHe )]

(I) <=
() =t

© e, o(cl) 02(02) .es cp_l(cp_l) =v, vekl(a) ,
<==> (A

o

Ne (o) (@) = 1

T(@T)°@T

-—->(ui,...,u£),'v]'-,...,v£)) y

(ul 9 oo ,up’vl, es e Vp) -

avec, pour tout i ,
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T(d ) dad

g
i

i %
|
vi= T(ddB_i) d; Vi

d'ou on déduit

(I1) = (vi) =(q) ddy ;= T(ddB_ ) 4, = T(dl) ad,, = T(ddz) a,
= ‘T(d)
d a
<=2 -af- = T(—a-z->

(v 1) T(di) dy ;=4 T(dB_i) = T(dl) d,

d € k(o) ,

i

<=> (B) d, =8, , b€ x(e)

8d, 7(d,)
(V l) di=-']l‘-(a-—T. .
~ 3-i
-~ 531 p est pair, on obtient ainsi :
- dp , en fonction de § , d1 et d3 ’
- qp-l , en fonction de 6§ , d1 et d4 ’
d(P/2)+1 , en fonction de § , d1 et d(P/2)+2 R
et une relation de compatibilité pour i = %-+ 2 .
- Si p est impair, on obtient :
- dp , en fonction de § , d1 et d3 ’
- dp—l sy en fonction de 6 , d1 et d4 ’
d(p+5)/2 s en fonction de § , d1 et d(P+1)/2 ’
et une relation de compatibilité pour i = 212 .
o(e )-8,
(ul,ooo,up,vl,coo,vp m“é(ui’ooo,uﬁ,v‘{,.oo,v;)),

avec, pour tout i ,

?
u! U(di) CCg i Vi

!
vi = G(ddB-i) ci ui_1 ’
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d'ou on déduit
(III) <=> (v i) T(di) cf(cc3_i) G(ddZ-i) i1 = T(dd3_i) GT(Ci) c(di_l) oc, s

= T(dl) cT(ccz) c(ddl) c, = T(ddl) cT(cz) o(dl) ce,,

<>

er(d) = OT(C) c(d) ’
{(V 1) 1(dg ;) orle;) ola; ;) e,y = ¢, o(d,) orle,) r(a;) .

Compte tenu de d € k(8) , la premidre de ces relations s'écrit t(cd) = or(ed) ,

cd=r ,
{r= or(r) .

Remarquons que l'application de ot au deuxiéme membre de la deuxidéme relation ci-

soit

dessus le laisse invariant, et transforme le premier membre de rang i en celui de

rang 4 - i . On pourra donc se limiter &

i = 3 9 o0 o % + 2 [} Si P SSt 'paiI‘ [}
i =3 p+3 . N
i= y eos 5 si p est impair .

Tenant compte de (B), on obtiendra un systéme (D) quivalent & (C), en remplagant

d3—i en fonction de di .

cd=r, avec r = ot(r)

() <=> sd, (a,)
———— GT(Ci) c(di_l) Cpy = c(dl) 07(02) T(dl)

ecd=r, avec r=gr(r) ,

<==> . . 8d, GT(Ci) Cos e )
. = - ’
1 e, o(dl) of(bz i-1
pour
i=3, ”.,%4-2, si p est pair ,
i=3, ..., B—%—z y si p est impair .

La deuxiéme de ces relations permet le calcul des di correspondants, compte tenu

de d2 = 6d1 . On obtient
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65(8) +.. o"2(s) ot(e,) o2 (e _q) en o2 CY Chg c(c5_i) .o 01-3(01)

d, = i=-2

i =3 5 ~ ( dy .
c, o(cz) cee G (02) OT(Cz) o 7(02) cee 0 ST c2)

1

Ecrivons maintenant, dans chacun des cas, la condition de compatibilité.

- 31 p est pair, elle s'derit :

8d, GT(°(9/2)+2) °(p/2)+2

8d, T(dl) = d(P/2)+2 T(d(p/2)+1) - c, c(dl) 07(02) c(d(p/2)+1) T(d(P/Z)"'l) ’

soit

°(p/2)+2 "C(p/2)41) OT[c(p/z)+2 T(d(p/2)+1)] o,
02 T(dl) 02 T(dl)

0T °(p/2)+2
Y

e O A WAL TR L L R RO

Up/2)+1

(p/2)-1 (p/2)- -
B O Y e L Y L D W i

32‘3'(02)“0'(1)/2)-2(02)01'(02)621'(02)"0(p/2)-1T(c2) 1

On en déduit C(p/2)42 T(d(p/2)+l)

p i pt+l -
YT(dl)c(p/2)+2_i=(p]}2)+1 ) al2/2) +3T(°i)

- i=(p/2)+3
H
p+2 R p-1 .
2)+i=2 i
| 2y T e )ot e
i=(p/2)+2 i=(p/2)+1
avec la convention suivante (valable pour la suite) : Coup = Cp ¢ La condition

r

stéerit NK/k(OZ) = NK(Q’)/k('Y) Nk(@)/k(a) .

= S8i p est impair, elle s'éerit :

sd; r(a;) = d(p3)/2 T(d(p+3)/2)
Or

e3) 2 T T T T e —
(o) (01)0‘ (02)-.01). (C(p+1)/2)c(C(P+5)/2)...o-

’

(p=3)/2
p= (cp)
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N (P"ﬁ)/ gy 6)(1’*3)/ ((o45)/2)-4 B ((=5)/2)+1 (4
. _ ' a0 i=3 Yy (p5)/2 .
(p+3)/2 (p-3)/

2 .
0_1(02 O‘i+1T(02)
i=0

S TR (T N R TR
1-_-0 i=3 1=(p+5)/2
(p-B)/

i=0

T(Y) )OT(C(p+3)/2)

i

1(0 c1 lT(c ) T c((p+5)/2) 17(01)
1_1

La condition s'dcrit ici encore N /k(c ) =X (a)/k(y) (9)/k(6)

Remarquons encore que

cd=r, de k(8), r=o‘r(r)} {c-—--;l, d e k(o) , r=c'r(r)}
<=
{NK/k(a)(c) =1 Fie(0)/6{®) = g/ae() )

Nous avons obtenu le résultat suivant.

Les couples (Bc ’ BT) vérifiant (3) et (6) sont obtenus en considérant une so-

lution arbitraire des équations

(®,) N (0)/(D) = Mg/io)(®)
(R,) N ne(ea) = M) acY) By ic(0)
avec c, €K, de k(6) , 6ex(8), yek(a) , r=or(r), et un ensemble de

valeurs arbitraires pour Cg s coe s cp ’ dl‘.

Les autres constantes sont alors déterminées par

e. = Y
1 0(02) 02(03) cee cp-l(cp)

?

d2 = 6(’11 ’

65(6) «e. 01-2(6) GT(Ci) vee 2 7(03) Cs O(CS-i) cee ci-B(cl)

4a - - a
01"3(c2) 07(02) o2 7(02) cee 2 T(cz) 1

i=

b4
c, c(cz) .ee

pour i=3, ..o , P
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7. Détermination de la famille & des couples pour lesquels (4) admet des solutions.

polug) = vy
) () (+.) ler groupe
8 \M) =0c palv.) =cc, . V.
(4) =>{ ° = (3 pek)(3p'ek) i i i+l
8 (M) = 7() ptr(u,) = 4, v,
L T i i'i
2e groupe
1 —_
p T(Vi) = ddB“i ui

Les p premidres équations du ler groupe donnent

- 'He,) o*Hey) wue FTHe,) oM Hu,)
1o (o) ¥ (o) ven ¥ Hp)

En faisant i = 1 , on obtient une condition de compatibilité

L cy 0(03) .ee op~1(cp) op-l(cl) .
! po(p) «ee F (o) 1

soit

_ Nk/k(a)(p)
P oaley) o%(ey) wen M )

c

On retrouve la relation (A), lorsqu'on pose Yy = Nk/k(a)(p) .

Les p premidres équations du 2e groupe donnent

(v 1) v, = p'T(ui) = p'ci-l T(c?) il T(?B) cos cT(Oi) ot T(u1)
di di 01“'1 T(p) 0’1-2 T(p) . GT(p)

Portons ces valeurs dans les p derniéres équations du 2e groupe. On obtient

(v 1) M = dd}-i , soit (v i) d, = .LT(_Q.'_)_.
7(a;) t(dd, )

qui équivalent &

d = ‘T(d) ’
(v 1) 4. = £ﬁI££ll_
* ar(d, ;)

On retrouve la condition (B) de la premidre partie dans laquelle on a remplacé &

par EIT(EI) .
dd, T(dl)
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I1 reste & considérer les p dernidres équations du ler groupe.

(v 1) pc(p')ciT(cz)ci-IT(CB)...ozT(ci)GiT(ul) i 003_ip'GiT(02)...GT(Ci+1)0iT(u1)

GiT(P)Gi-lT(D)-o-02T(P)G(di) GiT(p)...GT(p)di+1

<=> (v i) po(p') ot(p) 41,1 = cp'orley, ;) 31 o(a,)

Cp'O"T(ci) 04‘_1

<> (v i) di G(di-l) ’

pa(p?) or(p)

p'cc2 GT(C2) c(dl)

qui est la deuxi®me relation de (D), lorsqu'on pose & =
pa(p?) or(p) 4,

Les résultats de la premidre partie sont encore valables, pourvu que les deux va-

leurs trouvées pour § soient égales, c'est-a-dire pourvu que

otr(pt) P ot(e,) o(a,)

ad; v(a,) " polp?) ot(p) 4,

soit

cd = 2r(e") - pr(p") ]
c, T(dl) c, T(dl)

On obtiendra donc les conditions cherchées en remplagant, dans les résultats précé-

dents @

Y par Nk/k(a)(p) ’

5 par E'T(E')
da, T(dl)

ot(p") GT[_PT(P') ]
c, T(dl) c5 T(dl)

On a bien r = gr(r) .

R, s'éerit

1
N (or(p") or(p) o(p"))
N (d) - K/k(cy) N EE: ,
k(e)/k NK/k(a)(cz T(dl) 0"'[‘(02) O_(dl)) K/k(02 dl)
soit
(u) Nk(e)/k(t) =1, avee + = —20'7(pp") ;

de, 4, 'r(c2 dl)

R, s'écrit
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N&/k(p’)
Nk(e)/k(d) Nk/k(dl)

On retrouve ainsi 1'équation de départ (E).

> (U) .

N e (e5) = Fep (o)

En utilisant les résultats du paragraphe précédent, on voit que les couples
(Bo ’ BT) de 5 sont obtenus en choisissant t, solution de B ; p,op', d,

c oo c arbitraires uis en prenant
29 1 Sp s D

g =__o0'm(pp?)
ty e, d; 7(02 dl)

= Mg /i(q)(P) » 6= ott(p!)

’Y.—.
ad, T(dl)
dp = 8d;
? ]
o =£rlpt)  rorlp!) 11

B 02 T(dl) 02 T(dl)

’

c. = . /
booley) o*(eg) o 0¥ (e

_ 60(6)...01-2(5)cf(ci)02¢(ci_1)...01-27(c3)c4_ic(05_i)... i"a(cl)dl

i~ i=2 *

d =3
cac(cz)...c;- (cz)oT(cz)ozT(cz)...o T(cz)

Démontrons maintenant la proposition suivante :

Pour tout p € P, il existe (@G , @T) €% et MeE
que P = (T » o) (M) .

-1 (vérifiant (4)) tels

A A
NK/k(a)%) =t NK/k(oz)(T? =1

o(n,)  o().)
(m) = i 1 = L ’
o) = (1) AN My

P = T()\l 9 vee Xp) € F <l==> ao_(m)

8, () = 7(@) => (719) T(0) Ay =10 A

Si on pose M = (u1 Pere Uy Vi eee s vb) ,

P=(Toq(u) <> (3sek) (vi) A =8 b

Y+ 31
As
<«=> (3sek) (v1i) v, = 23 Ype3ei

s
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polus) = e  u,_,
8,(1) = o(H) olv,) = cc, . v,
(4) = (° K > (Bpek) (3p'eK) P -1 il
(BT(M) = T(M) p!.-r(ui) = di vi ,

! _
p T(Vi) =ddy . u .

D'ou les valeurs des constantes. Pour tout i ,

o = o s(ui) . p’T(ui) o T(ui) 5
s = 9 - -
i u i v, A, u 3

’

i-1 i i
o= po(v;) _ Joui oy ug ) s __s a(2,)
€31 Vi o(uB_i) o(s) Mv1 Youg a(s) Mt
.- p'r(v;) L (A ug ) My (%)
dy ;% Wy T(uB_i)s t(s) st(s)

Compte tenu des conditions exprimant P € F, on vérifie que les diverses expres-
sions obtenues pour ¢ (ou d ) sont égales. En particulier, faisant i =1, on
obtient

s o(xl) . A, T()\l)
o(s) Ay st(s)

Montrons maintenant que les couples (@o ’ @T) obtenus appartiennent & & .

Posons t = (pp'T(pp'))/(d02 dl T(C2 dl)) ’

hl T(Kl)
x;-: 7(12) => X2 T(Xl) = T[kz T(Xl)]
=> A, T(xl) ek(p) => dek(s) => t ek(e)‘ .
De plus,
b= potr(ppt) —ST(8)__ e N M Y 5 r(w,) . (A u,
A, T(Xl) po(uz) p'ST(ul) 7(p) Tc(ug) 'r(p’s)u1
Kl u, T(uz) Xl u2/(Tc(u2)) Kl
= o X = = X => N (¢) = N =) = .
Y2 olu,) tol) P2 oluy(rale,))) | KOV conds,) = !

ofu,)  olp) cz(ug) & (o)

c, 0(02) cos Op-l(cp) =P x X eee X

P o(u,) o Hu__
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+(p") N pT(p’) u, T(Xl u, ) T(kl u
e, (d,) poluy) T(eMu, (s)  oluy) 7(s)

pT(p') [p'r(p ) T()\l u2) . O'()\l u2) _ O'()\l) T()\l) e .

c, 1) oy r(a) aluy) w(s) 7wy ols)  ols) 7(s)

Donc

s - d, ) T(uz) N U,
.—-T—
1 T(ul) A, u

entraine

b0()ec*E(8)or(eJoPr(oe; _ )oPr(og)oy joles )0 e)a, prorla)

e 0(c ) 7, Jor(e,)oPr(e )t 21(c,) MUz

017(p") _ Jg(pr) —=xle) Ay Oy up) _ T(uy) 3
dd, T(dl) A, T(Xl) P ST(ul) 'r(p’s)u1 T(ul) Ay u

montre que les deux expressions obtenues pour § sont égales.

8. Conditions pour qu'un seul couple de & fournisse tous les points rationnels
de S.

Donnons=nous un couple (@ , B ) , correspondant & des valeurs %, , p; , P} »
Cy s di" et cherchons & quelles condltlons ce couple suffit & obtenir les points
de P . Nous nous servirons des résultats du paragraphe précédent. Tout revient 2
trouver, pour tout (xl y see s xp) € Ep_l tel que P = T(hl y eee g xp) eF,un

ensemble de nombres s , p , p' Uy g oeee up de K tels que

] O'()‘1)

o(a) %

Py T(pi) °1 (p,) ) - ( (pi T(pl)) p! 7(p,) )

=1
0(c’r[c2 T(d ) d T(c dl T(Cz) d T(C

A, (%) 2 o] T(pl p:)

st(s) ty ¢, 4y T(02 l)
c(ui)
u =C
i=1
. Ti&l) LEoa
1 % 1
T(u2)
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Ce systéme équivaut a :

b, (o P! T(pl)) ) p! T(p1)> ’

() = -
1 0
o(s) c(hl) d1 7(02) d1 T(Cz)
T(c a,)
() st(s) = %, > T(A) %2 71 R
p, o} T(p, o)
CcC. u.
-1/%1 %41
(0’3) ui-c ( p ) 9
(a4) p'ST(ul) = dl Xl uy
(05) p's¢(u2) =8d, Ay u .
Si (az) est vérifide, on a
() by e'(wy) — (s) oy 0] 7(p, ! _p'(uy)
5 < 5 W <= T 8d, u
171 ty T(xl) c, d, 7(02 dl) 1
s Py ppTlegel)  wy r(eY)
<> 13 =

1 0ec,d 'r(c2 dl) 67(d1) T(ul)

ST(ul) t, (p?) c,d; 'r(c2 dl) _ d, t(p?)

= N, ' 1y a1 0y
172 s7(a;) o, o 7(p, py) p1 7(p})

Drov [ay) ot (a5)] <=> [(a) ot p't(p") = p] 7(p2)] .

Supposons pour 1'instant trouvée une solution 8o de (al) et (02),

s u d o (u c
(01 ) <==> ""'o- =d 2 = 1 2 1 0'-1 .._2-
4 A 1 T(ul) 'r(u ( ) 'r(u 1 (p )
u 8
— o),
o"r(ul) 1 02 O'(dl)

D'aprds le théordme 90 de Hilbert, cette équation aura des solutions si, et seule-

ment si, en appelant K1 le corps fixe par or , NK/K [o( ) —-—i%——yj =1, Or
d
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[G< > G(So) w(so) par(p)
K/K v , G(d ) Cy(7\1) T(A)) e, orle,) ofd)) (4,)

p{ T(Pl) - Pi T(Pl) ¢5 1 T(c 1) ch(p)
= ol ————a———-] x t. A x
a, T(Cz) ( 20 d T(c2) ) 072 P, P} 'r(p1 pi) c, 07(02) c(dl) T(dl)
- pat(p) [—e 7 .

Y/

? ] ]
p, o(p]) ar(p)) T(pl) 1 p, olpl)
I1 suffit donc de prendre p = Py c(pi) .

Soit alors ug tel que

91 c(p1

GT(u

(a3) admet pour solutions :

C. C. , oo C
(V i) w. = o—i+1(u0) Grl( i Tiel 2) .
i 1
Tout revient donc & &tudier (al) et (az).

(al) a des solutions, car

At pl 7(p)) pl 7(p,)

/(o) ?h ? ( (dl 7(02)) / d; (c,) )} K/k(d)(x-) K/k(o:)(t )=1 .

Soit 8, 1'une de ces solutions,

(al) <> s=ws , wek(a) ,
t. A, c, d A, c,d A
0 1 7271 1 7271 1
(az) <> wr(w) = Y (p =3 ) , avec By == .
0 "1 "1 1 171 l 2

(az) gura donc des solutions si, et seulement si, il existe T € K tel que
t
Eg-= Tr(M) . Cela doit 8tre vrai, quelle que soit la solution By de (E), done
0 %
quel que soit Bg (solution de (E)).
0

Autrement dit, toutes les solutions de (E) doivent 8tre des normes de nombres de

K par rapport a k(@) . Remarquons que cette condition ne dépend pas du couple

(B ’ @ ) choisi. On pourra donc, si elle est remplie, choisir le couple corres—
’ 1Y ’

pondant tous les coefficients égaux &4 1 . On trouve que les solutions de (E)
sont données par
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4
]

1 T<ul) ’

<
<

>1 >

-
[y
[xy

, avec { u, = o-l(ul) , u, ek ,

o

N
<

N
N

4
il

2 T(uz) = O'T(ul) ’

c'est=-3-dire par 1l'unique formule

u, T(ul)

’ u, €K .

B =
cel(ul) GT(ul)

Remarque. = Si la condition trouvée n'est pas vérifide, la formule ci-~dessus
fournit les solutions de (E) de la forme NK/k(e)(g) y LeK.

En effet, si to = 1, la condition d'existence de solutions pour (a2) se réduit &

(2 neK) %3'= K/k(e)(n) .

9. Etude du cas p impair.
Nous allons montrer que, dans ce cas, la condition que l'on a trouvée est remplie.

(B) Me(g)(®) =1 <=> (Bek(e) ot Ny (p)=1)

- (théordme 90)

> (8,) “
\T(B) =8 .

Mais 7(6

)= =2 > (8) 6(s) = t70(8) = o"[o(s) ()]
a(8)”  o(s)

<> 0o(8) 7(8) = olo(s) v(8)] .

D'autre part t[o(8) 1(6)] = o > ()8 = o [o(s) 1(6)] = o(s) 7(8) . Donec

B = § e K

6 b
a(s)

o(8) 1(8) = olo(s) 7(8)] = Lol(s) v(s)]

(Bl) <==>

8

" os)

o(8) 7(8) e k ] .

s 8 €K
<> (82)
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Notons que ces résultats sont également valables dans le cas p pair.

Posons
) NK/k(a)(s)
[o(s) r(s)\P=1)/2

D'aprds (32), A e k(o) « De plus

B &) fiooe) 1 &) & (s)
7\'\'(7\) - K=1 K=1 - K=1 K=1
[o(s) 7(s) P~ [o(s) (s) P~

P x
M o lo(s) v(s)]
o L _Lole) 1(8) = o(8) (6)

" Le(s) ()T [(s) <(5) 1P

57(5)
o(s) (s)

sont des normes de nombres de K par rapport & k(6) . Elles sont donc données par

= =8 (&) 2 k) - '
Donc B = =3 T(k> = Nk/k(e)(h) » qui montre que les solutions de (E)

u, T(ul) cx

B = u
o H(u,) or(u,) !

11. Etude, dans le cas p impair, de 1l'équation
(El) Nk(e)/k(Bl) =A, Ack.

Associons & (El) 1'équation

(Eg) Nk/k(a)(ﬁz) = A

Si (El) a pour solution 6? , (E2) a pour solution 8, = 52 , car

NK/k(u)(B?) = 82 G(B?) eee Gp-l(ﬁi) = Nk(e)/k(ﬁg) = A

Si (Ez) a pour solution Bg ’ (El) a pour solution 31 = A/(NK/k(e)((Bg)(p_l)/2)> ,
car

N A >= AP - Ap

K(e)/ k(wx/k(e)((egﬂp““/ A T w93

Ap Ap

T T
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L'étude de (El) est donc équivalente & celle de (Ez). Mais, K étant une exten-
sion cyclique de k(o) (de groupe de Galois {1 , Gy see , cp—l} ), 1'étude de
(E2) résulte du théortme de Hasse sur les restes normiques : (E2) a des solutions
si, et seulement si, elle en a pour toute extension P-adique de k(o) . De plus,
il y a des solutions pour toutes les extensions dont ® ne divise, ni A , ni le
discriminant D de K par rapport & k(o) . I1 suffit donc de faire un nombre fi-
ni de vérifications, correspondant aux extensions F-adiques, dont ® divise A

ou D,

(Texte recu le 26 janvier 1970)
Christian PITTI
Faculté des Sciences de Marseille
Place Victor Hugo
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