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7-01

LE MONOÏDE D’UN ORDRE MAXIMAL

CAS NON NOETHÉRIEN

par Jean-Paul ORTHEAU

Séminaire DUBREIL-PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres)
23e année, 1969/70, n° 7, 14 p. 26 janvier 1970

On définit, dans le paragraphe 1, les ordres et les réseaux, et on donne un théo-

rème d’existence général pour les ordres maximaux.

Le deuxième paragraphe est entièrement consacré à l’étude du monoide d’un ordre

maximal lorsque l’anneau de base est un anneau de Krull non nécessairement noethé-

rien (Travaux de RILEY [17] et 

Dans le paragraphe 3, une direction jusqu’ici peu explorée est envisagée : Cas où

l’anneau de base est un anneau de Prufer. Sous certaines hypothèses de finitude, on

généralise la notion d’anneau de Prüfer, et on montre que, pour une classe spéciale
d’anneaux de PrUfer (anneauX quasi-Dedekind), le monoide d’un ordre maximal a des

propriétés très proches de celles du monoide de l’anneau de base::

1. Introduction.

Dans tout cet exposé, on considère un anneau A commutatif unitaire intègre, de.

corps des fractions K, et E une algèbre simple centrale de dimension finie sur

K .

DÉFINITION 1.1. - Un A-ordre de E est un sous-anneau A vérifiant les

propriétés suivantes :

2o (=> A contient une base de 2 sur K ~==> x s’écrit

x =03BBb-1 , X= A, b ~ A) ,
3~ Tout élément de A est entier sur A.

Remarque 1.2. - On désigne par Trd/K(x) la trace réduite d’un élément x de

2 . La forme bilinéaire

est non dégénérée et, pour toute base x1 , ... , x n de existe une base

y1 , ... , yn de 03A3 , telle que Trd03A3/K(xi yj) = 03B4ij .
De plus, si un élément x de 03A3 est entier sur A , est entier

sur à .



1.3... Soit 11 un A--o rdre de ~ . So ient x , ... , x une base de ~,
"~, 

_..~.._ 1 n

contenue dans 039B, et Y1 , ... s y n 
la base de 03A3 telle ue yj) = ô..-

Alors tout A-ordre r , contenant 039B, est contenu dans EÂy . , où Â désigne la
_..,_........ J -

clôture intégrale de A dans K .

Démonstration. - Soit y Er; y ~ y . J _ avec 
b E 

, 

K . Alors, pour tout i

(1  i  n) , x . Y E r , et A , d’après 1.2,



PROPOSITION 1.9 [7]. - Pour qu’un sous-A-module M de E soit un A-réseau de

S ~ il faut et il suffit que KM et que M soit contenu dans un A-module

de type fini de E .

PROPOSITION 1.10 [7]. - Soient M ~ A-réseau de Ey Mi un sous-A-module de

E . S’il existe deux éléments x et y non nuls de K , tels que xM 

~1 est un A-réseau 

Inversement, si M l est un A-réseau de existe deux éléments a et
b ~ A y non nuls, tels que b M .

Définition 1 , Il . - Soit A un A-ordre de Z ; on appelle A-réseau, y un

A-réseau tel que la multiplication de E induise une structure de 039B-module bila-

tère sur M . On désigne par R(A) l’ensemble des 039B-réseaux, et par l’en-

semble des 039B-réseaux qui sont des 11-modules de type fini.

PROPOSITION 1.12. - Si M et N sont des A-réseaux, il en est de même de : 1

1° MnN~ M+ N , ( sommes finies I m. n. ~ m.e n.e N) ,
2° M:N=(xe E , M::N=(xe E , 
3~ AS) M pour toute partie multiplicative de A .

Commentaires. - Le fait que ces ensembles soient des A-réseaux provient de [7~
§ 4, et il est alors évident que ce sont des ~-modules. Vérifions-le pour

(M , tl) : ’

COROLLAIRE 1.13. - R(A) est un monoide unitaire résidué.

Il suffit de remarquer que, par 1.3 et 1. ~, A est un A-réseau.

Remarque 1.14. - Si A est noethérien, Rf(A) = R(A) , et R f (A) est résidué.

Il n’en est pas de même dans le cas général. Le problème se pose donc de savoir
d~,ns quelles conditions Rf(A) est résidué. On donnera une réponse partielle dans
le § 3 .

Donnons maintenant quelques renseignements sur la localisation des ordres et des
réseaux.

LEMME 1.15. - Soit A un A-ordre. Si A~ est un maximal, pour tout

idéal maximal ~’~ de A , alors A est maximal.



LEMME 1.16. -Si r est un idéal maximal de A y et si M et N sont des

A-réseaux de E :

Démonstration. - La vérification du 1° est triviale.

Pour le 2°, est vraie quel que soit N .

Inversement, soit (ni)1iq un système fini de générateurs de N .

On pose xn. = m.~s. (1 ~ i ~ q~ . Alors,
i i i

~ 

Pour terminer ce paragraphe, on donne un résultat qui se révèlera crucial dans le

§ 3, et qui est une conséquence immédiate du résultat suivant de ROBSON.

PROPOSITION 1.17 ( ~ 18 ~, p. 614 ). - Soit A un anneau admet tant un anneau de quo-

tients à droite, Q-artinien à droite. Alors, tout idéal à droite (ou à gauche),
contenant un élément régulier, est engendré par les éléments réguliers qu’il con-

tient. De plus, tout idéal de type fini, contenant un élément régulier admet un

système fini de générateurs réguliers.

COROLLAIRE 1.18. - Soient A un anneau de corps de fractions 

algèbre simple centrale de dimension finie sur K . Si A est un A-ordre, tout

de type fini admet un système fini de générateurs réguliers.

2. Cas où A est un anneau de Krull.

On se propose d’énoncer les résultats obtenus par GOLDMANN, RILEY et FOSSUII con-
cernant R(A) , lorsque A est un anneau de Krull.

PROPOSITION 2.1. - Soit A un anneau de valuation discrète, et soit A un

A-ordre maximal. Alors R(A) est un groupe cyclique inf ini engendré par le radical

~~ ~~) ..

On va obtenir la stucture de R(A) , p lorsque A est un anneau de Krull, en loca-
lisant A suivant les idéaux premiers de hauteur 1 de A .

PROPOSITION 2.2 ([23], p. 149 ). - Soit A un anneau de Krull, et soit ~~ un
A-réseau de E . On suppose donné, pour tout p ~ P(A) , ( P(A) désigne l’ensem-
ble des idéaux premiers de hauteur 1 ), p un A -réseau N(p) dans £ .



Alors, une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un A-réseau N’

dans Z , tel ue N’ =N(p) pour tout p E P (A) , est ue N(p) = M pour pres-
que tout p ~ P(A) . Dans ce cas, N 

P 
(p E P(A) est le plus grand des

A-réseaux adéquats.

PROPOSITION 2.~3 . ~~23~, p. 154, p. 322), - Soit A un anneau de Krull, un

A-ordre A est maximal si, et seulement si,

1° A est un A-module réflexif,
2° A~ est un Ap-ordre maximal, V p E P(A) .
Démonstration.

(a) A est un A-ordre maximal. Alors est un A-ordre contenant A , et

par conséquent A = ~~~~ .

Si A 0 n’est pas un -ordre maximal pour p0 ~ P(A) , alors, d’après 2.2,
il existe un A-ordre r réflexif tel que rp = A pour ~ ~ ~ 0 et conte-

nant strictement Ap0 , ce qui contredit la maximalité de il .

(b) Les propriétés 1° et 2° sont vérifiées. Alors si r est un A-ordre conte-

nant il , on a r 
P 
= A 

P 
pour tout p E P(A) , et à~ = A .

DÉFINITION 2.4. - On définit dans R(A) ( A étant un A-ordre maximal) la rela-
tion suivante : ô 

’ ’ ~ ’ ’ 

REMARQUE 2.5. - Il est facile de vérifier que c~ est une relation d’équivalence.
Si £ = K , on obtient l’équivalence d’Artin associée au monoide des idéaux frac-
tionnaires de A .

PROPOSITION 2.6. - Soit A un A-ordre maximal, et soient ~i , Mt , N , N’ E R(A).
On a alors les propriétés suivantes : 1 

’

Les vérifications sont immédiates en localisant en tout idéal p E P(A) .

THÉORÈME 2.7 ([10], p. 327). - Soient A un anneau de Krull de corps de fractions

une algèbre simple centrale de dimension finie sur K . Alors :

1 ~ G(A) = est un groupe abélien,



2~ Si r est un deuxième A-ordre maximal, G(r) est isomorphe à G(A) ,

30 Si 6 est un troisième A-ordre maximal, le diagramme suivant est commutatif :

3* A 

(A) Rappels ([7L p. 93, [11], chapitre 4).

DEFINITION 3.1. - Soit A un anneau commutatif intègre de corps de fractions K ..

A est dit de Prüfer si le monoïde des idéaux fractionnaires de type fini est un

groupe.

PROPOSITION 3.2. - Les propriétés suivantes sont équivalentes : 1

1° A est un anneau de Prüfer,

2° Pour tout idéal maximal M ’ de A , l’anneau local AM est un anneau de valua-

tion,

3° Pour tout idéal premier A, l’anneau local Ap est un anneau de valua-

tion,

40 Tout A-module sans torsion de type fini est projectif,

5° Tout anneau B tel que A C B ~ K est intégralement clos.

PROPOSITION 3.3. - Si A est un anneau de Prüfer, tout anneau B , tel que

A C B C K , est un anneau de Prüfer.

PROPOSITION 3.4. - Soit A un anneau de Prüfer. Pour qu’un A-module H soit

plat, il faut et il suffit qu’il soit sans torsion.

EXEMPLE 3.5.- E=M(K) ~ alors est un A-ordre maximal de type
fini.

On utilise le résultat suivant ([6], p. 24) :

Soit X ~ M (K) , X entière sur A ====> les coefficients du polynôme caracté-

ristique de X sont entiers sur A .

Il est alors clair que A = est un A-ordre de type fini.

Soit F un A-ordre contenant A . et soit X = (c~..) Er.~ 
ij

On pose E..=(ô..) . E..X est la matrice tous les coefficients sont .

nuls sauf ceux de la ligne qui a la forme (03B1j1 03B1j2 ... 03B1ji ... 03B1jn) .



PROPOSITION, .6 ([19], p. 624) . - Soient A un anneau de valuation de corps de

fractions K, et £ = M (K) . Alors A = r~ (A) est un A-ordre maximal de type
,.,_. n .-._.. n - ......-> - . 

- 

--.--, ...--.---- -.-- -

fini, et tout 039B-réseau de fini est principal (donc inversible).

COROLLAIRE 3.7. - Soient A un anneau de Prüfer de corps de fractions K, et

03A3 = Mn (K) . Alors A = est un A-ordre maximal de type fini et est

un groupe.

On peut alors introduire la définition suivante 1

DEFINITION 3.8. - On appelle ordre de 03A3 tout sous-anneau A de 03A3 tel que

On appelle ordre intégral de 03A3 tout sous-anneau A de 03A3 tel que K039B = 03A3 .

Etant donné un ordre intégral A , on appelle ~..réseau tout module bilatère M ~

contenu dans E et tel qu’il existe un k E K , 

On note R(A) l’ensemble des réseaux, et Rf (A) l’ensemble des A-réseaux

qui sont des A-modules de type fini.

On appelle ordre de Prüfer tout ordre intégral de E tel que Rf (A) soit un
groupe.

PROPOSITION 3.9. - A est un anneau de Prüfer ~ K ~ 03A3 . Si M et N sont deux

A-réseaux de type M n N est un A-réseau de type fini.

Démonstration (~8~, p. 462, théorème 2.2). - On utilise le fait que, sur un
anneau A de Prüfer tout A-module sans torsion de type fini est projectif, donc

de présentation finie ([5], p. 36).

COROLLAIRE 3.10. - Soient A un anneau de Prüfer de corps de fractions K , et E

une algèbre simple centrale de dimension finie sur K . Si A est un 039B-ordre maxi-

mal de type fini y alors est résidué. De plus, 1:1 = I::I = A pour tout

A-réseau de type fini.

Démonstration. - Soient M et N deux 039B-réseaux de type fini. N admet un sys-

tème fini de générateurs réguliers (n.).~.~ . Alors1 

est un A-module de type fini. Il en est donc de même de M:N , et M:N est

a fortiori un 039B-réseau de type fini. est résidué. Si I est un 039B-réseau

de type fini, I:I est une A-algèbre qui est un A-module de type fini. Tout élé-

ment de I:1 est entier sur A . I:I est un A-ordre contenant A , d’où le



résultat I: T ~ t~ .

THÉORÈME 3.11. - Soient A un anneau de Prüfer de corps de fractions K , et E

une algèbre simple centrale de dimension finie sur K .

Si A est un A-ordre maximal de type fini y et si tout A-résea,u de type fini

est pro jectif, est un groupe.

Démonstration (~20 ~, lemme 1.2). - Soit M un A-réseau de type fini. Il est pro-

jectif par hypothèse. Alors il existe une famille (03BBi)i~I et une famille 

d’éléments de 03BB) tels que, 12 ,

sauf pour un nombre fini de valeurs de i.

On peut identifier et I) de la façon suivante : i

Si Q E M" ~ on lui associe ~ : a ~-> ao et $ e A) . Inversement,
soient $ E et ~° E Hom (~ , ~~ son prolongement à E . Alors si

~ t ( 1 ~ ~ ~ , on a, pour tout a E 

soit l’image de dans Cet isomorphisme.

Alors, Y m e t>1 , 03A6i (m) = mJ. i = 0 pour presque tout 1 . On peut choisir m

régulier dans £ , et alors J, i = 0 pour presque tout 1.

Soit m quelconque dans M , alors m = L 03A6i (m) 03BBi = 03BBi) .
Ainsi 1 = ZJ. À . G M-1 ?,I , et par conséquent M-1 F’I = A .

i 1

On montrerait de même que MM-1 = A , d’où le résultat.

Remarque. - On peut espérer s’affranchir de l’hypothèse que tout 039B-réseau de

type fini est projectif, ce que je n’ai pas réussi à faire jusqu’à présen,t.

(C ) Sur-ordres

Certains résultats de la théorie d’AKIBA [ 1] ont une traduction immédiate dans le
cadre des algèbres simples centrales.

PROPOSITION 3 . 1 2 . - Soit A un anneau unitaire. Pour qu’un A-module à droite E

§oi£, plat, il faut et ig suffit qu’il vérifie la condition suivante :
Si (a ) et (b ) sont deux familles finies d’éléments de E et de A

respectivement, telles gue .I~ e, b. = 0 , il existe un ensemble fini J , une- - 

....  -.... m ie i 1 -

famille et une famille (aji) (j ~ J , i G I) d’é-
léments de A tels ue



PROPOSITION 3.13 ~~ 1 ~, théorème 1 ) . - Soient A c r deux ordres de ~ tels que

F soit A-plat à gauche et à droite y alors, pour tout élément b régulier dans

dans r ~

Démonstration. - b = ~~~ , 11 .

Alors ~( ~%~ - ~1, ~ ~ et, diaprés 3.12, il existe un ensemble fini (b.).~-
~ ~EJ

d’éléments de T et un ensemble fini (a . , a2j) d’éléments de 039B tels que :-LJ 2~

Le lo entraîne (A::b) ~ et le 3° entraîne (A::b). F = r .
On montre de même que = F .

COROLLAIRE 3.14. - Soient deux ordres de E, tels que F soit A-plat
(à gauche et à droite). Pour tout A-réseau, on a

Démonstration. - On a déjà (bn 

Soit b E~ , (l~::b? r = F par 3 ,13. Par conséquent, il existe un ensemble

fini I , une famille d’éléments de et une famille (b..
d’éléments de r tels que

, ,

THEOREME 3.15 . - Si A est un ordre de Prüfer et sj F est un sur-ordre plat de
A , F es£ un ordre de Prüfer.

Démonstration. - Soit b un idéal bilatère de type fini de 1 . D’après 3 .14,
( b n A)1 = b = î(b ~ A) . Soit (b . ) i un système générateur fini de ’ b . Alors,



constitue un système générateur fini de b , 9 contenu dans b n A .

Si M est un 0393-réseau de type fini quelconque y il existe un k e K tel que M

soit un idéal bilatère de r , d’où le résultat.

COROLLAIRE 3.16. - A est un anneau de Prüfer de corps de fractions I~ . ~ est

une algèbre simple centrale de dimension finie sur K . Soit A un A-ordre maxi-

mal de type fini, alors tout sur-ordre r de A est un ordre de Prüfer.

Démonstration. - D’après le lemme qui sera établi plus loin (3.17), A est un

A-module fidèlement plat. D’après [5] (p. 34~, r est A-plat. Par conséquent,

quelle que soit la suite exacte de h-modules,

la suite

o -~ ( 11 ~ r A r) ~~ t1 M ( t1 ~ A r ~ ~ ~1 ~~ -.:.-~,.__,~ ( h ,~ A r ~ ® Mn -~ 0

est exacte.

Maintenant A est fidèlement plat, et

est exacte, r est un 039B-module plat. Le théorème 3.15 donne alors le résultat

suivant.

LEMME 3.17. - Si il est un A-ordre maximal de type fini, A est fidèlement

plat sur A .

Démonstration. - A étant projectif de type fini, Am est libre de type fini,
donc fidèlement plat pour tout idéal maximal ? de A ~~5~, p. 138). Alors,
d’après [5] (p. 116), il est un A-module fidèlement plat.

(D) A est un anne u Dedekind".

a introduit la notion suivante ([il], § 29) :



DÉFINITION 3.18. - Soit un anneau commutatif intègre de corps de fractions K.

A est dit "quasi-Dedekind" si A 
p 

est un anneau de valuation discrète pour tout

idéal p premier non nul de A .

PROPOSITION 3.19. - Si A est un quasi-Dedekind, tout idéal premier est maximal.

THEOREME 3.20. - Soient A un anneau "quasi-Dedekind" de corps des fractions K ,

S une algèbre simple centrale de dimension finie sur K. Soit A un A-ordreJ qui

est de plus un ordre de Prüfer de E , alors A est un AM-ordre maximal pour
tout idéal maximal 3~ de A, et A est lui-même un A-ordre maximal.

Démonstration..- AM est un AM-ordre pour tout idéal maximal M de A, donc

un AM-module libre de type fini. 039BM est un AM-module fidèlement plat et,
d’après [5] (p. 116), A est un A-module fidèlement plat.

En raisonnant comme dans la démonstration de 3.16, on obtient que 039BM est un sur-

ordre plat de A , donc un ordre de Prüfer (3.15). Or = Rf(039BM). Tout 
réseau est inversible, et A~. est maximal (cf. [20], p. 25~). 

~’ 

Maintenant A est maximal d’après 1.15.

THÉORÈME 3.21. - Soient A un anneau "quasi-Dedekind" de corps de fractions K,

E une algèbre simple centrale de dimension finie sur K . Soit A un A-ordre tel

que A soit maximal pour tout idéal maximal de A. Alors A est un ordre de

Prüfer.

Démonstration. - On montre, de façon analogue à 1.16, que 
est un A-réseau de type fini.

Soit maintenant un 039B-réseau N de type fini. Alors (A:M) = M" est un

039B-réseau de type fini, et = pour tout idéal maximal M de A .

Dans R(~) , (M~)"~ M~ = A~ , et en globalisant M = A .

PROPOSITION 3.22. - Soient A un anneau "quasi-Dedekind" de corps de fractions

K ~ S une algèbre simple centrale de dimension finie sur K . Soit A un A-~

ordre tel que soit maximal pour tout idéal maximal ? de A . On a alors les

propriétés suivantes : 1

1° R(A) est un monoïde simplifiable et commutatif ;
2o R(A) est un treillis distributif ~

3° M(N nP)==MNnMP, VM.N.Pe R(A) ;
4° (M + N)(~ n N) = MN, V M , N e R(A) .

Commentaires. - La méthode consiste à localiser en tout idéal ~ maximal de A .

On travaille alors dans où est un ordre maximal sur un anneau de



valuation discrète.

Le 1~ et le 2~, par exemple, proviennent du fait que est simplifiable et

commutatif et un ensemble totalement ordonné, donc un treillis distributif.

Signalons pour terminer ce paragraphe une réciproque partielle de 3.22.

PROPOSITION ~.2~. - Soient A un anneau de Prüfer de corps de quotients K , E

une algèbre simple centrale de dimension finie sur K. Soit A un A-ordre tel

que soit simplifiable. Alors A est un anneau .~quasi-Dedekind~!.

Démonstration. - On remarque d’abord que si A est un anneau de valuation ot l1

un A-ordre, tout idéal entier de A est le contracté d’un A-réseau entier de A .

En globalisant, on obtient le même résultat, quand A est un anneau de Prüfer.

Il est alors immédiat que si R(A) est simplifiable, il en est de même de I(A)
(ensemble des idéaux fractionnaires de A ), ce qui caractérise les anneaux quasi-

Dedekind.

4. Conclusion.

Un certain nombre de problèmes semblent ouverts.

PROBLEME 1. - Peut-on caractériser un ordre maximal A sur un anneau de Prüfer

par la propriété I ~ I = I: : I pour tout I E 

Commentaires. - Cette condition caractérise les anneaux intégralement clos (cas
K ) et caractérise les ordres maximaux dans le cas noethérien.

PROBLÈME 2. - Dans quelles conditions la condition " A maximal" implique-t-elle
la condition ~~ A maximal pour tout idéal maximal de 

Commentaires. - C’est toujours vrai quand A est noethérien intégralement clos.
En utilisant la démonstration d’AUSLANDER-GOLDMANN ([2], proposition 12), on peut
montrer que c’est encore vrai pour un A-ordre maximal de type fini lorsque A est

un anneau de Prüfer.

(fondamental). - Peut-on éviter l’hypothèse de finitude faite dans le
paragraphe ~~ et montrer que tout ordre maximal sur un anneau de Prüfer est un
o rdre de Prüfer ? 

’ 

Complément. - Dans la remarque suivant le théorème 1.11, on espérait s’affranchir
de l’hypothèse que tout 039B-réseau de type fini est projectif. C’est le but du lemme
suivant :



LEME. - Soient A un anneau de Prüfer, K son corps de fractions, 03A3 une al-

gèbre simple centrale de dimension finie sur K . Alors tout A-réseau r de type

fini est pro jectif lorsque A est un tordre de type fini.

Démonstration. - Elle se fait en deux étapes 2

1° r est un A-module plat ( à gauche et à droite).

La démonstration est identique à celle du corollaire ~.16.

2° r est un A-module de présentation finie.

Il suffit de montrer que si f est un 039B-épimorphisme d’un 039B-module libre LO
dans r, alors Ker f est de type fini de type fini).

0 -~ Ker f -~ Lo -~ r

est une suite exacte de A-modules ; F est un A-module de présentation finie ;

L 0 est un A-module de type fini. Alors, d’après BOURBAKI (~5~, p. 37~, on a que

Ker f est un A-module de type fini, et a fortiori un A-module de type fini.

Maintenant, d’après CHASE ([8], p. 459) , r , 039B-module plat et de présentation

finie, est projectif.

C. Q. F. D.
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