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Séminaire DUBREIL~PISOT 4~01
(A1gtbre et Théorie des nombres) )
24e année, 1970/71, n° 4, 11 p. 7 décembre 1970

SUR LES DEMI-GROUPES TOTALEMENT ORDONNES O~-SIMPLES

par Thérése MERLIER

E. Ja. GABOVIE, dans [4], posait le problime suivant : "Décrire les demi-groupes
sbéliens totalement ordonnds O-simples, et les demi-groupes (abéliens) finis tota-
lement ordonnés O-simples". Nous apportons ici une solution de ce probléme dans
quelques cas particuliers. Rappelons qu'un demi-groupe (totalement) ordonné est O-

simple, s'il n'admet pas d'idéal bilatére convexe propre.

Dans le premier paragraphe, nous montrerons que ce probléme peut se formuler de
diverses manidres ; dans le second, nous donnerons quelques propriétés algébriques
des demi-groupes ordonnés O-simples, ayant un plus petit ou un plus grand élément,
ou les deux. En particulier, un demi-groupe abélien O-simple, ayant un plus grand
ou un plus petit élément, est trivial (théoréme 3). Les paragraphes 3 et 4 seront
respectivement consacrds aux demi-groupes périodiques totalement ordonnés O-

simples et aux bandes finies totalement ordonnées O-simples.

1. Conditions équivalentes & la condition " O-simple'.

’/
DEFINITIONS 1. - Dsns un ensemble ordonné X , une partie A est s

- héréditaire, si (xeX, aelh, x<a) => (xel);

- héréditaire duale, si (xe€e X, aeld, agzx) => (x e A) .

Ll ’ e 3 -
Si A est un sous-ensemble de X , nous noterons A 1la partie héréditaire en-

gendrée par A , c'est-a~dire que

A=fxeX; d3aelh, xgal ,

—

et A désignera la partie héréditaire duale engendrde par A ,

=l

={xeX; 3 ach, agx} .

LEMME 1. - Dans un demi-groupe ordonné S , si 1 est un idéal & gauche [bila-

o

tére], I est un idéal A gauche [bilatdre], partie héréditaire de S .

Soit T =fyes; 3iel, y<i} . Par définition,

ditaire ; soit y € T

est une partie héré-

s ye€ei, i€l ; d'ou, pour tout
Comme xi appartient & I , qui est idéal & gauche, xy €
gauche aussi.

de S, xy <xi.

Hp X HT

, qui est donc idéal 2
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S S P A— . , R
En particulier, pour tout élément a de S, %a., (ES , SaS) sont des idéaux 3

gauche (& droite, bilatdres), parties héréditaires de S .

De facon duale, T est un idéal a gauche, partie héréditaire duale dés que I

est un idéal a gauche.

PROPOSITION 1. - Dans un demi-groupe ordonné, tout idéal & gauche [ & droite, bila-
tére ] convexe est 1l'intersection d'un idéal A gauche [ 3 droite, bilatdre], partie

héréditaire, et d'un idéal & gauche, partie héréditaire duale.

- —
Si I est un idéal & gauche convexe, I et I sont des idéaux 3 gauche hérédi-
n

g
taire et héréditaire dual respectivement, et I &tant convexe, InT

I.

est égal 3

DEFINITION 2. - Un demi-groupe totalement ordonné est O-simple & gauche, s'il

n'admet pas d'idéal i gauche convexe propre.

Avec cette définition, nous avons le théoréme suivant :

THéORﬁME le = Soit S un demi-groupe ordonné. I1 y a équivalence entre :

(a) S est O-simple & gauche [ O-simple] ;

(b) S n'admet, ni idéal & gauche [bilatdre] héréditaire propre, ni idéal & gau-

che [bilatére ] héréditaire dual propre ;

(¢c) 1aes, Sa=5a=>5 [5as=75a8=35].

(a) ==> (b) : Toute partie héréditaire ou héréditaire duale est en particulier

convexe ; donc cette implication est immédiatement vérifiée.

(b) ==> (a) : I1 suffit d'appliquer la proposition 1.
(b) ==> (c) : C'est immédiat, d'aprés le lemme 1.

(c) == (b) ¢ Soit I wun idéal & gauche héréditaire, et soit a € I ; alors
L ———
SacI et, Sa  étant égal &4 S, I =8, et I estun idéal impropre.

THEOREME 2. - Soit S wun demi-groupe ordonné abélien. Dans ce cas, S est O-

simple, si, et seulement si, toute image O-homomorphe de S , positivement ou néga-

tivement ordonnée, est triviale.

En effet, toute image O-homomorphe «(S) = S' de S est positivement ordonnée

si, et seulement si, 1'équivalence d'application m_ est telle que = _= N 1
ielI i

b4
ou les Hi sont des idéaux, héréditaires duaux, et Gé 1'équivalence de Croisot

NS 1 P . . .
associée a Hi « Comme CF est 1l'équivalence unlverselie si, et seulement si,
L

H = 8, nous avons le résultat, en vertu du (b) du théoreme 1.
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2. Quelques Erogriétés algébriques des demi—grouges totalement ordonnés O—simgles.

PROPOSITION 2. = Soit S un demi-groupe ordonné, de plus petit élément =z . Si

S n'admet aucun idéal & gauche, héréditaire dual, propre, z est zéro & gauche de
S .

Puisque S n'admet aucun idéal- & gauche héréditaire dual propre, Sa=>5 pour
tout a de S ; en particulier, =z € Sa , donc =z < xa < z , pulsque 2z est plus

petit élément de S , d'ou xa =2z . Mais z<x, d'oh z<< zagxa=1z2 et

z =za » 2z est donc zéro & gauche.

PROPOSITION 3. = Soit S wun demi-groupe totalement ordonné, de plus petit é1é-

ment 2z , sans idéal bilatere héréditaire dual propre. Alors, pour tout a de 3

’
Za QU &8z = 2 .

Sag = S , donc, de la m8me facon que dans la proposition précédente, on a
zaz = z pour tout a de S . Mais S est supposé totalement ordonné j; donc, a
étant donné, nous avons par exemple =z £ za < az , d'ou, en vertu de 1l'isotonie,

2 2 . 2
z- <z a<gzaz =2z ; et, par suite, z =2 = za .

THEOREME 3. - Soit S un demi-groupe ordonné abélien, avec un plus petit élément

Zz ou un plus grand élément w ;3 S est O-simple, si, et seulement si, S est

réduit 3 un seul élément.

D'apreés la proposition 2, si 2z est le plus petit élément de S , nous avons
Zza = z = azg pour tout a de S, et z est un zéro de S , donc un idéal convexe
et, par suite, S = {z} . Si u est le plus grand élément de S , une proposition
dvuale de la proposition 2 permet d'affirmer que ua = u = au pour tout u , donc

S = {u}l dans ce cas.

COROLLAIRE 1. - Un demi-groupe abélien totalement ordonné, ayant un plus petit ou

un plus grand élément, est O-simple, si, et seulement si, il n'admet pas de sous-

demi-groupes convexes propres.

On sait, en effet [3], qu'un demi-grocupe totalement ordonné sans sous—demi-

groupes convexes propres est réduit a un élément.

COROLLAIRE 2. = Un demi-groupe abélien fini, totalement ordonné, est O-simple,

si, et seulement si, il est réduit & un élément.

Remarque. — Dans le corollaire précédent, le résultat subsisterait si 1l'on suppo-

sait le demi-grouve ahdlien fini crdonné en demi-treillis.
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PRCPOSITION 4. - Soit S wun demi-groupe totalement ordonné O-simple. S admet

un plus petit élément, si, et seulement si, 1'ensemble de ses zéros a gauche (ou a

droite) admet un plus petit &lément =z . Dans ce cas, z est le plus petit élément
de S .

Si S admet un plus petit élément =z , d'aprés la proposition 3, pour tout a
de S, za ou az =32z . 351 S n'est pas réduit & un élément, 2z n'est pas un
zéro, donc il existe x € S tel que 2zx =2z et xz # z . Dans ce cas, soit y < x,

z<zy<2zx=2 et zy=2.80it y>x, alors z < Xz <yz , puisque xz est

distinct de 2z , yz est distinct de z , et, par conséquent, zy = z .
Ainsi, pour tout y de S, zy =12, et 2z est zéro & gauche de S .

Réciproquement, supposons que 1l'ensemble des zéros & gauche de S n'est pas vide,
et soit =z son plus petit élément. Supposons qu'il existe x €85, x<z. S
dtant O-simple, il existerait o , € S tels que azp £ x <2 . 0r 28 =12, et
ainsi oz < x < 3z . Mals oz est encore un zéro & gauche, donc oz < z est impos-

sible, et 2z est le plus petit élément de S .

THEOREE 4. -~ Soit S wun demi-groupe totalement ordonné, de plus petit élément

z et de plus grand élément u (z #u) . S est O-gimple, si, et seulement si,

z et u sont deux zéros & gauche (ou 3 droite).

Condition nécessaire : D'aprés la proposition précédente et celle qui s'en déduit

par dualité, z et u sont zéros & gauche (ou & droite).

Condition suffisante : I1 suffit de montrer que, pour tout a de S,

§aS = §aS = s $ or wva=uw, za=232, donc vau =u , 2Zaz = % , pour tout a de
—_—
S . Ainsi, pour tout x de S, x e SaS , puisque zaz = z < x , et, de méme,

x € Sas , puisque x £ wau . S est donc G-simple.

COROLLAIRE 3. - Soit S un demi-groupe simple. S peut &tre totalement ordonné

avec un plus petit et un plus grand élément, si, et seulement si, S est un zéro-

demi~groupe & gauche [ou & droite .

I1 est facile de voir que, si S est un zéro-demi-groupe & gauche cu & droite,
toute relation d'ordre total définie sur S 1'ordonne totalement. En particulier,

S peut 8tre totalement ordonné avec un plus petit et un plus grand élément.

Réciproquement, si S est un demi-groupe simple, il est O-simple. Supposons
qu'il soit ordonné avec un plus petit élément et un plus grand élément. D'aprés le
théoréme 4, ces deux éléments sont donc deux zéros & gauche (ou 2 droite). Hais
1l'ensemble des zdros & gauche est un idéal bilatére ; comme S est simple, S est

un zéro-demi-groupe a gauche.
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Nous savons [ 1] (theorem 8.45) que tout demi-groupe S peut 8tre plongé dans un

demi-groupe simple S' . De méme, nous avons le théordme suivant :

THﬁORﬁME 5. — Tout demi-groupe S totalement ordonné [ partiellement ordonné ]

peut 8tre plongé dans un demi-groupe S' totalement ordonné [partiellement ordonné’

O-simple, 1'ordre défini sur S' prolongeant celui donné sur S .

Considérons, en effet, l'ensemble S' =S u {z} u f{ul , ol 2z et u sont deux

symboles n'appartenant pas & S . Définissons, dans S!' , les relations suivantes :

yxesS, z<x<u;
z3' =z 3 Sz =23 xy dans S!' = xy dans S ;
uS' =u 3 Su=ugy gi x et y appartiemnent &2 S .

by

z et u sont donc zéros a gauche de S' . Si nous montrons que 3' est un demi-
groupe ordonné, il sera O-simple, d'apres le théoréme 4. Pour vérifier que S!?

est un demi-groupe, il suffit de voir que (xy)t = x(yt) lorsque x € 8 et y ou
t ¢ S . L'isotonie se vérifie facilement du fait que S est un demi-groupe ordonné,

que z et u sont zéros & gauche de S' et zéros a droite pour les éléments de
S .

Remarque. - Alors que tout demi-groupe peut &tre plongé dans un demi-~groupe sim-—
ple unitaire, il n'en est pas de m8me pour un demi-groupe ordonné, puisqu'un demi-
groupe totalement ordonné ne peut en géndral &tre plongé dans un demi-groupe uni-

taire totalement ordonné (voir [2], par exemple).

3. Demi-groupes périodiques totalement ordonnés O-simples.

AP

On sait [2] que, si dans un demi-groupe S périodique totalement ordonné, les

idempotents commutent, 1l'équivalence en fuseaux 6 est une congruence, et les fu-

seaux sont des sous-demi-groupes convexes.

Nous considérerons ici des demi-groupes totalement ordommnés, périodiques, dans
lesquels l'équivalence & est une congruence. Les propriétés que nous obtiendrons
seront donc valables, si BE , demi-groupe des idempotents, est abélien, ou si S

lui-méme est abdlien. Le fuseau d'un élément e sera noté Fe .

THEOREME 6. - Soit S un demi-groupe périodigue totalement ordonné, dans lequel

a

S est une congruence, et scit E le demi-groupe des idempotents de S . S est

O-simple, si, et seulement si, E est O-simple et vérifie : " e plus petit &1é-

ment de E " implique " e plus petit élément de Fe ", et " e plus grand élément

de E " implique " e plus grand €lément de Fe ",
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1¢ Supposons S O-simple. Scient e et f deux éléments de E . Puisque S

est O-simple, il existe, d'aprés le théoréme 1, des éléments x , y € S,

i

x! , y'te€ S, tels que xey < f < x'ey' , par exemple. Si xey = f (5) , comme

x =g, (5) y Y = g2 (5) , avec g4 et g2 éléments de E , nous avons

Xey = g, eg, , car S est une congruence. D'ol g, 8, = f , puisque g, e85 est
un idempotent, donc le seul du fuseau de xey . Par contre, si xey # f (%) ,

xey < £ et g, 8 < f aussi par convexité des fuseaux, dans un demi-groupe pé-

2
riodique. Donc, dans les deux cas, il existe g1 1 8, € E , et de méme gi ’ gé e B,

tels que g, 8, <f g gi egé « E est par suite une bande O-simple.

Montrons maintenant que " e minimum dens E " implique " e minimum dans F
(donc de S )". Si ae F, et si a<e , puisque S5 est O-simple, il existe
Xx,y€S tels que xey<a<e ., Donc x ou y £ Fe (e est en effet élément
zéro de F_ ). Comme e est minimum dans B, si x et y ¢ F o, e<x, e<y,
et e < xey , et, si x ¢ Fe , V€ Fe y &y =e et e<x . D'ol xey =xe 2e .

Dans tous les cas, l'hypothése a < e conduit & une contradiction, donc e < a

pour tout a de Fe .

De la méme fagon, on montre que " e maximum dans B " implique " e maximum dans

Fo",
e

2° Réciprogquement, d'aprés le théoréme 1, il faut montrer que, ¥V a , b e S,

ix,y, x',y!, tels que xay < b < x'ay! .

A

() Soient a et b appartenant a Fe .

S3i e n'est ni maximum, ni minimum dans E , il existe f , g dans E tels que

f<e<g. E étant O-simple, on peut trouver g1 0 859 gi ’ gé éléments de B
satisfaisant aux inégalités suivantes : g, ©&, £f<e<gg gi egé . 11 vient

slors, en utilisant la convexité des fuseaux,
< < g! ' < < g! ! .
€ 886y <P <gjagy et g bg, <a<g b

Si e est minimum dens E , alors e est le plus petit élément de S . D'ou

e < a<b, par exemple. Mais, si S n'est pas réduit & un seul élément, il existe

a
au moins un autre idempotent f , et b < f . Comme f < g, €8, avec g, e (E
est O-gimple), a et b sont inférieurs a g, a8, et g, bg2 . Dol
e = eae <Db g, a8 et e = ebe £ a< = bg2 .

2
M&me démonstration si e est maximum dans E .

(8) Soient a e F, beF,, et e<f, par exemple.

Si e n'est pas minimum et f non maximum, il existe h et h' , idempotents

de S, tels que h<e<f <h', Donc, E étant un demi-groupe O-simple, il

existe g1 1 85 9 gi s gé éléments de E vérifiant g, fg2 £h<e<h'( gi fgé y
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d'ou, par convexité des fuseaux, et en utilisant le fait que S est une congruence,

g, bg2 <ac< gi bgé . De méme, il existe kl ’ k2 , k! , k! tels que

1772
< n! ' 1 i 3 1 LN
kl ekz.s h<f h! kl ek2 , et il vient kl ak2 <b < kl ak2
Si e est minimum et f non maximum, on a donc ega<b<g, avec gE€ B,

g#f . Dol e =eae <b <gcg g, €8, » OT g, ag, = g, €8, (%) (gi € E) , donc

10 ¥

eae < b < g 885 s et, de méme, il existe k € E tels que kl gk2 < e . Mais

e est minimum, donc kl gk2 = e = kl bk2

S5i e n'est pas minimum et si f est maximum : méme démonstration que précédem-

ment.

Si e est minimum et f meximum, alors e a<bgf . Or E étant O-simple,
il existe g1 9 &5 € E tels que g, fg2 = e . D'ou g bg2 =e<a<fbf =f . Et,
de méme, eae=e<b<f<gi egé avec g]'_,géeE.D'oix eae=e<b<giagé=f.
S est donc O-simple.

COROLLAIRE 4. ~ Soit S wun demi-groupe périodique totalement ordonné, dans le-

quel & est une congruence. Si S n'admet, ni plus petit élément, ni plus grand

élément, S est O-simple si, et seulement si, B est O-simple, sans plus petit

élément, sans plus grand élément.

COROLLAIRE 5. - Soit S wun demi-groupe périodique totalement ordonné, dans le-—

quel les idempotents commutent. Si le demi-groupe des idempotents admet, ou un plus

petit élément, ou un plus grand élément, S est O-simple si, et seulement si, S

by

est réduit a un seul élément.

Cela résulte du théoréme 3 et du théoréme 6.

COROLLAIRE 6. -~ Soit S un demi-groupe totalement ordonné périodique, dans le-—

quel les idempotents commutent. Si S admet un plus petit élément ou un plus grand

élément, S est O-simple si, et seulement si, S est réduit & un seul élément.

En effet, si S admet un plus petit élément a , le fuseau de a , qui est le
fuseau de e par exemple, est tel que e est le plus petit élément de E ; donc

E est une bande commutative avec plus petit élément, O-simple (théorime 6), donc,

d'aprés le théoréme 3, B est réduit & fe} , et S aussi.

Le théordme 6 fait intervenir des demi-groupes idempotents, bandes, totalement
ordonnés O-simples. Nous allons maintenant examiner la structure des bandes finies

totalement ordonnées, ©O-simples.
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4. Bandes finies totalement ordonnées O-simples.
WM’\'V\'\NW\I\AMNWWW

Soit S wune bande finie totalement ordonnée O-simple. Soit 2z 1le plus petit
élément, et soit u 1le plus grand élément. Nous avons vu (théoreme 4) que 1l'on pou-
vait supposer =zx = z pour tout x de S, et ux =u pour tout x de S . Dans

ce cas, la table de Cayley de la bande S est nécessairement de la forme suivante,

les zéros & gauche de S étant z = Zo 9 Zy s cee s zp s eee 5 Z, =U, avec
z2 <2, <.o0 < zp <eeo <u, et S étant ordonné par
< LI < < < eee < < < es e < < s o < a < u ° -
z<a &r,1 < %y Zoml < B4, p-1 Zy t,n
e s LN ) LN a u
z a1,1 ar,l 21 Zp—lal,p-l as,p-lzp Zn-1 at,l tyn
z Z cee Z zZ oo z z cos z
a Z z z oue z zZ cee z;
1,1 1 1 1 1
: : 5 : 2y
ar,l zZ z4
LN ] Z
z, z4 ces z, z, .o z, z; 1
. e 0 o e e Z Z LN 2 Z
Zp-l zp—l zp--l Zp—l p-1 p-1 p—-1
oes Z z ces z
®1,p-1] "p-1 -1 Fp-1 p P p
L] . . : Z
: : Zoml : Sy : D
see Y2z Z es e 2z
#s,p-1| “p-1 “p-1 -1 b——— " p P
oeo Z z cee z Z cos z
“p “ p p p P p
o s 0 Z
Zn-1 n-1 “n-1 Zn-1 Tt “n-1 “n-1 n-1
z u u
8,1 | "n~-1  °°* Zn-1 n-1
: : %1 : S, |t
cee z z u
8, | %n-1 °°° “n-1 n-1 n-1
u u ces u ees u u coe u
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Sp est un sous—demi-groupe de S , ou bien il est vide j c'est 1l'ensemble des

é1éments compris entre deux zéros & gauche, et z_ .

Z
p-1 P
Pour établir la forme de cette table, nous utilisons essentiellement 1'isotonie

de la multiplication par rapport & la relation d'ordre.

Soit x un élément de S

10 2 <x< Z;y Z < xz £ x 5 mais xz est aussi un
zéro & gauche,; donc xz =2 ;3 X < Xz, < Gy donc Xz, = 2 -
Soit alors y wun élément de S , tel que N <V , Xz, <xy , d'ol zy < Xy
mais Xy <2z, ¥ = 2, ( z; est zéro 3 gauche), donc Xy = z -

Ce raisonnement est valable pour tout zéro : si Sp est 1'ensemble des éléments
X

compris entre Zp—l et zp , 81 x € Sp ’ Zp—l <x<g_ 3 soit y € 8, avec
< < : i £x< i
y < zlz_1 z Zp—l Yy <Xy < xzp_l s mais Zp-l < sz-l <X zp , done xzp_l y qui
est zéro a gauche, est égal a Zp—l , et, comme Zp—l y = zp__1 ’
Xy = Zp_ 1 .

Au contraire, si y 22z, xy = z_ . Enfin, chacun des S, est un sous~demi-
D b 1
groupe ; le produit de deux éléments est en effet compris entre ces éléments dans

une bande.

PROPOSITION 5. — Une bande S finie totalement ordonnée, O-simple, admet une

partition

Sz(U Zi>u(\u Si) ’

1=0 i=1
ou les z; sont les zéros & gauche (& droite) de 3 , et ou Si est 1'ensemble

des éléments de S compris strictement entre Zi 4 et z; De plus, la relation

d'équivalence, associde & cette partition, est une congruence C ; S/C est une

bande totalement ordonnée, ima_.e O-homomcrphe de 3

Ceci résulte de la table de Cayley d'une bande totalement ordonnée U-simpie.

Nous pouvons de plus énoncer la proposition suivante :

PROPGSITION 6. — Une bande finie totalement ordonnéde ©O-simple est rdunion dis-

jointe de demi-groupes totalement ordonnés Zi (i=0 s 1 s cee n) avec zéro,

le zéro de Y, en dtant le plus ;>-2d élément. De plus, il y a bijection entre ces

sous—demi-groupes et les zéros a gauche de S .

D'apreés la table d'une bande O-simple, 1 nous suffit de prendre

ZO={Z1~ ? E:L:Slu{zl} 9 cee Zi=SlU{zl} ’
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de fagon générale.

Remarquons gque cette partition ne détermine pas une congruence.

THéORﬁME 7. = Si une bande finie est totalement ordonnée, O-simple, alors, pour

toute autre relation d'ordre 1'ordonnant totalement, elle est encore O-simple.

Reprenons la table d'une bande S totalement ordonnée par <« , O-simple pour
cette relation. Supposons que la relation <« ordonne S totalement ; montrons que,
relativement & < , le plus petit éiément de S est encore un zéro & gauche, Rai-
sonnons par 1'absurde, et supposons que x est le plus petit élément de (S, <) .
Puisque x n'est pas zéro & gauche, dans (S, <) nous avons Z 1 <x < z,

exemple. Dans (s y <), x < zp , donc par isotonie xz < z_ z = z_ ; mais

par

Xz = Zp—l (table de Cayley de S y € ), donc zp_‘_1 < zp . De méme, dans (S ’ <) ,

Z ’ 2 u =z s mais xu=42_, donc z_ < g .
p-1 p-1 p-1 P p p-1
Les deux inégalités zp—l < zp et zp < Zp-l étant simultanément irréalisables,
le plus petit élément de (S , <) est un zéro & gauche. De la méme fagon, le plus

nous avons X < d'oi xu <

grand élément est un zéro & gauche et, d'aprds le théoreme 4, (S, <) est O
Simple.

5. Construction de demi-groupes totalement ordonnés O-simples.

PROPOSITION 7. - Si S est un demi-groupe totalement ordonné, simplifiable, O-

simple, et si S' est un demi-groupe totalement ordonné, le produit direct

D=2S8" xS est un demi-groupe totalement ordonné O-simple.

D peut &tre totalement ordonné par 1l'ordre lexicographique
((a, b)) (e, d) <=> (b<d ou b=4d et axgc) .

D est O-simple pour cette relation d'ordre total. Puisque S est simplifiable,

S n'admet, ni plus petit, ni plus grand élément ; de tels éléments sont en effet

zéros & gauche ou a droite ( S est O-simple).

Soient (a , b) et (c , d) deux éléments de D . Il existe donc un élément x

de S tel que b<x, d<zx. Comme S est O-simple, b<xgzdt, z, tesS,
et

(a ’ b) < (Z' ’ z)(c ’ d)(t' ’ t) ’

avec (z' , t') quelcongue élément de D . De m8me, il existe y de S +tel que

y<b, y<d, et, par suite, il existe u et v tels que udt <b et
(u! , w)(c , 1) (v? ’ v) < (a, b) .

D est donc O-simple.
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Remarque. — 31 S' n'est pas simple, D ne peut 1'8tre. Donc, si S est un

demi-groupe totalement ordonné simple, simplifiable (donc O-simple), si S' est

un demi-groupe totalement ordonné non simple, D = S' x S est totalement ordonné,

O-simple sans &tre simple.

Exemple. — Soit S 1le groupe multiplicatif des rationnels strictement positifs
S est totalement ordonné par (a < b) <==> (a/b 1), et S est évidemment
simple. I1 est de plus simplifiable.

Soit 8' 1le demi-groupe additif des entiers positifs. S' est totalement ordon-
né par (a < b) <==> (b - a2 O) . Le produit S' x S est un demi-groupe, tota-
lement ordonné par 1'ordre lexicographique, O-simple (comme S ), et qui ne peut

8tre simple, puisque S' ne 1l'est pas.
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