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Séminaire DUBREIL-PISOT 14-01

(Algébre et Théorie des nombres) e
24e année, 1970/71, n° 14, 18 p. 17 mai 1971

UN PROBLEME DE DUALISATION
DANS LES ALGEBRES ABSTRAITES ET LES ENDOMORPHISMES DECOMPOSANTS

par Jean-Claude ANSCOMBRE

1. Notions sommaires sur les algébres abstraites.
L e e B e a et o o s N N a ad

1.1, Généralités.

Une algdbre abstraite ¥ est un couple noté (A, §) , od 4, support de 4,
est un ensemble non vide, et & une famille d'opérations, définie de la fagon sui-

vante : on considére, pour tout entier n >0 , une famille Sh , éventuellement
vide, d'applications du produit cartésien A" dans A . Chaque f de ﬁn sera
appelée opération & n variables, une opération & O variable consistant & dési-
gner un élément a de A . On pose alors
5: U 3 [
neN ™
Une sous-algtbre B de ¥ est un couple (B, 3) tel que B est une partie non

vide de A , stable pour chacune des opérations f de & . On montre que la famille

des sous-~algébres de U forme une famille de Moore. Une congruence C de U est
une équivalence de A telle que, pour toute opération f de $ & n variables,

et pour tout systéme (xl PRI S yn) de A, 1'hypothdse

pour tout i=1, 2, .. , n, X, =Y. () ’
entraine

f(x1 b Xy p eee xn) = f(y1 » Yo 9 see s yn) (¢) .

Soient deux algdbres abstraites ¥ = (A , §) et A' = (A, 5') ; s'il existe une
bijection entre les deux familles d'opérations & et &' , conservant le nombre

des variables des opérations, ¥ et U' seront dites de méme type, et on ne dis-
tinguera pas en général F de S' . Les classes d'algébres, dont il sera question

dans ce qui suit, sont des classes d'algdbres de mé&me type.

Si U=(a, %) et A" = (A', 5') sont deux algdbres abstraites de mime type,
une application 1 de A dans A' sera un homomorphisme de ¥ dans %! , si,

pour toute f de § & n variables, et pour tout n-uplet (xl y Xy 9 ese xn)
de A" s ON a

T!f(xl ’ x2 9 eoe Xn) = f('T‘Xl ) T}xz 9 o0 T]Xn) .
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Un endomorphisme de ¥ sera un homomorphisme de % dans % . Nous désignerons

par H(%) 1le semi-groupe des endomorphismes de ¥ . Si T est un homomorphisme de

4 dans %' , 1l'image S, de U par 7 sera définie par

il

S
il

S,n est une sous-algébre de A' . A 1l'image Sﬂ de 1, on fait correspondre dua=

lement sa congruence nucléaire . , définie par

(x=y (ﬂn)) <> (x=1Ty) .

={yedr; (3xel) y=m} ;

1.2. Rappels sur quelques types d'endomorphismes d'une algdbre abstraite.

Nous désignerons respectivement par £ et © , 1'ensemble des endomorphismes
surjectifs et 1'ensemble des endomorphismes injectifs. A =% n ® sera le groupe

des automorphismes de ¥ . Nous appellerons endomorphisme extensif, tout endomor-

phisme de A vérifiant 1'égalité S,n =3 5
M
Nous désignerons par Y' , l'ensemble des endomorphismes extensifs. On montre que
l'on a

eEV) <> S.) =) .
(new) (n,(s) =)
Dualement, nous appellerons rétractif, tout endomorphisme T de A vérifiant 1'é-
galité nm =N 5 et nous désignerons par @' 1'ensemble des endomorphismes ré-

I
tractifs de % . On montre que

(neod) <=> (nnlsn= slsn) .

-

Nous dirons que T est un endomorphisme vectoriel & droite, s'il existe une

sous-algébre B de ¥ telle que l'on ait
nﬂ(n) =, fﬂ,nIB = &8 .,

31 1l'on désigne par V' 1'ensemble des endomorphismes vectoriels & droite, on dé-

montre que

(Mey") <=> ((3wen) ﬂn=ﬂw) ’

oi Q est 1l'ensemble des idempotents de H(¥) . De facon duale, nous dirons que 1)

est un endomorphisme vectoriel 3 gauche, s'il existe une congruence C de U

by

Si ¥" est 1l'ensemble des endomorphismes vectoriels & gauche, on montre que

(Me¥ym <= ((Fweq) S =8) .

N
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Nous appellerons endomorphisme rationnel a droite, tout endomorphisme T de %«

tel que
(v A e H(X)) [(S)\Gsn) => ((Fver®) r=m)] .

L'ensemble des endomorphismes rationnels & droite sera noté &' . Dualement, nous

appellerons endomorphisme rationnel & gauche, tout endomorphisme T de A tel que

) = {(pes(®@) r=unl ,

¥

(1reE@) [, 2

Ul
et nous noterons §" 1'ensemble des endomorphismes rationnels & gauche. Nous n'in-
sisterons pas sur les propriétés des endomorphismes ci-dessus définis. On pourra se

reporter & [12], [13], [14].

2. Endomorghismes décomposants et endomorghismes co=décomposants.

2.1. Introduction.

La notion d'endomorphismes décomposants a été introduite et étudiée par R. BAER 3

propos d'une structure algébrique particuligre : les boucles munies d'un ensemble
M d'opérateurs (4 gauche ou & droite), distributifs par rapport & la loi de compo-
sition de la boucle, et que BAER appelle M-boucles ( M=loops). Cette notion d'en-
domorphisme décomposant avait déja été définie et étudide par H. FITTING et

V. KORINEK lors de recherches sur la décomposition en produit direct de groupes &
opérateurs. BAER est cependant le premier 3 avoir fait une &tude systématique de
tels endomorphismes, et & avoir fourni des conditions nécessaires et suffisantes

d'existence. Pour plus amples détails, on pourra se ré“érer a [1], [2].

La structure de M-boucle étant une structure relativement pauvre (en particulier,
l'associativité ne figure pas au nombre des axiomes), on ne s'étonnera pas que la
notion d'endomorphisme décomposant puisse 8tre généralisée sans difficulté particu-
liére aux algébres abstraites, donc entre autres aux groupes a opérateurs (pour
cette notion, se reporter & [12] et [18]). Par dualité, nous définirons la notion
d'endomorphisme co-décomposant d'une algdbre abstraite, et nous verrons que cette
dualisation s'opére sans difficulté, ce qui est rarement le cas. Nous situerons en-
suite endomorphismes décomposants et endomorphismes co-décomposants dans 1'ensemble
des endomorphismes d'une algdbre abstraite, et nous verrons a ce propos quelques
propriétés remarquables qui situent les endomorphismes décomposants (resp. co-
décomposants) & mi-chemin entre endomorphismes extensifs (resp. rétractifs) et en-
domorphismes vectoriels & droite (resp. vectoriels & gauche). Pour terminer, nous
nous attacherons a 1'étude d'un cas particulier important, celui des groupes 2
multi-opérateurs : nous pourrons alors définir la notion de co=radical, notion

duale de celle de radical (au sens de la théorie des anneaux), et nous verrons
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apparaitre des difficultés lors de la caractérisation de ce co-radical, difficultés

dues aux limitations inhérentes & la dualisation.

Nous signalons enfin que notre propos n'a pas été de réaliser une étude exhausti-
ve des endomorphismes décomposants, mais d'étudier les possibilités, ou les impos-
sibilités, de dualisation de certaines propriétés des encomorphismes d'une algeébre
abstraite. Dans ce qui suit, on ne trouvera la démonstration que de quelgues pro-

priétés essentielles, ce afin de ne pas alourdir 1'exposé.

2.2, Endomorphismes décomposants.

Soient donc U une algdbre ebstraite, H(¥) 1le demi-groupe de ses endomorphis-

mes. A chaque endomorphisme 7 de % sont assocides, la suite croissante

N SIS (S € ... € S ves
() ESn, SN, T

Ll il
des congruences nucléaires des puissances successives de 1T , et la suite décrois-
sante
(8,) A28, 25 ,2...25, =2

2 = = eee

= L 0

des images des puissances successives de 7 . On sait le r6le que jouent ces deux

- suites, en particulier dans la détermination des sous=-groupes du demi-groupe des
endomorphismes de % (& ce propos, cf. [127, [13], [14]). Envisageons plus parti-
culiérement la suite (Hﬂ) 3 11 est tout-3a-fait naturel d'introduire la relation bi-

naire suivante

= sup N .
Rﬂ kGN%r le

On démontre que R, est une congruence de 1l'algébre ¥ , appelde congruence radi-

Ll
cale de 1'endomorphisme 7 , et qu'elle est de plus T~régulidre et T~simplifiable.

DEFINITION 2.2.1. - Nous dirons qu'un endomorphisme 1) d'une algdbre abstraite

¥ est décomposant, et que B < A est un complément de 7, si @

(1) 8= (B, %) est une sous-algdbre de I = (A , %) :
(i) an(sn) =2, oznlis =&|B ;
(iii) M =13 .

On remarquera que cette définition présente certaines similitudes avec celle des

endomorphismes vectoriels & droite.

I1 existe des endomorphismes décomposants : tout endomorphisme idempotent est dé-
composant, tout automorphisme est décomposant. Notons que le complément d'un endo-

2 ’ . -
morphisme décomposant n'est pas nécessairement unique. Nous allons maintenant voir
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deux conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un endomorphisme soit décompo-

sant.

THﬁORﬁME 2.2.1. = Pour qu'un endomorphisme 7 soit décomposant, il faut et il

suffit qu'il existe un endomorphisme idempotent w tel que :

(1) n, =Ry ;

(i1) s gﬁg ;
o N

(iii) wn = Tw .

De plus, si T est un endomorphisme décomposant de %4, on a

cn s, .
© pey*

S

Ce théoréme se démontre sans difficulté & partir de la définition d'un endomor-

phisme décomposant.

’ \
THEOREME 2.2.2. = 7 est un endomorphisme décomposant pour 1'algebre abstraite

%, si, et seulement si, il existe un endomorphisme £ de ¥ et un endomorphisme
idempotent w tels que :

(1) Mg =8n=w;

(i1) Sw=wE =5 ;

(iii) % = Rn(sﬁ) .

(a) Supposons tout d'abord que 17 soit décomposant pour U, et soit B un com-

plément de T . Nous avons vu qu'il existe alors un idempotent w® tel que

n =R, S =38, S € n S , Mw = &N
w M w w kel ﬁk

Soient alors : 1'injection canonique de B dans %,  1'homomorphisme canoni-

que de U sur ﬂ/ﬂﬂ o On démontre facilement que T induit un automorphisme

ﬂ* = Tt deans son complément 3.
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Considérons alors 1'application F = (n*’l w) . Par construction, c'est un endo-

morphisme de % . De pius, S. = n*-l wl = ﬂ*-l B = B . Puisque n* et ﬂ*-l sont

g

des automorphismes de B , on a
N =N = .
5= T = Ry

Mais €8 =7 wb="7"138=0, et donc B <SS, . Alors

.
an(n) S Rn(sg) = ng(sﬁ)

n
=
L]

Comme Rn(n) =%, (iii) est vérifié. Par ailleurs,

e = ﬂﬂ*-l 0= 7% T|se—l w=w ,
EN = 31 o) n*—
S

1 4
=N T w

i

1 Mw (car Mw=on) ,

=

w
ce qui démontre (i). Par définition de €, Ew= g . De plus, uf = um*’l w » Mais
w]B = elﬁ o« Dol w€ =E , ce qui démontre (ii).

(b) Supposons inversement qu'il existe un endomorphisme E de %A et un endomor-
phisme idempotent « de «A , tels que (i), (ii), (iii) soient vérifiés. Alors
(61=w  impligue (5, <58.) ,
(ug
D'ou Sg = Sw , et donc
(1v) L=1,(5) = R(5) = R (5) .

i

E) implique (SE e Sw) .

Par ailleurs,

(v) mS, = M8 = A, ice. TS =8 .

Soient maintenant x € S et y e Sw s tels que l'on ait
w

Par définition de R, , '
i

(2 e %) Tx=1Ty .
En utilisant les propriétéds £N = w et wE = Ew= E s On en tire
Y o

(vi) X = i. e. Rnlsw = SISw .

(iv), (v), (vi) entratnent que 17 est décomposant pour U, et de complément Sw .

Nous allons maintenant voir une propriété intéressante des endomorphismes décom=-

posants qui leur confére une certaine analogie avec les endomorphismes vectoriels 3
droite.,
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TEZOREME 2.2.3. - Soit T un endomorphisme décomposant de 1'algébre abstraite ¥,

et soit 1T' un endomorphisme de U tel que Sn, ] S,ﬂ « I1 existe alors un endomor-

phisme A de ¥ et un endomorphisme idempotent w de A tels que A = wi)' .

aq
\\)
T 2 q/q
. Y,
v
S
il
Soient
B un complément de T , w 1l'endomorphisme idempotent attaché & ce complément ;
j 1'isomorphisme de ﬂ/ﬂn sur B , défini par jﬁn(x) = Rn(x) ns ;
¥ 1'homomorphisme canonique de # sur ‘21/6{,n ;
A l'homomorphisme canonique de U sur 21/71,ﬂ 3
v 1l'homomorphisme canonique de %/%,_ sur ?1/02.n ;
i 1'isomorphisme canonique de %/N_ sur S,r| .

Ll
Considérons alors 1'homomorphisme ¢ de S, sur B , défini par ¢ = jvi~1 .
Posons 7" = 7|B , et soit x y élément quelcc;nque de 4. Mx e ST} s car, par
hypotheése, Sn, G S,ﬂ « I1 existe donc un élément y de A tel que‘l'on ait
M'x = Ty . Alors

il

™WN'x = 0% yntx = 0¥ g1y
7 3wt 1y
i jvTLn(y)

n* jan(y)

=ﬂ*uy
= N = ly
= of'x .

Done, pour tout élément x de A, on a N(wN')x = oN'x , 1. eo N(OMY) = wh?! .
De plus, X = ¢yN' est par construction un endomorphisme de ¥ dans B, ce qui

achéve la démonstration.
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2.3. Endomorphismes co-décomposants.

Btant donnde une algeébre abstraite U= (A ’ F) , a toute image endomorphe Sﬂ
de %, on fait correspondre dualement la congruence nucléaire ﬂn de T ; & une
partie de A , nous ferons correspondre dans cette dualité une équivalence & de
A, et 3 une sous-algdbre B de U , une congruence de A . Dans cette dualité,
1'homologue de la suite croissante (Hﬂ) sera la suite décroissante (§ﬂ)’ et 1'homo-

logue de la notion de congruence radicale ﬂn sera la notion d'image radicale de

1'endomorphisme T , que nous noterons Sn ,'et qui est définie par

$,= N _ S, =inf 8

T et 1 ken® 1

I1 est clair que nsn S8, .
1

Pour pouvoir dualiser la notion d'endomorphisme décomposant, il nous faut trouver
la propriété duale de la propriété : " B est une sous-algébre de 4 telle que
T8 = B ". Nous chercherons tout d'abord ls notion duale de 73 .

3 Q:-JE--q> 2 Wy —T o e
i~ - N *
Ny x

Soit 1 1'endomorphisme canonique de B dans % . C'est une injection a laquelle
nous faisons correspondre dualement la surjection m de %& damns %/C sou C
est une congruence de % . A un isomorphisme prés, T est un homomorphisme de ¥
dans W& . A l'image de Mi , correspond par dualité la congruence nucléaire de
T « La notion duale de TB est donc ﬂhﬂ , avec ﬂh = C . La propriété duale de
la propriété énoncée est donc : "I1 existe une congruence C de U telle que, si
m est 1'homomorphisme surjectif canonique de % sur W€, ﬂnﬂ = ﬂh ", On cons-

tate immédiatement que ﬂﬁ = ﬂn est équivalent & C est T-régulidre et 1=

il

simplifiable.

DEFINITION 2.3.1. - Soient % = (A, ) une algdbre abstraite, H(Y) 1le semi~

groupe des endomorphismes. 1 est dit co-décomposant pour 1'algbre abstreite ’

si on peut trouver une congruence C de A telle que

(i) c(sn) =%, elsﬂ = glsn ;
(ii) C est N-réguliére et TM~simplifiable.

Remarquons qu'il existe des endomorphismes co-décomposants : tout endomorphisme

idempotent de ¥ , tout automorphisme de %, sont co~décomposants.
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TEEORENE 2.3.1. = Pour qu'un endomorphisme T d'une algdbre abstraite U soit

co-décomposant, il faut et il suffit qu'il existe un endomorphisme idempotent w

de U4 tel que :
(i) 8y =S, 3
(i1) Ty € Ty, 5
(iii) wn= T .

De plus, si T est co-décomposant, pour tout tel idempotent w, on a RT & nw .

Ce théoréme se déduit aisément de la définition d'un endomorphisme co-décomposant.
Comme dens le cas des endomerphismes décomposants, on peut trouver une troisidme

série de conditions équivalentes aux deux précédentes.

THEORﬁHE 2.3.2. = Pour qu'un endomorphisme T d'une algdbre abstraite A soit

co-décomposant, il faut et il suffit qu'il existe un endomorphisme € de %, et

un endomorphisme idempotent w de ¥ , tels que :

(1) m=€en=0;

(ii) w=tw=¢ ;

(iii) ﬂglsn = 8|8n .

(a) Supposons tout d'abord que 1 soit co-décomposant pour 1l'algebre abstraite
A, et soit C un co-complément de T . Nous avons vu qu'il existe alors un endo-

morphisme idempotent w tel que

Sw = Sn ’ ﬂﬂ c ﬂw ’ Wl = Mw .
On peut alors montrer que 1 induit dans SF un automorphisme défini par ﬂ* =T,
|
ot i est l'injection canonique de §_. dans ¥ . Considérons alors 1'application

n

=1 .
E = ﬂ‘— ®w « Par construction, c'est un endomorphisme de A , dont 1l'image est
S, =8, + De plus, 8, = 7" B =8

g n n°*
.:Sﬂ i R
7
AN
w AN
N n
¥ NN
7NN
\
H \
ANY4
1/c T

Par ailleurs,
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= 7" M (car Mw=wn) ,

J
3
]
€

-

D'ou
(iv) M =5N=w .

Par définition de € , Ew= E . Pour tout élément x de 4, on a wEx = C(Ex) n %n.

Hais 8, = Sg , dloh Ex e Sp s et, d'autre part, Ex e c(ex) « D'ol wix = £x , et
wE = £ . On a par conséquent

(v) W= Ew=w .

Les relations (iv) et (v) impliquent, entre autres, que Ty = %, ; comme par ail-
leurs Sn = Sw s On a

(vi) nglg“ = glgn .

(iv), (v), (vi) montrent que la condition est nécessaire.
(v) Supposons inversement que 1T soit un endomorphisme quelconque de X y Véri-
fiant (i), (ii), (iii), et posons C =ﬂ,w . D'aprés (i), :ng anw + D'aprés (ii),

' N — — ’
.nw = tﬂg « D'ou C = fﬂg = ﬂ’w s et, par conséquent,

(vii) e]sn = glsn .
Toujours d'aprés (i),
mwe=uw,
2 .2

et, par récurrence,
Teew, pour tout k € N* ,

On en déduit immédiatement Sw = S,n s d'ou
(viii) C(Sﬂ) =% ,

Soient maintenant x et y des éléments de %« s tels que l'on ait x=y (C) .

Par définition de €, c'est Squivalent 2

Ex =gy .
Doy

TEx
ETx

It

NEY

ENy (en utilisant (i)) ,
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i. e W=y (ﬂg) , et finalement Tk = Ty (¢) , ce qui montre que C est T~
régulidre. On démontrerait de fagon analogue que C est aussi TN-simplifiable.

Donc
(ix) ¢ est T-régulidre et T-simplifiable .

(vii), (viii), (ix) entrafnent que 1 est co-décomposant pour 1talgebre U,

THEOREME 2.3.3. = Soit 7 un endomorphisme co-décomposant d'une algébre abstrai-

te %, ot soit 7' un endomorphisme de A, tel que T S%,, « I1 existe alors

Ll

un endomorphisme A de % , et un endomorphisme idempotent w de ¥, tels que

)\.nz 'ﬂ'w.

Soient ¢

v l'homomorphisme canonique de ¥ sur ﬂ/C , ou C est un co-complément de 7 ;

tp 1l'isomorphisme canonique de ﬁ/@ sur 8

'n ;

o 1l'isomorphisme canonique de S,ﬂ sur %ﬂnﬂ H
w 1l'homomorphisme canonique de U sur %ﬂﬂn ;
i 1'injection canonique de §,, dans Sn H
A  1'homomorphisme surjectif de %ﬂﬂn sur @ﬂnn y défini par
(v x e %) m,q(X) =T, (=)
u' 1'isomorphisme canonique de ﬂ/ﬂn, sur Sﬂ' .
Considérons o™ = oi 3 o' est la restriction de o & Sn . Posons

Y =o" wy, € =p'\w'

§ est un homomorphisme comme produit d'homomorphismes, et c'est une application de

4 dans Sn, . De plus :

o* oy(x) = o* gC(x) ,
a*(e(x) n Sﬂ) ,

vix = ¢ ux .

y'x
(v x € %)



14~12
D'ou l'on déduit v' = o w . Alors
ENx = w'iy'Mx
= ! ¥ wnx

wAo® Nux (car Mw = wl )

]

(v xe )

It

u'hﬂﬂ(um)

i

th ':ns.n’ ( U.D:)

'ﬂ'wx .

Par conséquent, ETN = N'w .

On remarquera 1'analogie avec une des propriétés fondamentales des endomorphismes

vectoriels & gauche.

2.4. Propriétés générales.

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par B' et B" respectivement, 1'ensem-
ble des endomorphismes décomposants et 1l'ensemble des endomorphismes co-décompo-
sents. Nous ne citons ici que quelques propriétés, choisies parmi les plus inté-

ressantes.

(i) B' et B" sont des parties semi-stables.

(ii) B! n B" est une partie fuselée.

(iii) B'n@' =% nB"=0'n 3.

(iv) £TnB"=B'n@®=%Nn0=A4A.

(v) B'NnI"=I'nB"=I'nI"=4, 0oh I' et I" désignent respectivement
1l'ensemble des endomorphismes inversibles & droite, et 1l'ensemble des endomorphis—
mes inversibles & gauche.

(vi) B' n B" = p(B* n B") = p(B*) n p(B") = p(B') n B" = B! n p(B") , ot p(P)

désigne le radical de P , i. e, la plus petite partie semi-premiére contenant P .

3. Cas particulier des groupes 3 mul ti-opérateurs.

3.1, Généralités.

DEFINITION 3.1.1. = Soit G un groupe additif, 1'addition étant notée + , et

soit A son ensemble sous-jacent ; nous désignerons par O 1'élément neutre de G,

bien que G ne soit pas nécessairement abélien. Donnons-nous dans G un systéme

. de multi-opérateurs tels que

(v wem w0 , 0, «e. ,0) =0 .

Nous appellerons groupe & multi-opérateurs, 1'algdbre sbstraite
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?I:(A,Zfi(u{-*-}) .
Pour plus de détails, on pourra se reporter a [1e].

DﬁFINITION 3.1.2. - Nous appellerons idéal d'un groupe & multi-opérateurs %,

tout sous-ensemble M de A tel que :

(i) M est sous-groupe distingué de G

n
(ii) Pour tout u de 7 , pour tout n-uplet (x1 y Xog seey xn) de A7,

pour tout m de M , et pour tout i=1, 2, ¢e0 ,n, 08 8

u(xl,...,xi_l y DX, xi+1,...,xn) - u,(xl,...,xi_1 » Xy xi+1,...,xh) eM .

DEFINITION 3.1.3. - Nous appellerons noyau radical d'un endomorphisme 7 d'un
groupe & multi-opérateurs % = (A, Mu {+}) , 1'idéal de U, défini par

Rn = Rn(Q) .

La notion duale de noyau radical est, dans le cas particulier des groupes, 1l'ima-

ge radicale 8, déja vue précédemment.

Ll

DEFINITION 3.1.4. - Nous dirons qu'un endomorphisme 1 d'un Jiegroupe A est un

nil-endomorphisme, si l'on a Rp =,
Dualement, nous aurons la définition ci-apres.

DEFINITION 3.1.5. - Un endomorphisme d'un MN=-groupe U« sera appelé co-nil=—

endomorphisme, si 1'on a §, = {0} .

3.2. Endomorphismes décomposants.

THEOREME 3.2.1. =~ Un endomorphisme " d'un WN-groupe % est décomposant, si, et

seulement si, il existe un sous-fl-groupe B de %A tel que :

(1) 4=R, +3, R, nB=1{0};
(ii) M =19 .

Ce théoréme n'est qulune simple transposition, au cas particulier des I~groupes,

de la définition d'un endomorphisme décomposant d'une algdbre abstraite.

Pour obtenir des théorémes plus précis concernant les endomorphismes décomposants
d'un Ji-groupe, nous allons nous attacher & 1'étude des endomorphismes décomposants
dont 1'image S,ﬂ est incluse dans un sous-Ji=groupe non trivial donné B . A cet
effet, nous posons

H(B) = {n e B(T) ; sﬂ <3} .
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Dans le cas particulier ou l'on prend B = %, on obtient alors des résultats vala-

bles pour le semi-groupe H(X) tout entier.
Dans tout ce qui suit, nous ferons 1'hypothése suivante :

(n,) La somme de deux endomorphismes quelcongues de H(B) est un endomorphisme
4

de H(X) .

I1 est facile de voir que cette somme est alors un endomorphisme de u(s) , ce
qui confére & H(B) une structure d'anneau. (hl) est une hypoth®se restrictive,
mais nous signalons que, dans de nombreux cas, elle peut 8tre remplacée par une hy-

pothese plus faible portant sur les idempotents de H(B) .

THEOREHE 3.2.2. = Un endomorphisme 7 de H(8) est décomposant pour le -

groupe ¥ , si, et seulement si, il existe un endomorphisme g de H(D) , et un

endomorphisme idempotent « de H(B) , tels que s

(i) TE=€N= v
(i1) fw=w=17;
(iii) %A = Rﬂ-wﬂ .

Nous n'insisterons pas sur la démonstration de ce théoréme, qui n'offre pas de
Y

difficultés particulidres. Remarquons que la condition (iii) est dquivalente &

(1= wn) estun nil-endomorphisme",

” \
THEOREME 3.2.3. = Si M est un endomorphisme de H(B) , décomposant pour le I

groupe U , on a les propriétds suivantes

(1) n . H(B) (7 - um)n = {0} ( w idempotent attachdé & T ) ;

ner™
(i1) =={r=7Tw; 7 eHd(B)} est idéal a gauche de H(D) ;
(1i1) n_ =t = {0}
ieN*

(iv) H(B) = H(B)w+ =, HB)wn == {0} .

La démonstration de ce théoréme étant longue, nous 1'éviterons, afin de ne pas

alourdir 1'exposé.

Faisons maintenant, outre (hl), 1l'hypotheése suivante

(h2) H(B) est décomposant pour A (i. ¢, tout endomorphisme de H(B) est dé-
composant pour le Tmgroupe %A ).

On a alors la caractérisation remarquable suivante d'un nil-endomorphisme :

THEOREME 3.2.4. - Un endomorphisme 1| de H(B) est un nil-endomorphisme, si, et
seulement si,
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n  H@)T = {0} .
nelN”

Considérons alors le radical R(B) de l'ammeau H(B) , i. e. l'intersection des
idéaux 2 droite maximaux (ou & gauche maximaux, c'est équivalen#) de H(B) . Dans

le cadre des hypothdses (hl) et (hz), R(B) se caractérise de la facon simple sui-

vante @

THEOREME 3. 2.5.

Il

R(8) = fneH(B) ;3 weH(B3)n => w=0} ,

fnen(®) ; £er®n = R =17} .

D

Le radical R(B) intervient dans la recherche des endomorphismes de H(B) dg&-
composants pour le T~-groupe U . En effet, si 1T est un endomorphisme de H(3B)
décomposant pour A , il existe un idempotent « dans H(B) (cf. théordme 3,2.2).
Par conséquent, il existe un idempotent « tel que Sw €38 . On peut donc s'atta=-
cher a trouver & quelles conditions, si possible nécessaires et suffisantes, il

n'existe pas de tels idempotents. On peut montrer le résultat suivant :

” \
THEOREME 3.2.6. = Les propriétés suivantes sont équivalentes 3

(i) {0} est le seul rétract de ¥ inclus dans B , et différent de U S,n 3
- nel(s)

A

(ii) Si w est un idempotent de H(B) , différent de O , w est identité &
gauche de H(B) H
(iii) R(B) est 1'ensemble des &léments de H(D) qui ne possédent pas d'inverse

a gauche.

3.3. Endomorphismes co-décomposants.

Dans le cas des J-groupes, nous remplacerons la notion de congruence radicale

ﬂn d'un endomorphisme T par celle de noyau nn de 1 , avec ﬂ? = nﬂ(O) .
" i b

- N
THEOREME 3.3.1. - Un endomorphisme T d'un JF-groupe % est co-décomposant, si,

et seulement si, il existe une congruence C de UA telle que :

(1) %=c(o) + 8y 0 €(0) n 8, =10}
(i1) C est T-régulidére et T-simplifiable (ce qui peut encore s'dcrire

nc(o) = ¢(o) ).

De m&me que dans 1= cas des endomorphismes décomposants, ce théordme s'obtient

aisément & partir de la définition générale d'un endomorphisme co-décomposant.

: z ’ by . ’ by z .
Par dualité, nous sommes amends & nous intéresser a 1'étude des endomorphismes

co-décomposants dont la congruence nucléaire contient une congruence donnée de %« ,
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30it € ., Posons donc
B¥(C) = fneH(d) 5 C< fﬂn} .

Dans le cas particulier ou l'on prend C= &, on obtient des résultats applicables
au semi-groupe H(X) tout entier.
Dans tout le paragraphe, nous ferons 1'hypothése suivante

(hi) La somme de deux endomorphismes quelconques de H*(C) est un endomorphisme

de H(X) .

On constate immédiatement que cette somme est alors un endomorphisme de H%(G) ’

ce qui confdre & H¥(C) une structure d'anneau. Comme dans le cas des endomorphis—
i >,
remplacée par une hypothése plus faible portant sur les idempotents de H*'(C) .

mes décomposants, 1'hypothése (h¥), qui est assez restrictive, peut souvent &tre

L A
THEOREME 3.3.2, - Un endomorphisme T d'un M-groupe % est co-décomposant pour

A, si, et seulement si, il existe un endomorphisme ¢ dans H%(C) s et un endomor-

phisme idempotent dans H*(C) , tels que @

(i) M =8N=w;
(i) Bw= wE =g ;
(iii) 8r_yn = (03 »

Nous obtenons donc le théordme dual du théordme 3.2.2. Remarquons encore que la
condition (iii) du théorime est équivalente & " (1) - wh) est un co-nil-endomorphis—

mne',

’ \ ‘
THEOREME 3.3.3. - 8i 7 est un endomorphisme de H*(C) co-décomposant pour le

T—groupe % , on a les propridétds suivantes

(1) F&M (n = en)™E*e) = {0} ( o idempotent associé & T ) 3
neN”
(ii) &* = {T~wr; 7e8%C)} est un idéal 3 droite de H™(C) ;
(111)  n_ nh.E* = {0} ;
ieN¥®

(iv) B¥(C) = =* + &@*(C) , =*n @™(C) = {0} .

La démonstration de ce théoréme est longue, et nous ne la reproduirons pas ici.

Outre (h?), nous ferons maintenant 1'hypothdse suivante :

(hg) H*(C) est co~décomposant pour I .

On a alors la caractérisation remarquable d'un co-nil-endomorphisme

L d ~
THEOREME 3.3.4. - Un endomorphisme 1) de H¥(C) est un co=nil-endomorphisme, si,

et seulement si,
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n_m.a¥e) = {0} .
nen®

On peut alors s'attacher a définir la notion duale du radical R(B) .

DEFTNITION 3.3.1. - Nous appellerons co-radical £(C) de 1'anneau 1 (¢e) y le

sous=-ensemble de H*(G) , défini par

g(c) = fner (c) ; we W(C) ==> w=0} .

On peut alors montrer le nouveau résultat suivant :

THéORﬁ:ME 303050 - Q(C) = {n € H-;‘.(C) H g € m*(c) => gg = {O}} b

Le co-radical Q(C) intervient dans la recherche des endomorphismes de H*(G)
co~décomposants pour le NM-groupe U« . Bn effet, si 17 est un endomorphisme de
H*(C) co~-décomposant pour % , il existe un idempotent w dans H*(C) (cf. théo-
réme 3.3.2). Par conséquent, il existe un idempotent w , tel que ﬁw 2C ., I1 est
alors logique de s'attacher & trouver & quelles conditions, si possible nécessaires
et suffisantes, il n'existe pas de tels idempotents. On peut montrer le théoréme

ci-dessous.

’, \
THEOREME 3.3.6. =~ Les trois propriétés suivantes sont équivalentes

(i) A est le seul noyau d'idempotent contenant C(O) , et différent de

n N, 3
ner*(c) 1
(ii) o(e) est 1'ensemble des éléments de H*(G) qui ne possédent pas d'inverse

a droite 3
(1ii) Si w est un endomorphisme idempotent de H*(@) , non nul, alors w est

identité & droite de H'(C) .

Malheureusement, il ne nous a pas été possible de démontrer que le co-radical
B(G) 5tait z l by 1 d_ -dr . . b . % 1 13
é egal a la somme des idéaux minimaux & droite de H™(C lorsqu'il en
existe), ce qui serait la propriété duale attendue de : " R(B) est 1l'intersection
des idéaux & gauche maximaux de H(B) ". Nous sommes seulement parvenus a prouver
que "le co-radical contient la somme des idéaux & droite minimaux de carré nul'.
L'état de nos recherches ne nous a pas encore permis d'affirmer ou d!infirmer 1!'4-

galité,
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