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Séminaire DUBREIL~-PIS0T 16-01

(Algébre et Théorie des nombres)

24e année, 1970/71, n° 16, 10 p. 7 et 8 juin 1971

LONGUEURS DE MODULES CONSTRUCTIBLES ET VALUATIOWS
par Paulo RIBENBOIM

Introduction. = Le point de départ de ce travail a &té 1'étude de la notion

abstraite de longueur (voir NORTHCOTT et REUFEL [1]).

Afin d'aborder les longueurs & valeurs dans un groupe abélien additif totalement
ordonné (non nécessairement archimédien), on introduit la notion de module cons—

tructible,

Les longueurs valuatives sur un anneau intdgre R correspondent a des valuations

v du corps de fractions de R telles que R S Av .

A chaque longueur \ telle que A(M) # » pour tout module constructible de tor-

sion M , on associe un homomorphisme A du groupe de Grothendieck & des R-

modules de torsion constructibles.

Sur 8 , on définit des relations de pré-ordre, déduites de fagon naturelle des
relations de monomorphisme et épimorphisme de modules. Alors A peut 8tre considé-
ré comme un caractdre du groupe pré-ordonné © . Bt réciproquement, tout caractdre
peut &tre ainsi obtenu.

En particulier, si R = Av est un anneau de valuation du corps K , il ¥y a une
0

bijection entre 1'ensemble des valuations v de K , t-lles que Av 2 A , et

v,
0
1'ensemble des caractdres du groupe correspondant de Grothendieck pré~ordonné.

Ceci suggére que les caractéres en question peuvent &tre envisagds comme des gé-
néralisations des valuations 3 ils peuvent &tre définis, méme lorsque R n'est pas

un anneau intégre.

Les démonstrations des résultats indiqués ici sont en voie de publication su

Canadian Journal of Mathematics.

1. Modules constructibles.

Définition 1. = Une chatne

C: M= ; soe — ; =
My M, > Mo, @M =0

de R-modules est une chafne de construction de taille s pour le R-module M ’

lorsque Mi/Mi+1 = R/I; (comme R-modules), ot I; est un iddal de type fini de R
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(i=o,1,...,s‘1)o

Si M a une chafne de construction, il est dit constructible.

La taille de construction c(M) est le minimum des tailles de chafnes de cons-

truction de M .

(la) Tout module constructible est de présentation finie, donc de type fini.

(1b) Si I est un idéal de type fini de R, I # R, alors R/I est construc-

tible ; en particulier, R est constructible.

(1c) Si R est un anneau noethérien, alors tout R-module de type fini est cons-

tructible.

(1d) Soit R wun anneau, tel que tout R-module cyclique est constructible. Alors

R est noethérien.

Un sous-module ou un module quotient d'un module constructible n'est pas néces—

sairement constructible.

(le) 8i 0 -»M' ->M ->M" =0 est une suite exacte, si M' , M" sont cons-

tructibles, alors M est constructible.

(1f) Si M est constructible, alors c(M) < A1) (longueur d'une suite de com~-

position de M , s'il en existe, ou « ).

(1g) Si tout idéal maximal de R est de type fini, et si M a une suite de com=
position, alors M est constructible, et c(M) = A(M) .

Un module peut avoir une suite de composition et ne pas &tre constructible.
(1h) Soit N un sous~module du Remodule M . Si cM) =1 et c(M/N) =1 y

alors N est de type fini.

Définition 2. = Un Re-module M est coprincipal, lorsque M = R/Ra (avec
a€R).

(1i) Soient R un anneau intdgre, M un Remodule monogéne, N un sous-module
de M. S8i N et M/N sont coprincipaux, alors M est coprincipal.

(13) 88 M~R/Ra, et si N est un sous-module de M tel que M/N =~ R/Rb

(ver y b non-diviseur de zéro), alors N =~ R/Re s O bc =48 .

R est un anneau de Bézout, lorsque tout iddal de type fini est principal.

(k) Si R est un anneau de Bézout, tout sous-module de type fini N d'un module
monogene I est encore monogene. Si, en outre, R est intégre, et M est coprin-
cipal, alors N et M/N sont coprincipaux.
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Soient M wun Re-module, et

(1) M=M oM 2...2M 20 ,
(1) H=Ml>2HM>...2H0 250 ,

des chafnes de construction de M . Par le théoréme de Schreier, ces chaines ont

des raffinements équivalents 3

(2) MaM +M 2M + M 2.0 20,

= [ ! = eese QM
_DTIQ(MlnMi)+I’122(MlnM2)+M23 5

1
=N Q(M_lnMi)+Ms;2(Ms_ nM2)+MS:2...;2MS

Se=1 s 1
— ] QQ
=N 2M aMI2M aAMi2...2M nM! 20 ,
et
1 t 1 ?
(21) M2M1+M12M2+M12...2M1

]

1 t s 'o L. 2 M!
M 2 (Ml n Ml) + M, 2 (M1 n Mz) + ML 2 2 M)

M1
2,

=M!' 2N N M
r r

] ] L 1 M
2 M nM1)+Mr2 (Mr_ an) + M2 .. 2H)

1
2M'nlM,2..2M NnM!' 20 .

1 r 2 T S

(12) 8i R est un anneau de Bézout intégre, alors (2) et (2') sont des chatnes

de construction.

(Im) 8i R est un annesu de Bézout intdgre, si le R-module M et le Sous—

module M' sont constructibles, alors M/M' est constructible.

(in) Si R est un anneau de Bézout intégre, si M' est un sous-module de M ,

si M et M/M' sont constructibles, alors M' est constructible.

(1) Si R est un enneau de Bézout intégre, et si tout R-module monogdne est

constructible, alors R est un anneau principal integre.

(1p) Si R est un anneau noethérien, M un R-module constructible, et (1),
(11), des chafnes de construction de M , alors il existe des raffinements équiva~-

lents de (1), (1'), qui sont des chafnes de construction de M .

2. Longueurs de modules constructibles.
MWWWMI\I\NM’\MNW

Soit C = C(R) 1l'ensemble des classes d'isomorphisme de modules constructibles
sur l'anneau R .
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Soient I' un groupe abélien additif totalement ordonné, et o« wun symbole, tel

que Yy <® , ¥y + o =®+y =, pour tout y € T' . Soit Pos(l"):{yel‘l v 20}.

Définition 3. - Une application A : € => Pos(I') u {w} s'appelle une longueur

sur R, lorsqu'elle vérifie les conditions suivantes :

(0) A0) =0 ;

(1) Si 0 =>M!' =» M =>M" -5 0 est une suite exacte de modules constructibles,
alors A(M) = A(M') + A(u") ;

(2) si M' €M sont des modules constructibles, alors Aue) < A1) 3

(3) si M s M" sont des modules constructibles, et s'il existe un homomorphisme

surjectif M ->1M" , alors A1) > a(mm) .

Le sous-groupe de I , engendré par 1l'ensemble {A(M) #e | M e €}, s'appelle

le groupe de valeurs de A\ .

(22) i R est un anneau noethérien ou un anneau de Bézout intégre, alors la

condition (1) implique les conditions (2) et (3).

(2b) Soient A , A' des longueurs sur R . Si A(R/I) = A'(R/I) pour tout idéal
de type fini I de R, alors A = A',

On étudie le comportement des longueurs par certains changements d'anneaux.

(20) Soit h : R -»R' un homomorphisme plat d'anneaux. Si M est un R-module

constructible, alors R! ®R M est un R'-module constructible, et
c(R' @, M) gc() .
Si R' est fideélement plat sur R, alors
c(R! 2 M) = c(11) .
(2d) Soient h : R -»R' un homomorphisme plat d'ammeaux, et A' une longueur

sur R' . Soit A 1'application définie par A(M) = A'(R? p M) pour tout R

module constructible. Alors A\ est une longueur sur R , appelée la longueur res—

triction de A' & R .

(2e) Soit h: R->R' un homomorphisme plat d'anneaux. On suppose que tout
idéal de type fini de R' est de la forme R! ®p I,o0ou I estun idéal de type

fini de R . Alors, l'application de restriction A' b= A est injective.

Un exemple important de la situation ci-dessus est celui oh R' = S'-1 R, S

étant une partie multiplicative de 1'anneau R .

(2f) Soit h':t R =» R/I =R'.Si I estun idéal de type fini de E et si M!'

est un R'-module constructible, alors il est aussi un R-module constructible (par
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changement des scalaires au moyen de h ).

Dans la situation ci-dessus, si A est une longueur sur R , soit A' 1'appli-

cation définie par x‘(m') = K(M{R)) pour tout R'-module constructible 1I' ,

(2g) Avec ces hypothdses et notations, A' est une longueur sur R' .

3. Correspondance entre longueurs et valuations.
Définition 4. - Une longueur A\ sur un anneau intégre R est dite valuative,
lorsque les conditions suivantes sont vérifides :
(1) i a, be R, alors
M®/R(a + b)) > nin{A(R/Ra) , MR/Rb)} ;
(2) Si a, be R, alors

MR/(Ra + Rb)) = min{M(R/Ra) , A(R/Rb)} .

(32) Si R est un anneau de valuation, toute longueur sur R est valuative.

Soient R un anneau intégre, K son corps des fractions, et v une valuation
de K telle que R & Av (anneau de la valuation v ). Soit Pv 1'idéal maximal

de 1'anneau Av .
On rappelle que Vv est essentielle pour R , lorsque Av = RP AR (localisé de
v
R & 1'idésl premier Pv n R ). Dens ce cas, Av est un R-module plat.

Si chaque valuation v de K est essentielle pour R s on dit que R est un

anneau de Priifer.

Soit A 1l'ensemble des longueurs valuatives A d'un anneau intégre R satis-

faisant la condition suivante :
(*) si ae R, alors AR/Ra) = si, et seulement si, a=0.
Le résultat fondamental est le suivant :

(3v) 11 ¥y a une injection ® de A dans 1'ensemble des valuations v de K
telles que R € AV . Toute valuation essentielle de R appartient & l'image de w.,
Si v et A se correspopdent, alors v(a) = A(R/Ra) pour tout a e R y et v, A
ont le méme groupe de valeurs.

I1 en résulte que :

(30) Si R est un anneau de Priifer, il y a une bijection entre A et 1'ensemble

des valuations v de K telles que R A .,
v

(3d) si R = AVO (ot vy est une valuation de K ), il y a une bijection entre
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- - L4 ’ *
1'ensemble de toutes les longueurs A sur R satisfaisant la propriete (™), et

1'ensemble de toutes les valuations v de K telles que Av c Av .
0

Dans le cas ou Vo est de hauteur 1 , ceci devient un des résultats de
NORTHCOTT et REUFEL.
3i une longueur ne satisfait pas (*), on peut, dans certains cas, lui associer
. . . *
une longueur qui satisfait (™).

Soient R wun anneau, A une longueur sur A , et

Pk-_-{aeRl MR/Ra) = ®} .

(3e) Si R est un anneau intégre, et si \ est une longueur valuative sur R,

alors Pk est un idéal premier.

Dans ce cas, si R est noethérien, soit R = R/Pk y donc R est un anneau intd-

gre noethérien.

Soit A 1la longueur sur R , définie comme il a été indiqué en (2g). Alors iy

est valuative, et PX est 1'idéal nul, c'est-a-dire N satisfait (*).

4. Pré-ordres sur le groupe de Grothendieck.

Soit R un anneau (commutatif avec unité), et soit M = m(R) 1'ensemble des
classes d'isomorphisme des R-modules de type fini. Sur N , on considére les rela-
tions

M' 2}, lorsqu’il existe un monomorphisme ¢ : M' -> N ;

M ~HM", lorsqu'il existe un épimorphisme o : M ->N",

Ces relations sont des pré-ordres sur M, et 0 M, M NO .

ORZECH a démontré (voir ORZECH [2]) ¢+ Si M est un R-module de type fini, si N
est un sous-module de M , et f : N -»M un épimorphisme, alors f est un iso-

morphisne,

En particulier, si M, Nefl , et si M N, M NN, alors M =N . De ménme,
si M,Nell,etsi MNN, NNM, alors M=N. Donc ~ est une relation
d'ordre. Par contre, en général, / n'est pas une relation d'ordre. De méme, on

peut avoir N M, M NN, et M #N.

On va étendre les relations ~ , N au groupe abélien libre (M) engendré par

TN {0} . Les éléments de $(M) s'écrivent sous la forme

X = zbiMem,nX(M)'M , avec Supp(X) = {M € m.] nX(M) #0} fini .

On écrit
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X, = Zﬁx(M)>o nK\M).M , X =- ZnX(M)<0 nX(M).M .

Pour définir les relations -~ , ~ sur (%) , on considdre deux cas :

ler cas ¢+ X = X+ , Y = Y+ « On dit que X Y, lorsque X = Zﬁ Mi y 1gigr,
Y = Zj Nj y 1< j<s ( Mi ’ Nj € I non nécessairement distincts), avec r £ 8

et M, ~ N, (i=1, 00,01,
Dans ce cas

(42.0) Si X =M, Y=0N, alors X »~Y si, et seulement si, il existe un mono-
morphisme ¢ : M ->N ;

(4a.1) X » X

(48.2) 0 » X

(42.3) si X 7Y et Y »2 (on Z,=2), alors X 7323

(4a.4) si 4 =12, aors XY si, et seulement si, X+ Z Y+ 2,

Y]

<e

Cas général : On dit que X » Y , lorsque (X+ + Y_) 2 (Y+ + X_) (dans le sens

précédent).

(40.0) si X, =X, Y =Y, alors XY si, et seulement si, X #Y (dans le
sens du premier cas) ;

(40.1) X » X

(.2) 0 X, si, et seulement si, X X s

(4b.3) si X »Y et Y »Z, alors X # 2 ;

(4b.4) X ~Y, si, et seulement si, il existe U e () tel que U =10,
(X + U)+ =X+U, (Y+ U)+ =T+TU,et (X+0U) »(Y+7);

(4v.5) X 7Y, si, et seulement si, (X + 2) » (Y + 2) .

La relation ~ sur (M) se définit de facon analogue. Si X =X, ¥ =Y,
on dit que X ~Y lorsque X = zi Mi y 1Ligr, Y= Zﬁ Nj y 1<J<s, avec
T>s et M, NN, (pour j=1, «va, s ). Plus généralement, X MY lorsque
X++Y__\X_+Y+.

La relation ~ est un ordre, et satisfait des propriétés analogues 2 (4a), (4v).

En outre :
(4e) 81 X 7Y et XNY, alors X=7 .

On dit que M est un R-module de torsion, lorsque, si x € M , il existe a € R ,
a#0, tel que ax =0 .

(4d4) Soit M un R-module satisfaisant 1a condition

%3 .
() si N' SN sont des sous-modules de M , alors N/N' n'est pas isomorphe &
R.
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Alors M est un R-module de torsion. La réciproque est vraie lorsque R est un
anneau intégre.

Soit & 1'ensemble des classes d'isomorphisme de R-modules de torsion construc-
tibles. Le pré-ordre ~» et l'ordre ~ de %() induisent respectivement un pré-

ordre et un ordre sur %(G) , le groupe abélien libre engendré par G \ fo} .

Soit &(%) 1le sous-groupe de &(Z) , engendré par les éléments M' - M + M",

lorsque O =»H' =M - M" -5 0 est une suite exacte, et M' , M , N" €T .

Soit 9G(R) = 8G = 5(¢)/6(%) (groupe abélien quotient ; c'est le groupe de
Grothendieck des R-modules de torsion constructibles% Si X e 3(6) , on note

[X] =X + &(B) son image dans 8T .

Les relations » , N sur 5(z) induisent des relations sur $C de la fagon
suivante ¢ Si [X], [Y]e 8¢ , on définit [X] » [Y] lorsqu'il existe V e &(%)
tel que X » Y + V . Cette relation est bien définie. De méme, on pose [X] ~ [Y]
lorsqu'il existe U € 5(%) tel que X+UNY.,

(4e.1) Si X »Y , alors [X] ~[Y] . En particulier, si M' , M e & et M' /M,
alors [M'] ~[M].

(4e.2) [X] ~[X].

(4e.3) [0] »[X], si, et seulement si, il existe Ve &(&) tel que 0 X+ V.,

(4e.4) si [X] ~[Y] et [Y]~[Z], alors [X]~[Z].

(4e.5) [x] ~»[Y], si, et seulement si, [X]+ [2] ~[Y]+ [2].

Le pré-ordre N~ jouit de propriétés analogues.

5 Regrésentants réduits du groupe de Grothendieck.

Soit & un sous—ensemble de & , tel que O ¢ o y €ty si 0 =»l!' > =>M"=>0
est une suite exacte de R-modules de torsion constructibles, alors M e % si, et
seulement si, M' ou M" appartient & & . Soit Gf le complément de & dans
% . Llors (%) = 3(5) @ $(Gf) , et, si X e %(G) , on peut 1l'écrire de fagon uni-
que sous la forme X = X° + X© , avec X e 5(27) , % e 5(z%) .

Soient
Redy = (X € 5(%) | X" =0} ,
Red; = {2 e 8(%) | =uet} ,
Redp, = {Xe () | ¥ =-m, Med} ,
Redrr = {X e 8(2) | X =M -n', MAM' dans &} .

Les éléments de Red, u Red; u Red, u Red;; sont appelés les ¢léments réduits
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(relativement & & ) 3 l'indice 0 , I , I', ou II , est appelé le type de 1'é1é-

ment réduit.
(5a) Dans toute classe E € $G y il existe un élément réduit.

I1 n'est pas exclu, a priori, qu'il existe des éléments réduits de types diffé-
rents dans la méme classe. Pour discuter cette possibilité, on introduit les nota-
tions suivantes (ou N e & )

Ns=fMeg | NN} ,

Ns={Mes | N M} ,
sN={Mez | MNN} ,
s N=MeC| M- N} .

N, (WA 2=, ~(NN)=~¥, »(sN)= N3
N(2n), (WN) 2= 2) g
2@, (78 v=2 @), (NN) v=N (NN,

(5be1) () ~
(5b.2) » (N N)
(5b.3) (»N) »
(NN) 7=~ (N )
(5b.4) (& ~) ~

LU (R ||
]

~e

SN(AN) =2 2) =N =8,

En outre, M € »M' ~ si, et seulement si, M' € \M » ., Dans ce cas, on écrit
M AM' (ou bien M'\\M ). C'est une relation de pré-ordre ; si If ~M' , alors

M AM!' 5 si M' NM, alors M Z/AN' .

Deux R-modules, M , M' € % , sont relationnés, lorsque M AM' ou M' /M .

Par exemple, les Z-modules 2/2 , Z/3 sont non relationnés.

(5c) Si X e &%) et X =M-M', on M, H' sont relationnés, alors il exis-

te Ye $(%) tel que [Y]=[X] et Y € Red. U Red. U Red

0 I Iv*

6. Longueurs et caractéres du groupe de Grothendieck de torsion.
WWMWWMWW

Soient R un amneau (commutatif avec unité), et A une longueur restreinte aux

R-modules de torsion constructibles et satisfaisant la condition
() AM) # o s vDOUur tout Re-module M e G .,
Soit T' le groupe des valeurs de \ , et soit P 5(¢) =>T , définie par

N2 ny (1)) = 2o (1) ,a(u) M) eT

A est bien définie, en vertu de (w).
(6a) X satisfait les propriétés suivantes :

(62.0) T(M) = (M) s pour tout 1l e G
(6a.1) A(s(z)) =T ;
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]

(68.2) Si X, Y e 5(8) , alors MZ +Y) = MX) + X(¥) et A(-X) = - MX) 3
(6a.3) i X »Y , alors 'X(X) <
(68.4) i X~ Y, alors AMX) >

(6a.5) WMU) =0 , pour tout U e &(B) .

On définit A : 8G(R) = 3(6)/8(6) -> ' comme suit

> >
N N
<
S
“e e

]

MIXD) = MX) , pour tout X € 5(z)

e

N\ est bien définie.
(6b) N satisfait les propriétés suivantes :

(6b.0) A([M]) = A(M) , pour tout M € T ;

(6b.1) A(8T) =T 3

(60.2) X([X]+ [YD = X([X]) + M([¥D , A(-[x] == M[x])
(6b.3) si [x] ~»[¥], alors N[X]) <NM[YD) ;

(6b.4) si [X]~[Y], ators A([X]) > N([Y]) .

~e

Soit G un groupe abélien additif, muni des pré-ordres compatibles /7 , % . Soit
' un groupe abélien additif totalement ordonné. Un homomorphisme ¥ : G ->T est

appelé un caractére de G , lorsqu'il satisfait les propriétés suivantes :

1°Si x,yeG, x y, alors x(x) <x(y) 3
%% x,yeG, xN~y, alors x(x) 2x(y) .

Donc, pour toute longueur N\ sur R , satisfaisant la condition (***),  est

un caractére de $GC .,

(60) La correspondance A\ F-> A est une bijection entre 1'ensemble des longueurs
(sur les R-modules de torsion constructibles) satisfaisant (***), et 1'ensemble

des caractéres de 8G .,

En particulier, soit R = Av (anneau de la valuation Vo du corps K ). Alors
0

il y 'a une bijection entre 1'ensemble des valuations v de K telles que R & Av ’

et 1l'ensemble des caractéres de &G .
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