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SUR LES n-NORMES

par Antibano MICALI

Séminaire 

26e année, 1972/73, n° ~, 3 p. 29 janvier 1973

On résumera ici les principaux dans la théorie des n-formes

(pour n = 2 . ce sont des 

Dans la A un à élément unité, et ’;; ,

module est unitaire. Si M est un A-module et n > 1 un entier, on note

Ff (n e.. S le groupe symétrique d’un ensemble à n objets

Soient M et N deux et f : ? --.N une application. On dira que
f : 14 ~ N est une >. si les conditions suivantes sont vérifiées :

(n-A ) Pour tout (a , x) e A x M , f(ax) =. a~ f(::) ;

(n-A~) L’application CI’: M9 .-~N . définie par

est n-linéaire, nécessairement symétrique, i. e.

pour tout z e En . 0r q.i.e :, est l’application n-linéaire symétrique as.-

sociée à f .

On remarque que si.. n = ? , on i> .;,;i :;e j.a notion 1- abituel lA de forme

et que si n = 1 , 7 = f ,,

On considère la catégorie n - App( à_) , les objects +- . _.._. j triplets
(M , f , f t F’l ~ N Ps . une >t où ?,es propris .;i;z 

" 

,

couples d’ applications A-linéaires (g , h) t (K , f , M) > .» (î.i’ , f’ , N’ ) _>u.;;

dant commutatif le diagramme

Si f : M ~ N vne n-application et 03C6 : Mn ~ ri 1 ’application n--

linéaire symétrique asso^,iée à f , on a r~~~x , , , ,, x) r= n;f ~x~ peur tout x ~ ~~ ..

Ainsi, si ni est inversible dans A , .;’ es’’~ déterminée «

Dans la catégorie n - d.es f : P~ .-.~; on peut définir un~;
somme orthogonale analogue à celle des formes quadratiques. Dès lors, n - For(A)
est une catégorie monoldale, et on peut parler de son groupe de :~. ~a~ ~w

plus de détails, le lecteur pourra consulter 

, 

Soient M un A-module, A(M) le libre et (ex) Et’ sa

base canonique. On note R le sous-A-module de A x M~n , engendré par les



éléments de la forme

pour a parcourant A et x , x1 , ". , x parcourant M , et soit
.. r~ 

.

le A-module quotient. L’application évidente composée y : M ~ A(M) x M~n ~
est une n-application. De plus, tout r-application f : N , il existe

une unique application A-linéaire f : r (M) 2014~ N rendant commutatif le diagram-

me

Pour tout A-module M , il existe des isomorphismes de A-modules A et

N M , De tout entier n > 0 , il exiÇ le un isomorphisme de A-

modules r (A~ ~ A . Le fr r commute aux limites inductives. Si S (M)
n .~ n

désigne le sous-A-modulo ~.~~. ; éléments homogènes de n de l’algèbre symétri-

que S A (M) , il existe, chaque entier n , des applications A-linéaires

vérifiant

Ainsi y si ni est A, t., : est un isomorphis-
me de A-modules. 3 $ le rapport avic . divisées (Cf. est

évident.

Une autre notion importance est celle de n-forme On dira qu’une
n-forme f : M ~ N est dégénérée si l’application A-linéaire M ~ HomA(M,X),

définie par x~2014~ (y2014~ç(-c y...~ x , ,/)) y est un isomorphisme de :~

M et N sont projectifs de type fini. ceci entratne que nécessairement 

La catégorie des n-formes non dégénérées f : M 2014~ N , vù M et N sont projec-
tifs de type fini et N ~ Pic(A) , nous conduit à la construction du groupe de
Witt-Grothendieck (Cf. [l]).

Finalement, on remarque que, à chaque n-forme f : M -~ A y on peut associer

une algèbre de Clifford. Plus précisément, l’algèbre de Clifford de (M , f) ,
notée C(M, f) , est le quocient de l’algèbre tensorielle T(M) par l’idéal

tère de T(M) engendré par les éléments de la forme x" - f(x), l , pour x par-

courant M . C’est une A-algèbre graduée sur Z/(n) . Les propriétés fonctoriel-
les de l’algèbre de Clifford sont faciles à établir (Cf. [1] ; voir aussi [3]).
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