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THÉORIES DE TORSION ET f-MODULES

par Alain BIGARD

Séminaire DUBREIL
(Algèbre)
26e année, 1972/73, n° 5, 12 p. 19 février 1973

L’anneau maximal des quotients d’un f-anneau R a été étudié par ANDERSON [1].
Il a donné des conditions nécessaires et f attisantes pour que cet anneau soit lui-

même un f-anneau. Dans [6], STEINBERG a considéré l’enveloppe injective 
d’un f-module M , et il a trouvé des conditions assez analogues pour que 
soit un f-module. l’introduction des théories de torsion par LAMBEK [5] a permis
de poser le problème dans toute sa généralité. La synthèse que nous allons exposer
ici est due à GEORGOUDIS [4]. Dans beaucoup dn cas, nous donnons des démonstrations
nouvelles et des énoncés plus généraux.

1 Préliminaires sur les théories de torsion.

Nous allons décrire très rapidement, et sans démonstration, le cadre dan lequel
nous allons nous placer. On trouvera un exposé complet dans le livre de LAMBEK [5].
Soit R un anneau unitaire, et soit Mod R la classe des R-modules à gauche

unitaires. On appelle radical de torsion une application T : Mod R ...$ Mod R qui
satisfait aux conditions suivantes :

2° Si f est un homomorphisme de M dans N : T(N) ,

Un module M est dit de torsion si T~P~I~ ~ i~ , et sans torsion si T(M) = 0 .
Tout sous-module d’un module sans torsion est sans torsion. Si M est sans torsion,
son enveloppe injective est sans torsion.

Supposons M s N . On appelle clôture de M dans N le sous-module

Cl est une fermeture de Moore. M est dit fermé si Cl(M) = M, c’est-à-dire si
N/M est sans torsion. M est dit dense si Cl(M) = N, c si N/M est
de torsion.

Soit D l’ensemble des idéaux a gauche danses de r- . D possède les pro-
suiton ’-- .



4°F’ et si, pour tout d ~ D y K . d ~ D , alors ,

On appelle filtre toute d~ idéaux à gauche possédant ces 

priétés. A tou’: r.’adical de > torsion correspond un filtre idempotent. Inversement,, 3i

0 e. un filtre idempotent, on peut lui associer un radica. de torsion, défini 

Cette correspondance est En utilisant cette expression de

T(M) , f ;; immédiatement ue T(R) est un idéal bilatère. Par ailleurs. o-.B H-

montre difficulté que

Pour un module N y les conditions suivantes sont équivalentes :

1~ Si D F 0 et frHom(D , N) , il existe z e N tel que, pour tout d ~ D ,
f(d) =c~ .

2~ N es" ferme dars E(N) .

Un module N est dit divisible s’il vérifie 

Tout module H admet u2014 d; lGic:e D(M) ’ P.a clôture de M
dans E(M) .

On appelle module des quotients à gauche de M la théorie de torsie

née) le nodule Q(n) ~ D(M/T(M)) . 0~ de’ror. ?e que

Par ailleurs, est u’.: oui est appel.é Jes à 

che de R ~

Si M est sans torsion, E(M) est torFion. et on en déduit facilement que

Hom(R/D , E(M)) = 0 pour tout D ~ 0 .

Inversement; considérons un R-module II eB’ posons

Alors t~ est un filtre théorie de torsion correspondante 
pelle la théorie engendrée ~~ ~ c’est la décrie maximale roux laquelle i~I 

sans >

Soit S partie stable I ~ , 

Alors C est un filtre idemprtent. La théorie de torsion corrospordante est dit...

engendrée par S .

~~ filtrant.
Nous supposans R muni ordre filtrant R1 , 



Rappel~~~~ ~L’ ur~ e~~ un ~i ordre 

R ~ tI .

Un M est dit est produit sous-direct de modules

totalement ordonnés. a Comme nous considérons des modules unitaires, les 

caractérisés par les propriétes :

Pour les propriétés élémentaires des modules réticulés y on pourra se reporter à

C2~.

Si M est un R-module ordonné. on notera = lf:+ .- est un sous-module

filtrant de M .

Si M est un R-module quelconque y posons :

PROPOSITION 1. - un sous-module de M .

PROPOSITION 2. - Si i~ est un f-module, v~(~i~ est u; sous-module solide.

dovons démontrer que Ixl ( et x E T*(M) impliquent y E T*(M) 
.

existe un avec D ~L .~ o d ~;. J ..

donc D y=0 .

PROPOSITION 3. - Si R est un anneau a carres positifs, pour tout R-module ï’-I y

2T~(M) s T(M) . 
" ’ ’

et par 

a , b , c ~ D , il vient :



On a par conséquent D3 ~ 2x ~ = 0 , donc 2x E T(M) .

COROLLAIRE. - Si R est un anneau à carrés positifs, et si M est un Z-module

sans torsion, = T(M~ ,

En effet, si x E T#(~~I~ , 2x e T(M) , donc il existe D E ~ avec 2(Dx) = 0 ,
ce qui implique Dx = 0 .

Le corollaire précédent s’applique en particulier au cas où R est un f-anneau

et M un R-module réticulé. Alors T(M) est solide, et M/T(M) est réticulé.

PROPOSITION 4. - Pour un filtre idempotent ~ , les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(ii) Pour tout module M, T*(M) = 

M est dense dans N , RM est dense dans RN .

(i) implique (ii), et (iii) implique (i), sont évidents. Montrons que (ii) impli-
que (iii).Si xeN , il existe un D t el que On a D x ~ RM . Par+ + + 

°

suite, 
’

On dira que  est positif s’il vérifie les conditions précédentes.

Si R est totalement ordonné, tout filtre idempotent est positif. Il en va de
même si R est un anneau à carrés positifs dans lequel 2 est inversible 
la proposition 3).

PROPOSITION 5. -Soit R un anneau filtrant à carrés positifs, et soit M un

R-module, qui est un Z-module sans torsion. La théorie de torsion engendrée par M
est positive.

Supposons D ~ D . Soit f E Hom(R/RD , E(M)) . Soit 03C6 l’homomorphisme cano-
nique de R sur R/RD. On a

donc

Par suite, f = 0 . Donc RD 
+

En particulier, si R est iir " app .. -- ; wn voi t que la théorie de torsion en-
gendrée par R est posi h S ."1 .



PROPOSITION 6 et - Supposons 0 positif. Soit M un f-module. Alors M est sans

torsion si, y et seulement si, toute polaire de M est fermée~

Soit A une polaire. Supposons que A . Soient d e D et y ~ A ~ On a

dy e A~ y donc

Rappelons qu’un sous-module P de M est dit premier si M/P est totalemenc

ordonner

Nous dirons que 0 est de caractère fini si y pour tout E e S , il existe

D’ ~ 0 ~ de type fi l? avec D’ c D .

Si R est noethérien à gauche, tout filtre idempotent est de caractère fini.

Soit S une partie stable de R ~ et considérons le filtre (3 engendre par S ..

Si R vérifie la condition de Ore par rapport à S y c ’est-à-dire si, pour tout

x 6 R et s 6 S y il existe y e R et t e S tels que tx = ys , alors C est

de caractère fini. En effet y tout D ~ D contient un s ~ S et 

LEMME. - Supposons 0 de caractère fini. Si (Li)i~I est une famille filtrante

à droite de sous-modules fermés de M y U Li est un sous-module fermé.

En effet, si L. , soit D’ -= ... + Ed, ~ (S D’ s D . "’ Il

tel que L./B L. contient les on a

L., , donc x ~ L~ .

PROPOSITION 7. - On suppose 0 positif de caractère fini. Soient H un :?-modul’e

L un sous-module solide fermé, et x ~ M . Il existe un sous-module premier fermé

P tel que L ~ P ~b x ~ P .

En effet, compte du lemme, l’axiome de Zom montre qu’il existe P maximal parmi
les sous-modules solides fermés Que contiennent I. et non x , Con,sidérons M/P .
Dans (o) est inter-irréductible comme sous-module solide fermé. Il en ré-

sulte (proposition 6) que M/P n’a pas de polaires propres y donc il est totalement

ordonné.

On en déduit immédiatement le résultat suivant.

PROPOSITION 8. - On suppose D positif de caractère fini. Soit M un f-module.
T(M) est l’intersection des sous-modules premiers fermes. Par conséquente M est
sans torsion si, et seulement si, il est produit de modules sans tor-
sion totalement ordonnés.



3. Extension de l’ordre.

Considérons un module ordonné M. On dira que it~ est isolé si D et

D x ~ M impliquent x E r~ . Si M admet un ordre isolé, il est clair que
+ + +

T~( M~ = 0 .

THEOREME 1. - Supposons M dense dans M’ , sans torsion. Si P est un ordre

isolé sur 

est l’unique ordre isolé de qui prolonge P . On définit ainsi une bijection

entre les ordres isolés de M et les ordres isolés de 

Montrons d’abord que P’ est un ordre. Si D + x ~ P et J + P , on a

existe un K ~ D avec Comme T*(M’) est un sous-module (proposition 1),
on a

Finalement x = 0 , car M’ est sans torsion.

Il est clair que n M . Si il existe D ~ D avec D + x ~ P .
Comme P est isolé, x E P . On a donc P’ n M = P . Soit P" un ordre isolé qui

prolonge P . Si x e P’, on a D~ x ~ P ~ P" , donc x E P" . Inversement, soit

xeP" . Il existe un De ~? avec Dx Ç M . On a D + donc

P’ .

Pour conclure, il suffit de remarquer que la trace sur M d’un ordre isolé de

M’ est évidemment un ordre isolé de M .

On notera que x E P’ si, et seulement si, (M ’, x) 
+ 

P . En effet, si

on a

PROPOSITION 9. - Un f-module M est isolé si, et seulement si, T*(M) = 0 .

La condition est évidemment nécessaire. Supposons T*(M) = 0 . Soit x tel que

D 
+ x ~ M ~ . Pour tout d E D ! on a Donc D 

et 0 , c’est-à-dire x F ~ + . _

Si M est un f-module, et N un module qui contient M , nous dirons que N

est une f-extensior s’il existe sur N une structure de f-module telle que h~



soit un sous-f-module. Si T*(fi) = 0 , une telle structure est unique (d’après les
deux résultats précédents). Nous allons caractériser les f-modules sans torsion

dont le module des quotients est une f-extension.

Soit G un groupe réticulé commutatif, et soi t y E G . r’i

On a en effet

~ ,

THEOREME 2. -Soit R un anneau filtrant muni d’un filtre idempotent 0 posi-
Soit M un f-module sans torsion, Le module des quotients à gauche Q(K)

est une f-extension de M ji, et seulement si, pour tout x ~ 

La condition est évidemment nécessaire, car en doit avoir :

Réciproquement, supposons cette condition vérifiée.

Nous allons montrer que chaque est un groupe réticulé. Si

On vérifie facilement que c’est un ordre (car RD+ est engendre par D ). Soit
f e Hom(RD+ , M) . Comme RD+ e 0 , il existe un x e Q(M) , et un seul, tel que

=dx pour 
’ 

d, , on a 

" 

Comme RD+ est engendré par D’ , f 
..1.. 

se prolonge en un homomorphisme de RD 
+dans M , que nous notons de la même façon. Ii t;s’, que i 

-! . 
est la borne su-

périeure de ’" et de 0 . Par Hom(RD
.’- , =v est 

Comme D E D contient RD ~ D , on a :



Ceci montre que est un groupe réticulé. L’ordre ainsi introduit sur Q(M)
est identique à celui défini dans le théorème 1. Il reste à prouver que ~;sv

un f-module.

Par suite, 0 , donc (ax) = ax , et ceci achève la démons-+ + + + L 
°

tration.

Supposons maintenant que R est un anneau réticulé. Nous £irons qu’un 
M est distributif si, pour x E a, 

. 

bER, on a

Ces modules ont été étudiée dans [2~
~ ~

THEOREME 3. - Soit R un f-anneau muni d’un filtre idempotent positif (&#x26; . Soit
M un f-module distributif sans torsion. Q(M) soit un f-module distri-
butif, il faut et il suffit eue :

Ces conditions sont évidemment nécessaires. Inversement, il suffit de montrer que,

C0R0r.Ijà.IRE. - Soit R muni d:’un filtre idempotent positif D . Poy£
p Q(R) soit un £-anneau (f-extension de R = R/T(R) ) , et il suffit
que



PROPOSITION 10. - ~~ R est un anneau commutatif, les conditions énoncées par
les théorèmes 2 et 3 sont satisfaites par tout f-module.

Supports maintenant que M est un f-module distributif. Si 0 ~ x ~ Q(M) ,

Il existe d’autres anneaux pour lesquels ces conditions sont automatiquement sa-
tisfaites. Citons notamment les anneaux réguliers L4]. La condition 2° du théorème
3 est toujours satisfaite lorsque R est totalement ordonné.

Nous d~ons :. module I: ,-sans torsion, est un (q - f)-module si Q(M)
est une f-extension de M .

Nous allons étudier quelques propriétés de M par Q(M) .

PROPOSITION il. - Soit N un f-module 3:ms torsion, et soit M un sous-f-module

dense de N . L’application C ~ C n M est une de Boole
N 1/algèbre de des pol2014-~ ~~ M , 

~ ’

Il suffit de pour x e N



Il existe un avec Dx  M . On a donc x = 0 . On

voit facilement que l’application inverse est K ~---~ 

PROPOSITION 12. - Soit M un (q - f)-module. Les propriétés suivantes se trans-
fèrent de 

(i) ~~ totalement ordonné,

(ii) M basique, a

(iii) M peut être plongé dans une somme direc te de modules totalement ordonnés.

Plus généralement, toutes les propriétés qui s’expriment en termes d’orthogona--
lité se transfèrent

Rappelons qu’un sous-module solide L de M est dit premier si est tot&#x26;-

lement ordonné.

PROPOSITION 13. - On suppose D positif. Soient N un f-module, et M un
sous-f-module dense.

(i) Si L est un sous-module solide de M, , est solide,

(ii) si L est premier, C1 (L) est premier.

donc dx=L .

Ainsi ce qui 

(ii) M/(Cl(L) n M) est totalement ordonné (comme image de M/L ) et dense dans

N/Cl(L), qui est sans torsion. La proposition 12 montre que N/Cl(L) est totale-

ment ordonné.

PROPOSITION 14. - On suppose S positif. Soit M un (q - f)-module. Si M est

produit sous-direct de modules totalement ordonnés sans torsion, il en est de même

de 

Soit la famille des sous-modules premiers et fermes de M . Par hypo-
thèse, P~ = 0 . D’après la proposition précédente. est premier fermé,
et on a 

On en déduit ~ ClN(Pi) = 0 , car N est extension essentielle de M .

Si M est un f-nodule, nous d.ircns que L est un z-sous-module (Cf. [2J) si

L implique 



PROPOSITION 15. - Soit R un f-anneau réduit. Alors

(i) T(R) est un z-idéal, 
(ii~ est réduit,

(iii) Si R est un q - f-annea,u, est un f-anneau réduit.

(i) En effet, on sait que dans un f-anneau réduit,

Par conséquente a ~ T(R) si, et seulement si, a~ Si a e T(R) et

on a a~~b~ , donc b~=D , et be T(R) .

(ii) Prenons a tel que Il existe un D=(B avec Da~=0 . Pour
tout de D , on a donc jdj A ja} A ...A |a| =0 , c’est-à-dire
jd) A ja) =0 , da=0 . Par conséquente aeT(R) .

(iii) Si Q(R) est un f-anneau, ses éléments nilpotents forment un idéal bila-
tère N. On a N n R = 0 puisque R est réduit. Comme Q(R) est extension es-

sentielle de R , N = 0 .

PROPOSITION 16. - Soit N un f-module archimédien. Alors T(M) est un z-sous-

module.

Pour tout a ~ R , l’homothétie x ~ ax est un orthomorphisme de H . Il en
résulte que l’ensemble des x vérifiant ax = 0 est une polaire [2]. Soient
x~ T(M) et ye 

Il existe un D e (&#x26; tel que Dx = 0 . Ainsi x appartient à l’annulateur de D,
qui est une polaire, donc y lui appartient également, et par suite y e T(M) .

PROPOSITION 17. - On suppose D positif. Soit M un f-module sans torsion. Si
M est archimédien. alors M est un (q - f)-module, et Q(M) est archimédien. Si
~ est en plus distributif. Q(M) l’est également.

On sait que, dans un groupe réticulé archimédien, les orthomorphismes commutent
[2]. Si d, R et xe M , on a donc

On peut alors démontrer l~ç théorèmes 2 et 3 exactement comme dans
la proposition 10.

Pour montrer que Q(M) est archimédien, prenons x , avec nx  y
pour tout n eN . Il existe D , avec Dx ~ M et Alors

Si d OE J + on .-, -iAv ’ . dy pour tou.t P " ° Ceci donne dx  0 °

On a donc - .T+ . ’ M+ , .. = ~ N+ , c’est-à-dire x à ° .



5-12

BIBLIOGRAPHIE

[1] ANDERSON (F. W.). - Lattice-ordered rings of quotients, Canad. J. Math., t. 17,
1965, p. 434-448.

[2] BIGARD (A.). - Contribut on à la théorie des groupes réticulés (Thèse Sc. math,
Paris 1969).

[3] BIGARD (A.). - Les orthomorphismes d’un espace réticulé archimédien, Proc.
koninkl. Nederl. Akad. van Wet (à paraître).

[4] GEORGOUDIS (J.). - Torsion theories and f-rings (Thèse Ph. Dr, McGill Univer-
sity, Montréal 1972).

[5] LAMBEK (J.). - Torsion theories, additive semantics and ring of quotients. -
Berlin, Springer-Verlag, 1971 (Lecture Notes in Mathematics, 177).

[6] STEINBERG (S. A.). - Lattice-ordered injective nulls, Trans. Amer. math. Soc.
(à paraître).

(Texte reçu le 12 mars 1973)

Alain BIGARD
8 rue Parrot
75012 PARIS


