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XVI.1

§ ET 

Dans cet exposa r est un o fixe.

: U i i e distribution r si est

orthogonale aux polynômes i 
,

Les formules usuelles de 1 ’ éi i i a 1 jr s e iii-imérique, qui ne sont

pour des fonctions de classe sont souvent exactes

pour des polynômes de J’. Les reste de ces formules sont d o i i c

des distributions peaniennes. Dans le cas des fonctions d’une variable . .

i * ([ 7 ] , [ 1 J) a 1 sur la représentation des restes

de ces formules par des f - j’ f (1 ) ,

ou K (. ) est une fonction polyn’omialc par morceaux.

On 1 se propose de ce aux fonc-

tions de plusieures variables.. et dliit,îlilse-r" la représentation intp-

grale obtenue, pour aborder létude des distributions

péaniennes a (Cette étude 

; y ou les jouent le premier rôle).

Dans les de ces f 0 rnru 1 (’ s, apparaissent des 

en calcul 1 de plusieurs

1 e = . #

~ g r c:~ c~ ~z ~ ~ ,~ , ~f ~r y ~~ ~, c~ ~ v ~y z ;, ~ ;~ . ~ ~r~ t a f, ~ ~ x c ~.r ~ Z , ~., : . 
s f n c ~ 1 l o n s v de y 4 t, u 1 1 é e s ici i

&#x3E; 

11 n i pavé 1 est u n e s j.&#x3E; 1 c e affine

n t 1,1 IE~.

On utilisera systématiquement 1 e s puissances tensorielle

" ym p t ri Il u e s 0 IE ([ 2) , [ 3] , [ 4 ]). La multiplication

devrait (, se Mais pour ne o _

11 0 II som e t t 0 Il souvent ce : Pour deux points A et B (le

ou AP k aii A[’ 
Ir’B. - r:.B i., &#x3E; i &#x3E; ; i  , i &#x3E; 

i i , a  B .- ,1 ) ’ , o u ô» a i,i i 1 , ii à W - A I » w iio .. e t . c o i , ,on écrira (R.- ,tB ) .. au . A n 1..:1 AH..... CI A .th. 
par exemple formule



XVI.2

sous une forme qui rappelle mieux son modèle (à une variable)

§ 2. POLYNOMES

Rappelons qu’un ol nôme de degré s m défini sur t, à valeurs

dans un espace vectoriel IH, est déterminé, dès que l’ on fait choix d’ une

origine 06&#x26;,par %eslcoefficientd’ LkEHom(ok]E,,Ul).

C’est Inapplication

Une telle application est encore un polynôme pour tout autre choix

d’origine. Les formules de changement d’origine s’appellent les for-

mules de Taylor.

’ 

Les polynômes spéciaux s’obtiennent par les deux particula-
risations suivantes :

a) L’espace ID est la puissance tensorielle symétriquer "
QlE (avec r oh r est l’entier fixé).

b) Les opérateurs L k sont des opérateurs de multiplication tenso-
rielle symétrique.

Définition : Un polynôme spécial de degré _, m, dl ordr,e r est dé-

terminé, après choix (provisoir,) d’une origine, par les "coefficients"

sr-k o :5 k e m). °

C’est l’application de e dans(E)lE :
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Exemple : Un "trinôme spécial" d’ordre 2 s’ écri-i-r

-

est un scalaire V

un vecteur et S 2 un tenseur symétrique appartenzuiit,

Nous désignerolls par -il’ l’espace des pnlyiiô&#x3E;mes
d’ordre e r. On -trouve j e que sa ( n + r) , 

n

que il &#x3E;1) 1 la dimension des 

nômes de degré s: r sur t à valeurs 

Pro_2osition 1 : Un spécial P, non nul. d’ordre r et de de-

_gré me r ne peut s’ annuller en plus de 

En fait un tel polynôme--admet une factorisation unique (à
des s facteurs 

où m~ ou les Ai sont distincts (ou et où Q est un

polynôme spécial de degré m-k, d’ordre r-k,qui ne s’an nulle pas sur &#x26;.

Si P(X) slannulle en un point A,, on transporte l’origine eii

ce point et l’on met en facteur (noter que l’algèbre symétrique
est intègre). Récurrence descendante sur l’ensemble des zéros de P(x).

Proposition 2 : Il existe une application linéaire V de -~’. sur

~ 1~ dont le noyau est constitué par les polynômes constants? telle

que, pour tout IPE-Jr et V~IE
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Vérification triviale

Autrement di t, la dérivée est, 9 dan s

le cas particulier où P est spécial, un opérateur de multiplication
tensorielle symétrique.

On peut itérer l’opérateur V . Cela permet de transcrire (1)
sous la forme

Remarque : : Ces deux propositions mettent en évidence une analogie
entre les polynômes spéciaux et les polynômes seule variable

réelle. En particulier; pour les fonctions d’une seule variable, on

distingue généralement la dérivée h - f’ (x) h et le nombre dérive

f’(x)) qui est le coefficient numérique de la Pour un po-

lynôme spécial P,V P(x) joue le rôle de nombre dérivé .

§ 3. FORMULE INTEGRALE

Definition : : Une 0-chaine finie d’augmentation nulle est une som-

me formelle de points pondères (par des coefficients réels) :

Une telle 0 - c ha i n es’ é cri tau s s id’ un e infinité de tapons sous 1a

À. (A.-A.) et il existe des 1-chaines r - , A.A . dont
’ 1. J l i- 1 J

le bord est y. J 
‘ a

L’ espace vectoriel des 0-chaines finies d’ augmentation
nulle dont le support est contenu dansIFdIK sera désigné 

est
Théorème : Si r est une 1-chaine dont le et

si PEi et f on a : 

~ ~

- r- 
( 

J 
201320132013201320132013
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Cette formule s’obtient formellement par intégration par
partie itérée, légitime Pli vertu des propriétés des polynômes spéciaux.

t Si l’on cl o 1 ;. i 1, on trouve

Si l’on choisit

011 obtient une formule avec des développements de 

r-k «

Proposition 3 : a) Toute distribution T e, 

représentée par un p) E1K x..6 

Par abus de langage, on aussi

b) Il existe un isomorphismc canonique appelé trans-

B, entre de di stri buti on s r, de 

ports respectifs [A) et associe à (A ; P) la 

P) = (B; P). Et (13 P) est l’unique distribution de suppura

(H) telle que (A P) - (Il P) soit peanienne.

Ne pas confondre le transport (opération fondamentale) 

1 (mieux mais d’intérêt 

Par : La tranSi4t49 en B de le mesure de Dirac 8 A est à
4lor4 que (f ~ T~!(4)),



XVI.6

Proposition 4 : L’espace des distributions péaniennes d’ordre

s r à support f ini, contenu dans IF cK, est engendré par des distri-

butions biponctuelles.

Il suffit de le prouver lorsque IF est un ensemble fini, et

l’on raisonne par récurrence sur le cardinal de IF.

Si Card:0152’ :s; = (0). Dans le cas contraire, soient A et B

deux points distincts de IF. Si TAla composante en A de T.

Alors T == (TA - tBAT A1 + (T - TA + t BATA). Le premier terme est une
distribution bijonctuelle, et le point A ne figure pas au support du

second terme : d’après l’hypothèse de récurrence, ce second terme peut,

se décomposer en somme de distributions biponctuelles appartenant à

Théorème de Péano généralisé : L’espace IT (IF) des distributions péa-
jniennes r, à support fini, contenu dans IF est canoni-

quement i somorphe au produit tensoriel r-

Il suffit de le prouvere dans le cas où IF est un ensemble

fini.A l’application bilinéaire, qui associe à X-ir la

distribution f 1 r est une 1-chaîne quel-

conque telle que èf = y) correspond une application linéaire de

IT(1F) 0 -dr dans ]r r (IF) Cette application est surjective, d’après la

proposition 4 comme le but et la source sont tous deux; de dimension

(CardIF - 1) x (n+r), c’est bien un isomorphisme.
r

Corollaire : 10 Toute distribution de support (A. ) (1 £ k)
i

est représentée canoniquement par une somme (cf. Prop 3)
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1

Le système i.. di équations 7 (aux P. 
]-.l 6 q§ _ . 

lJ 

admet toujours des solutions, lorsque S Pi = T admet alors des re-

présentations

§ 4. STRUCTUf0152S EIîCLIDIENNES

On se propose fi’ exploJ tpr les résultats précédents pour abor-

der l’ étude métrique des distributions péaniennes à support fini.

Pour obtenir des résultats précis, on a (LÜ se livrer à une

étude métrique préalable de(D son 

Nous nous bornons ici à énoncer quelques résultats qui com-

plètent ceux de ’23,[3’, et r4-

Proposition 5 : a) IE étant muni d’une structure eiielidienne, il existe

sur 0 JE une structure euclidienne unique caractérisée par Inégalité

h) Il existe une cons-tante K(n ; p, q) (que 
telle que, pour IE : :

p p q

En partieu.lier,
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(ce sont les mei IleLires consta.ittes, qi.e n &#x3E; 1.)
On a aussi

(ici? ce sont les meillri;tPà constantes si k n).

r 
Propos) Eon 6 : a) Sur Hom(0 kIE ; IR), canoniquement isomorphe à

~ 
! 

" la norme diiale est eu produit par k~ de 1 , norme canonique

sur prop ~)

b) Si LëHom (0 IL, ; " avec produit
intérIeur SJ L satisfait à

ci) Si et si A,B sont deux points distincts de IK,

il existe un point C sur le segment tel que

Pour définir maintenant les normes

il faut, au préalable préciser les normes choisies sur Cr+l eie.

En fait, nous n’ ui î li seroiis que des semi-normes dont le noyau est l’es-

pace des polynômes de degr-’é !g r, ce qui nia pas dl iriconvériients puis-

que l’on cherche uniquement à normer des distributions peaniennes.

où la borne 

/ ’1 /
rieure est prise sur l’ensemble des couples tels que 
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pour A E:IK

De même sur

§ 5. THEOREMES 

nous définissons deux de normes :

1° Les normes ’’fonctionnelles" définies par dualité forte

avec (3 r+w On les désigne par il 11-+i&#x3E; et ){ B respec-
tivement.

2° Les normes "géométriques" dont le calcul ne fait inter-

.venir que des manipulations sur K et J munis de structures eucli-
diennes de dimension finie.

Pour tout considérons l’ensemble des décompositions
ext,ernes" T °°°° 2 (A. -A P.. (où les points A. et A. n’appartien-l J 1 J
nent pas nécessairement au support de T).

Posons alors

où les bornes inférieures sont calculées sur l’ensemble de ces décom-

positions et oÙ les intégrales sont calculées le long de segments rec-

tilignes.
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: Pour tout ~.’ on a

Démonstration : lo La première inégalité de droite s’obtient im-

médiatement en majorant 
’

compte tenu de la proposition 6b).
Et, on obtîent, de même

On en déduit que les expressions sont bien des normes.

° Pour démontrer les inégalités opposées remarquons d’abord
que le dual algébrique de s’identifie à, l’espace des champs de

polynômes de degré  r surIK. (Puisque est une somme directe d’es-

paces de distributions ponctuelles).

D’après le théorème de Hahn-Banach il existe

une forme linéaire (p satisfaisant a

(p peut se représenter par un champ de polynômes.

En remplapant ici S par les distributions biponctuelles fondamentales

précédent) qui satisfont trivialement à

on obtient des inégalités
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ce qui prouve que (p est le champ des polynômes de Taylor d’une fonc-

tion de classe . .

Et, plus particulièrement, k = 0 on trouve que

ce qui prouve que

On démontre ainsi

Et par un argument analogue, que

Remargu_ Pour r = 0, la formule exprime une isométrie sur l’espace
des 0-chaines d’augmentation nulley à support fini. J’ai relaté dans

[61, les péripéties de la découverte de ce théorème élémentaire.

1 , 
On peut prouver très simplement, que sous réserve que le dia-

m è t-re de ]K soit inférieur à 1, notre norme 1 j" est égale aux normes

J léet 1 1* que’ Whitney à introduites dans sa théorie de l’intégration
géométrique ([2],[8]).

9 6. CALCULS INTERNES 

Le calcul de 1 )À et de M(T) (
est rendu ma,lai sé du fait’ ’-r ’ ’-(r+o))

’qu’il fait intervenir des décompositions T == - 7-(A.-A.)SP.. où les A

ne figurent 
, 

pas tous au 
, 

support de T. 
2 1 J l J 

~ 

~~ ~ 

1

Par exemple, pour une distribution bijonctuelle on

peut joindre A et B par un arc et inscrire une ligne polygonale

dans cet arc, pour calculer
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La valeur de (A-B)©P)É apparait alors comme la solution d’un pro-

blème de calcul de variations.

On peut aussi envisager d’associer à T le nombre

où la borne inférieure est calculée

sur l’ensemble des 1 ,J décompositions interne

où tous les figurent au support de T.

On obtient ainsi une expression plus facile à étudier et à calcule,
mais qui est une rénorme (non une norme).

Proposition ’~ : Pour tout entier N » 2, il existe une constante I"~.
telle que, pour toute distribution dont le support à un car-

N, on a

Raisonnons par l’absurde. Si la conclusion était fausse, on

pourrait trouver une suite T a, de distributions, appartenant 1

dont le support comporte N p:ints,et telles que tende vers 0,

alors que r(T ) = 1.

tendraient vers 0, au sens

de la topologie forte du dual

Mais par ailleurs, après extraction de sous-suites,on pour-
rait faire en sorte que le support de T oc tende (au sens de la métrique
de Hausdorff) vers un ensemble S de cardinal ~ N.

Si les deux points Ai, A . du support de Ta convergent versl J a

deux points distincts on associera (B.-B.)0P.. au terme
J l.. 
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Si,au converge vers un même puîn t 
i j 

on associera à la distribution d’ ordre s dastrî-
1J 1 b

bution d’ ordre r+1 définie par le tenseur symétrique 
1 J K i j

Compte tenu d q que la prénorme 1 est une norme en

restriction sur l’ensemble des distributions de support contenu daiis

S. on en déduit facilement que les T CI. convergent nécessairement vers
une distribution non nulle portée par S, ce qui conduit à une con-

tradiction.
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