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§ 1. INTRODUCTION ET NOTATIONS

Dans cet expo=é¢ r est un entier > o fixé.

Définiiion : Une disiribution d'ordre < v est éanienne, si cile est
orthogonale aux polynhmes ‘o degré < r.

Les formules usuelles de 1'analyse numérique, qui ne sont
qu'approchées pour des fonctions de classe GF, sont souvent exactes
pour dew polyndmes de degré < r. Les restes de ces formules sont donc
des distributions péaniennes. Dans le cas des fonctions d'une variablc.
G. Péano ([7],[1]) a attiré 1'attention sur la représentation des restes
de ces formules par des expressions intdégrales [ - f f ()R () ,

ou K () est une fonction polynBmiale par morceaux.

Un se propose de généralaser ce Lhdéeréme de Péano aux fonc-

tions de plusieures variahbhles, et d'utiliser la représentation inté-
grale ohtenue. pour aborder 1'étude "géométrigque" des disiributions
péaniennes & support finy, {Cette étude s'oppose a 1'étude "fonction-

"

nelle", traditionnelle, ou les fonctions-lests jouent le premier role).

Dans lex intégrandes de ces formules, apparaissent des )o-

2 P N .
Fvndme s spéetaux™ mmportants, en caleul diiferentiel de plusieures

variables,

. . r .
Produits tensoricls syvmebriques @ Les foncitons de & étudiédes 1c¢1

o 2 3 . I . »
sonl défintes sur un pavé compact K< ®& ou & ¢t un espace affine

euciidien A n dimensions, associ¢ a 1'evspace euclidien IE.

On utilisera sysiématiquement les puissances tensorielles
symétrjques()km de 1'espace I8 ({2],[3),(4])). La multiplication
C)QE x()ﬁm ﬁc>k+hm devrait se noter®. Mais pour ne pas alourdir 17¢é-
criture nous ometlons souvent ce signe : Pour deux points A et B de &,
on fceriva (B~A)k, ou Af’»k, au liellémf A"»@Xm..@m . Cely,

permettra, par exemple d'écrire la formule



(B-X) ©dx

£(8) - 1{72(p) - Jo 2" 00 —

sous une forme qui rappelle mieux son modéle (& une variable)

(b-x)*

— f(r+1)(x)dx.

£(b) - Tgr)f(b) - I

§ 2. POLYNOMES

Rappelons qu'un polyndme de degré < m défini sur &, a valeurs
dans un espace vectoriel M, est déterminé, dés que 1'on fait choix d'une

origine 0 € €, par ses "coefficientsd' Lk € Hom@k]E,]H) .

(x-0)¥
C'est 1l'application X = z L =
oskSmLk ket

Une telle application est encore un polyndme pour tout autre choix
d'origine. Les formules de changement d'origine s'appellent les for-

mules de Taylor.

Les polyndmes spéciaux s'obtiennent par les deux particula-

risations suivantes

. . . iéme
a) L'espace H est la puissance tensorielle symétriquer -

C)QE (avec m £ r ou r est 1'entier fixé).

b) Les opérateurs L _ sont des opérateurs de multiplication tenso-

k
rielle symétrique.

Définition : Un polyndme spécial de degré < m, d'ordre r est dé-

terminé, apreés choix (provisoir.) d'une origine, par les "coefficients"
Sr_k€()r_kml(avec o<k <sm).

C'est 1'application de & dans@r]E :



) k
(1) x- ¢ s O¢%8
o<ksm :

Exemple : Un "trindme spécial” d'ordre 2 s'écrit

——p

+ V.O(x-0) + S, , o A est un scalaire, V

2
X=a ()

un vecteur et 82 un tenseur symétrique appartenant é@gE.

Nous désignerons par { 1'espace vectoriel des polynimes

r v

. . . . N4y :
spéciaux d'ordre r. On trouve que sa dimension est ( I ), stricte-
ment inférieure (dés que n >1) & la dimension de 1 ewpace des poly-

ndmes de degré € r sur & a valeurs dans@rIE.

Proposition 1 : Un polyndme spécial P, non nul, d'ordre r et de de-

gré m £ r ne peut s'annuller en plus de m points.

En fait un tel polyndme admet une factorisation unique (2

1'ordre des facteurs pres).

(2) P(X) = (X-4,) O (X-4,) 0O ...(x-4) O q (%)

ou k < m, ou les Ai sont distincts (ou confondus), et ol Q est un

polyndme spécial de degré m-k, d'ordre r-k,qui ne s'annulle pas sur €.

Si P(X) s'annulle en un point A1, on transporte l'origine en

ce point et 1l'on met X-A_ en facteur (noter que 1'algibre symétrique

1
est integre). Récurrence descendante sur l'ensemble des zéros de P(X).

Proposition 2 : Il existe une application linéaire V de ,—fr sur

dr‘-l’ dont le noyau est _qonstitué par les polyndmes constants, ielle

que, pour tout PE'Jr et VelB

(3) Dlp(x) [;] =V P(X) O;.



XVI.4

Vérification triviale

Autrement dit, la dérivée DlP(X)E Hom (IR ;C)gE) est, dans
le cas particulier ou P est spécial, un opérateur de multiplication

tensorielle symétrique.

On peut itérer 1'opérateur V . Cela permet de transcrire (1)

sous la forme
P(X) = P(A) +7v 1P(A) © (X-4) + ......V P(a) ® (%—% ’ .

Remarque : Ces deux propositions mettent en évidence une analogie

entre les polynOmes spdciaux et les polyndmes d'une seule variable
rd . . . .

reelle. En particulien pour les fonctions d'une seule variable, on

distingue généralement la dérivée h = f'(x) h et le nombre dérivé

f'(x), qui est le coefficient numérique de la d%rivée. Pour un po-

lyndme spécial P,V’lP(X) joue le rdle de nombre dérivé .

§ 3. LA FORMULE INTEGRALE

Définition : Une O-chainc finie d'augmentation nulle est une som-

me formelle de points pondérés (par des coefficients réelc)
Yy = Z AiAi , avec I Al = 0.

Une telle O-chaine s’écrit aussi d'une infinité de fagons sous la
P
forme vy =3 A, (A.-A.) et il existe des 1-chaines I' = £ A. A A. dont
S N 1 i)

le bord est Y- J J

L'espace vectoriel des O-chaines finies d'augmentation
nulle dont le support est contenu dans FCK sera désigné par I'(TF).
est
Théoreéme : Si I' est une 1-chaine dont le bord/y = E XiAiEITED, et
i Pe :fr et felC r+1(][’( ;]H), on a :
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(4) S A, T (—J_)kl)ki'(Al)[\"r"kP(Ai)]:(—])rd_f p™* 1 (x) (X)) O dx]

-
i osksr i

Cette formule ='obtient formellement par intégration par

partie itérée, légitime c¢n vertu des propridtés des polyndmes spéciaux.

AT
Cas particulier : Si 1'on choic1t P(X)= Lﬁi%l— (o1 MEE) on trouve

{ v w1, -3 ?r
T A,i’T\xl)_l‘(}vi)xf p™lix)r L\l: ® dax].
e I} r .

r-k
Si 1'on choisit P(X)= M=X) Os, (avec 5, €@ 1),
A

r-k)!

on obtient une formule analogue, avec des développements de Taylor

d'ordre r-k pour la fonction Dkf(X)[SP].

Proposition 3 : a) Toute distribution T d'ordre < r, a support ponc-

-~ -
ace

=

tuel.est représentée canoniquement par un couple (A : P) €K x {fr g

fa<f,T>=3 (-1)5%e() v Fp(a)] -
k

Par abus de langage, on derira aussi

(6) t-x (-0K 97K pla) -

b) 11 existe un tsomorphisme canonique appelé trans-

{
BAS
port de A a B, euntre les espaces de distributions d'ordre < r, de zup-

ports respectifs {A} et {B}.qui associe a (A ; P) la distribution,

(A ; P) =(B; P). Et (B ; P) est 1'unique distribution de support

“pa
{B} telle que (A ; P) - (B : P) soit péaniennec.

Remarque : Ne pas confondre le transport (opération fondamentale) avec

la_translation (mieux connue, mais d'intédr&t moindre).

Par evemple : La translatde en B de la mesure de Dirae 6A est 63

alera que tBA(éA) = {f = Tﬂf(A)ls
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Proposition 4 : L'espace rrGF) des distributions péaniennes d'ordre

< r a support fini, contenu dans IF c K est engendré par des distri-

butions biponctuelles.

I1 suffit de le prouver lorsque IF est un ensemble fini, et

1'on raisonne par récurrence sur le cardinal de IF.

Si Card IF < 1<frOF) = {0}. Dans le cas contraire, scient A et B
deux points distincts de IF. Si TET (IF), soit T
Alors T = {TA - tBA'rA} + {T -~ Ty + tgaTy
distribution bijonctuelle, et le point A ne figure pas au support du

A la composante en A de T.

}. Le premier terme est une

second terme : d'aprés 1'hypothése de récurrence, ce second terme peut

se décomposer en somme de distributions biponctuelles appartenant a

() @),

. . r ) . .
Théoréme de Péano généralisé : L'espace I (IF) des distributions péa-
P

niennes d'ordre € r, a support fini, contenu dans IF c K, est canoni-

quement isomorphe au produit tensoriel I'(IF) ® d P

Il suffit de le prouver, dans le cas oull est un ensemble

fini, A 1'application bilinéaire, qui associe a (y,fﬁ EBTUF):<1!r la

distribution £ = [ D™'8(X)[P(X)@dX], (ot T est une 1-chaine quel-
conque telle que ¢l = y) correspond une application linéaire de
I (IF) ®~d; dans]FrGF). Cette application est surjective, d'apres la
proposition 4 comme le but et la source sont tous deux} de dimension
(Card IF - 1) x (n;r), c'est bien un isomorphisme,

1]

Corollaire : 1 Toute distribution TeIJfM) de support {Ai} (i < k)

est représentée canoniquement par une somme (cf. Prop 3)

T =% (Ai H Pil avec T Pi = 0
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A

o s . . . :
2 Le systeme d'équations (aux inconnues P, ﬁ‘Jr satisfalsant

1)
A P..+ P, =0)

admet toujours des solutions, lorsque g Pi = 0,et T admet alors des re-

présentations

ool

T =<7 (Ai—Aj) ® Pij ;

r2
KN

STRUCTURES EUCLIDIENNES

On se propose d'exploiter les résuliatls précédents pour uhov-
der 1'étude métrique des distributions péaniennes a support fini.
Pour obtenir des résultats précis, on a il se livrer 2 une

étude métrique préalable de ® QE, son dual 1j!”etc.

Nous nous bornons ici & énoncer guelgues résultats qui com-

pléetent ceux de [2],[3], et [4].

Proposition 5 : a) IE étant muni d'une structure cuclidienne, il existe

sur @

IE une structure euclidienne unique caractérisée par 1'égalilé

k

vvem, | Ly -y

b) Il existe une constante K(n ; p,q) (que nous conjectu.rons
égale a (p;q) 1/2) telle que, pour tout (S,T) E@leE x © I

K(n 5 pa)||S|l. [Tl sOT(" ") s]l. | 7]
En particulier,

(1) /2 Pl Sr © w<(PE v )
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(ce sont les meilleures constantes, dés gque n > 1.)

On a aussi

() Y20 LV V1SV © V- OVl kU LIV, v,

(ici, ce sont les meillenres constantes si k € n).

Proposition 6 : a) Sur Hom(()km ; R), canoniquement isomorphe a

# , . )
(DHE + la norme duale cst ¢gale ¢u produit par k! de I norme canonique
29
3
sur ()km (détinre a la prop ©)
b) Si L€ Hom (@klE ; R) et Se@hﬂi}, avec h < k, le produit

intérieur SJL satisfait a

k .
e L =D sl
¢) Si Ped’ ot A€K

1/2 k k N )
(Y2 % e(a) [spEr(a)ls (1) 17 B
d) Si fec r+l et si A,B sont deux points distincts de K,

il existe un point C sur le segment [AB] tel que

> (e el (re1) D" L2(0)]|

T+1 Dr+1‘(c) <
J 0™ e () |l ]

o - > . o toon
Pour définir maintenant les normes h'd-(r+1) et H'“m(r+m) ,

1 et &Y otc.

En fait, nous n'uiiliserons que des semi-normes dont le noyau est 1'es-

. . - T+
il faut, au préalable préciser les normes choisies sur C

pace des polyndmes de degré s r, ce qui n'a pas d'inconvénients puis-

que 1l'on cherche uniquement & normer des distributions péanieunes,
Sur GF*IGK) (ou sur G?+4PGK)) on adopte

re1 [p"£(a)-p"1(B)]|
£) = Sup ] ; ou la borne supé-
AB
rieure est prise sur l'ensemble des couples (A,B) €K x K tels que A # B.
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D'apres (6,d), pour A€K

HDr*if(A)H < (r+1)‘1/2ufnr+1 .

r+
De méme sur @& @

p"s(a)-p"(B)||

w (l]aB})

§_5. THEOREMES D'EQUIVALENCE

L - ,
Sur T (K) nous définissons deux sortes de normes

0 : o )
1~ Les normes "fonctionnelles" définies par dualité forte

r+1

avec C ou &Y | on les désigne par H “—(r+1) et n u—(r+w) respec-

tivement.

0 . DL
2 Les normes "géométriques" dont le calcul ne fait inter-
venir que des manipulations sur K et :{r munis de structures eucli-

dienneg de dimension finie,

Pour tout TET (K) considérons 1'ensemble des décompositions
"externes" T = % T (Ai—Aj) ® Pij (o1 les points Ai et Aj n'appartien-

nent pas nécessairement au support de .

Posons alors

'. ]b = n [ }]; .. t X

TR (E Ty e

1 . 1 -
M(T) (L, = Inf 3 (i?j) © (\\AiAju)[\\PiJ(Ai)u + —\1/_-_—% JEAiA,-]HV Pij(X) |dX]

ou les bornes inférieures sont calculées sur l'ensemble de ces décom-
positions et ol les intégrales sont calculées le long de segments rec-

tilignes.
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Théoréme : Pour tout TE]I"r(]K), on a

[ APETTINNPRL LS

MDD () = 1T (raw)

Démonstration : 1° La premiere inégalité de droite s'obtient im-

médiatement en majorant

[ D‘”*lf(X)[PiJ(X)QdXH[A (P, (x)d p**1e(x))dx

[AiAj] 4]

1]

compte tenu de la proposition 6b) .

Et, on obtient, de méme HTH-(I’-O'UJ) s M(T)_(r+w).

On en déduit que les expressions [T!?r et M(T)-(r+w) sont bien des normes.

2° Pour démontrer les inégalités opposées remarquons d'abord

que le dual algebrique de G;r s'identifie a 1l'espace des champs de

polyndmes de degré < r sur K. (Puisque c;r est une somme directe d'es-

paces de distributions ponctuelles).

Soit TET (K). D'apres le théoreme de Hahn-Banach il existe

une forme lindaire ¢ sur I''(K) satisfaisant &
< ¢, T > = !T‘?r , et pour tout SET(K) a < 9,5 > < [S!?r i

¢ peut se représenter par un champ de polyndmes.

En remplagant ici S par les distributions biponctuelles fondamentales

Vk(A ; B)ci (exposé précédent) qui satisfont trivialement 2
]Vk(A,B)I?r < (;)HABHr~k , on obtient des inégalités leQ(B) - TK Q(B)]

< K ||aB|*. ||aB]|
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ce qui prouve que ¢ est le champ des polyntmes de Tavlor d'une fonc-

tion de classe Gr+£1p

Et, plus particulierement, lorsque k = 0 on trouve que

vr+1

HDrw(A) _ Drm(B)H s HABH,ce qui prouve que H@J <1.

On démontre ainsi

|2

r = ”TH-(r+1)
Et par un argument analogue, que

M(T)-(r+w) = nTH-(rm))'

Remarque : Pour r = 0, la formule exprime une isométrie sur 1'espace
des O-chaines d'augmentation nulle, a support fini. J'ai relaté dans

(6], les péripéties de la découverte de ce théoreme élémentaire.

On peut prouver trés simplement, que sous réserve que le dia-

métre de K soit inférieur a 1, notre norme l ‘ , st égale aux normes

‘-!bet l ‘# que Whitney a introduites dans sa théorie de 1'intégration
géométrique ([2],(8]).

§ 6. CALCULS INTERNES

Le calcul de l lér et de M(T) —(r+w) est rendu malaisé du fait
qu'il fait 1nterven1r des decompos1t10ns T = é Z(A -A. )®P ij ou les Ai

ne’ flgurent pas tous au support de T.

Par exemple, pour une distribution bijonctuelle (A-B)®P, on
peut 301ndre A et B par un arc et inscrire une ligne polygonale

A = A, Ai""Ak 1’Ak = B dans cet arc, pour calculer g HP(X)HdX.
° isk"[A A, 1
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La valeur de l(A-B)@Pﬂ@r,apparait alors comme la solution d'un pro-

bléme de calcul de variations.
On peut aussi envisager d'associer a T le nombre

1(T) = Inf {3 % f A ]HPiJ(X)“dX}, ol la borne inférieure est calculée

i” . .
sur l'ensemble des J décompositions internes

1 S 3 -
T = 3 E(Ai-AJ)QPij,ou tous les Ai figurent au support de T.

On obtient ainsi une expression plus facile a étudier et a caiculer,

mais qui est une prénorme (non une norme).

Proposition 7 : Pour tout entier N 2 2, il existe une constante TN

telle que, pour toute distribution TGIJTK) dont le support a un car-

dinal < N, on a

ITI?r < I(1) < Ty ITI?_r

Raisonnons par 1l'absurde. Si la conclusion était fausse, on
pourrait trouver une suite Ta de distributions, appartenant éﬁerK),
dont le support comporte N points,et telles que ‘Ta‘-r tende vers O,

alors que I(Ta) = 1.

Comme HTaH_ lTa‘?r,les Ta tendraient vers 0, au sens

(r+1) =
de la topologie forte du dual de GF+1.

Mais par ailleurs, aprés extraction de sous-suites,on pour-
rait faire en sorte que le support de Ta tende (au sens de la métrique

de Hausdorff) vers un ensemble 8 de cardinal s N.

Si les deux points Ai’A’ du support de Ta convergent vers

deux points distincts (Bi’Bj) €9 x % on associera (Bi—BJ.)®PiJ. au terme

(Ai-AJ. )@Pij de T .
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Si,au contraire,(A.,A.) converge vers un méme point Bke 5,

on associera a la distribution d'ordre < r: (A AJ)@)P , la distri-

bution d'ordre r+1 définie par le tenseur symétrique P (B )()A AJ

Compte tenu du "ait que la prénorme I est une norme en
restriction sur l'ensemble des distributions de support contenu dans
S, on en déduit facilement que les Ta convergent nécessairement vers
une distribution non nulle portée par 9, ce qui conduit a une con-

tradiction.
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