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XXVII.1

§0. TINTRODUCTION

Dans cet exposé sont résumés des résultats obtenus par

Baouendi~Geymonat [1] dans le cas analytique.

Pour simplifier 1 c¢xposé on se limite au cas du probleme de
Dirichlet pour le laplacien ; les résultats restent valables pour des

problémes aux limites plus généraux (voir par ex. Lions-Magenes [2] chap.8).

Notations : (1 désigne un ouvert borné de IR' tel que (i soit une variété

a bord analytique dont le bord est I'.

Eo(a) désigne l'espace des fefS(a) plates au bord I'y muni de
la topologie induite par @(5) ; D(Q) est dense dans g!a)'

E;(E) est 1'espace des distributions dans Q prolongeables a:mp,
muni de la topologie de dual fort de 90(6).

a(T') est 1'espace des fonctions analytiques réelles sur I' muni

de la topologie usuelle : a(T') = 1im ind @ (T) ; @'(T') en est le dual fort.
M- 4+ o M

§1. L'ISOMORPHISME DE DEPART.

1.1 Introduisons les espaces suivants

G,(Q) = {ved(q);oven(a),y vea(T)]

KA(Q) {vEE(E)MVEEO(B),VOVWIVE a(r)}

munis des topologies naturelles ; leurs duals forts seront notés par

(}A(Q} et KZ\(Q) .

Remarquons que.grace au théoréme de Morrey-Nirenberg d'ana-

litycité locale,il résulte

(1.1) QA(Q) c Ki(ﬂ) avec injeclion continue.

Du théoreme de Cauchy-Kowalewska on déduit immédiatement:



XXVII.2

(1.2) L'application lindaire et continue v i (YOV’YIV) de QA(Q) dans

a(T') x a(T') est surjective et pour tout M > 0 il existe un reléevement

linéaire et continu (WO,@I)}ﬂ FM(QO,@l) de OM(F) x GM(F) dans QA(Q)-

Pour la démonstration du résultat suivant voir Baouendi-
Geymonat [1].

Lemme 1.1 : L'application linéaire et continue v - (yov,ylv) de Ki(ﬂ)

dans @(T') x a(T) est surjective et admet un relévement R:(wo,wlkaﬂ(mo,ml)

linéaire et continue.

1.2 Désignons par Eh(ﬁ) 1'espace suivant :
@A(ﬁ) = {feﬁ)o(a) ;s f = Au avec uED(a), you = o0 et Yluea(r)}

muni de la topologie Timile projective naturelle.

Soit K 17application lindaivre et continue

f1.3) s Ko =2aR(0.9)

ar) - 9,(@.
On peut alors démontrer le théoréme suivant

Théoréme 1.1 : L'application

(1.4) J (u,0) = Au + K ¢
[ 9,(@) x a(T) - 9,(a)

cst un _isomorphisme algébrique et topologique.

Pour que la transposition de 1'isomorphisme de départ (1.4) soit
intéressante 11 faul que @A(ﬁ) soit un espace normal de distributions de

telle sorte que le dual fort soit un espace de distributions sur Q.
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Théoreme 1.2 : 9(Q) est dense dans @A(ﬁ)

Pour la démonstration voir Baouendi-Geymonat [1].

On a donc les injections continues avec image dense
(1.5) 3(a) 59,(0) 53 ()

Si nous désignons par SA(a) le dual fort de @A(ﬁ) on en déduit par

transposition

(1.6) 5)(‘)(5)(:,@&(5)(;@’(9) avec injections continues.

Du théoreme 1.2 on déduit aussi le corollaire suivant

(1.7) QA(Q) est dense dans Kk(ﬂ).

Par transposition du théoréme 1.1 on obtient le corollaire

(1.8) L'application

d

* .
u - (Au,K u)

o (@) -9 (Q) x a(T)

N

est un isomorphisme algébrique et topologigue.

) i . s
Pour interpréter K u nous allons nous restreindre & des sous-

espaces F convenables de @‘0(6).

§2. UNE FORMULE DE GREEN.

2.1 Soit F un espace vectoriel topologique localement convexe séparé
vérifiant
7

(2.1) J L2(Q) o F oD (Q) avec injections continues
]\ Lz(ﬂ) dense dans F .
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Si F' désigne le dual fort de F la condition (2.1) entraine

(2.2) ?(q) G F’ C;LZ(Q) avec injections continues .

Soit
Y = {ued'(Q) : aueF]}

muni de la topologie du graphe. On a

(2.3) S)(a} est dense dans Y .

Considérons maintenant deux conditions portant sur 1l'espace F

(¢) L'injection canonique et continue de 153(5) dans Q'A(Q), définie pour
fE‘D(ﬁ) par
vV - J’ v odx pour tout VEQA(Q),

)

se prolonge dans une application linédaire et continue G : F = Q'A(Q)'

(B) L'application ui= (you.ylu) définie dans ® (a) se _prolonge en une

application linéaire ef continue de Y dans @'(T') x @'(I") encore désignée

par ui- (you,ylu).

I1 est clair que Lz(ﬂ) vérifie la condition (a«) et que 1'on

peut remplacer :s(ﬁ) par LZ(Q) dans cette condition.

Proposition 2.1 : Supposons les conditions (2.1),(0&) et (B) vérifides.

On a alors la formule de Green suivante pour tout ueyY et ve (}A(Q)

(2.4) < 6(pu), v> i = <u, bv> i i
G () x g, (a) D' (0) x D(a)

.-_<»Yu,yv> i . —<Yu_,yv> . )
1" To a'(r) x a(r) o1 a'(T) x a(r)
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La formule est vraie pour!xeixa) et on la prolonge par densité en uti-

lisant les hypotheses.

Théoréme 2.1 : Supposons la condition (2.1) vérifide. Alors les con-

ditions (a) et (B) sont équivalentes.

Pour la démonstration de ce théordme voir Baouendi-Geymonat [1].
2.2 Si 1'on suppose que F est réflexif alors (2.1) est édquivalent a
(2.5) q) ¢ F! q.LZUQ) avec injections continues et images denses .
Dans ce cas la condition suivante ¢

(a‘) L'espace F' contient algébriquement et topologiquement 1l'espace

G,(a) .

est équivalente & la condition (a).

2.3 On peut s'intéresser au prolongement par continuité a Y de 1'appli-
cation ui— YU définie pourxjeixﬁ); on peut introduire alors la con-

dition suivante ¢

(aYO) L'injection canonique et continue de @(6) dans X' se prolonge dans
une application linéaire continue G : F = X'

ot X' est le dual fort de X = {VE(}A(Q) Poy,Y =0 } c. ad. X = {VE‘D(a) H
Aveﬁ(ﬂ);vgv =0 }.

Dans ce cas la donnée d'un espace F réflexif, vérifiant (2.1)
et (0 ) est équivalente a la donnde d'un espace normal de distributions,
réflefif, contenu dans L&(Q) et contenant X. Cette derniére condition est

identique a celle de Lions-Magenes [2] chap. 8, section 3.2.
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2.4 Se rapportant a (1.8) on peut chercher des

= conditions sur F pour
que 1'on ait

’ -
Y A(Q).

Introduisons alors la condition suivante :

(x1) L'injection canonique et continue de D(Q) dans:K'A(Q) se prolonge
dans une application lindaire et continue

SN o )
G, : F JCA(Q).

De (1.7) on déduii immédiatement que (ai) entraine (a). On a de plus le
résultat suivant

Proposition 2.2

v

8i F vérifie (2.1) et (al) alors

hd , ’
YD A(Q)

et pour tout vEJ{A(Q) el pour tout u€Y on a la formule de Green

)

(2.6} < (}1(Au),v > . ‘
1K'A(Q) X Mﬁ(ﬂ)

—

-xu,Av‘>

S‘A(Q) x :DA(Q)

= < Y u.-Y v > ) . - < % 11.\( v > ) i
1 7o a'(r) x a(r) oL g(r) x alr).
2.5

[1 est Facile de donner, dans le cas F réflexif, une condition (a'l)

dquivalente § (11) el analogue a la condition (') de 2.2,

De meme on peut dénoncer une condition (al,yo) en remplacgant
dans (a ) 1'espace X par

1'espace
O

Xy o= {ver, ()« yv =0} = {ved(a) 5 aved (Q),y v = o)
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2.6 Il est possible de construire de nombreux exempleé d'espaces F
vérifiant (2.1) et (al) ¢t citons en particulier 1l'espace ='(Q) introduit
par Lions-Magenes [2], chap 8. L'espace 9‘0(6) des distributions prolon-

geables ne vérifie pas la condition (a’l), mais tout élément de @'0(5)

appartient au moins a un espace F vérifiant (dl).

83. RETOUR AUX_PROBLEMES AUX LIMITES.

. . . *
Nous pouvons maintenant interpréter 1'opérateur K lorsque

Au appartient & un espace F vérifiant (2.1) et (al) (ot meme (ocl_,Y )).
' [¢]

De la proposition 2.2 il résulte immédiatemernt pour tout ué€yY
, ’ * 3 .
(3.1) Ku=R Gl(Au) + oy, u

. . . - * . .
o Rp = R(o0,9) ex(a(r),xA(Q)) et donc R : }C'A(Q) - a' ().
On en déduit le théoréme suivant.

Théoréme 3.1 : Soit F un espace vérifiant (2.1) et (« ) ; alors

. LIy,
pour tout f€F et pour tout gea'(Tl") il existe*uEfD'A(Q) unigue tel que
7 i
bu = f

De plus u dépend continumenti des données f et g,
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